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1. kapitola

OPERACE V MNOZINE

Ve $kole se hodn& zabyvime pocetnimi vykony ¢ili ope-
racemi, mezi né% patfi napfiklad s¢itdni, od¢itdni, ndsobeni,
déleni aj. V tomto ¢ldnku budeme definovat pojem operace
pon&kud obecnéji, a proto si nejprve viimneme nékterych
spoleénych vlastnosti, které maji operace, s nimiZ jsme
se ve Skole setkali. Pfi sCitdni, od¢itani, niasobeni i déleni
jsou vzdy ddna dvé& &isla a urditym postupem, jemuZ jsme
se ve Skole ufili, k nim hledime tfeti &islo, které je ob&éma
danymi Cisly jednoznacné uréeno. Ke kaZdé dvojici danych
Cisel tedy hledime jedno jediné tfeti ¢islo. Pfitom
(aspoii v nékterych ptipadech) zleZi na pofadi obou Cisel
v dané dvojici (napf. x — y znamend zpravidla néco ji-
ného neZ y — x). Jde tu tedy o uspofddané dvojice,
tj. o dvojice, u nich? je podstatné, kterd jejich sloZka je
prvni a kterd je druhd.

Je-li d4na mnoZina M, budeme mnoZinu vSech uspofa-
{anych dvojic [x, y], kde x € M, y € M, oznaovat symbo-
lem M X M. Dv& uspofddané dvojice [x,y] €M X M,
[z, 4] €M X M povaZujeme za sob& rovné, shoduji-li se
ve svych prvcich i v jejich uspofadéni, tj.

[%, ¥] = [z, u] prdvé tehdy, kdyZ x = 2 a zdrovell y = w.
Naproti tomu
[x, ¥] # [z, u] privé tehdy, kdyZ x # z nebo y # u (nebo
oboji).

Abychom pracovali s jasnymi pojmy, uvedeme nejprve
definici zobrazeni v mnoZiné.



Definice |. Budi? dina mnoZina M. MnoZinuf =M x M
nazyvame zobrazen{ v mnoziné M, ma-li tuto vlastnost:

Jestlize v dvojicich [x,, y,], (x5 ¥,] z mnoZiny f je
Xy = Xy, pak také y, = y,.

Jsou-li x, y prvky téZe dvojice [x, y] <f, pak prvku x
fikime wzor prvku y a prvku y tikdme obraz prvku x
v zobrazeni f a piSeme y = f (x).

Casto tu mluvime také o pfifazeni a fikime, %e obraz
y € M je ptifazen vzoru x € M.

Z definice 1 vyplyvi, e kazdy prvek mnoZiny M miiZe
byt vzorem nékterého prvku této mnoziny v zobrazeni f.
Nikde v3ak neni feeno, Ze mnoZina viech vzori musi
mnoZinu M vycerpdvat; muZe se stit, Ze v mnoZin¢ M
existuji prvky, které nejsou vzory Zidného prvku mnoZiny
M. Jestlize viak néjaky prvek mnoZiny M je vzorem nékteré-
ho prvku této mnoZiny v zobrazeni f, je vzorem pravé
jednoho prvku mnoZiny M.

Také kazdy prvek mnoZiny M muZe byt obrazem nékte-
rého prvku této mnoZiny v zobrazeni f, ale ani tady neni
feeno, Ze mnoZina viech obrazii musi mnoZinu M vy-
Cerpavat; miiZe se stit, e v mnoZiné M existuji prvky,
které nejsou obrazy Zidného prvku této mnoZiny. A také
neni nikde feleno, ¥e kaZdy prvek mnoZiny M, ktery je
obrazem né&kterého jejiho prvku, musi byt obrazem jen
jednoho prvku této mnoZiny; miZe se stdt, Ze jeden a tyz
prvek mnoZiny M je obrazem vé&tsiho poltu prvku této
mnozZiny v zobrazeni f.

Podminku uvedenou v definici 1 miZeme vyslovit
v tvaru:

Jestlize v dvojicich [x,, y,], [*2 ¥.)] z mnoZiny f je
Y1 # Yo, pak také x; # x,.

Jsou-li tedy dva riizné prvky mnoZiny M obrazy néja-



kych prvki této mnoZiny v zobrazeni f, jsou to obrazy dvou
ruznych prvki.

Situace je schematicky znizornéna na obr. 1, kde mno-
Zina vSech vzori je oznalena pismenem A a mnoZina
viech obrazi pismenem B.

Obr. 1.

S pojmem zobrazeni v mnoZiné M jsme se setkali jiZ
mnohokrit ve §kole; tu byla mnoZinou M zpravidla né;akzi
tiselnd mnoZina (tj. mnoZina, 1e112 prvky jsou ¢isla) a misto
ndzvu zobrazeni jsme uZivali nizvu funkce. MnoZina A se
pak nazyvala obor funkce a mnoZina B obor funkénich
hodnot. NaSe definice v3ak je ponékud obecné&jsi, protoZe
M midZe znamenat zcela libovolnou nepriazdnou, nikoli jen
¢iselnou mnozinu. DalSi rozdil mezi nasi definici a definici
bézné& uZivanou ve Skole je zavedeni mnoZiny M, ktera ma
tu vlastnost, Ze obsahuje jak mnoZinu A (obor funkce), tak
i mnoZinu B (obor funk&nich hodnot), tak?e A UB < M.
Pro naSe ulely je totiZ vhodné pfipustit i tu moZnost, Ze ne
kazdy prvek mnoZiny M je vzorem nékterého prvku této
mnoZiny v zobrazeni f.

Po této prupravé budeme definovat operaci v mnoZiné¢ M
jako jisté zobrazeni v mnoZiné (M x M) u M. Tato mno-
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Zina obsahuje jednak uspofidané dvojice z mnoZiny
M X M, jednak jednotlivé prvky z mnoZiny M.

Definice 2. BudiZ d4na mnoZina M. Zobrazeni f v mno-
%in¢ (M x M) U M, v né¢mZ mnoZinou vzori je &ist mno-
2iny M X M a mnoimou obrazt éést mnoZiny M, nazy-
vame operace v mnoginé M.

Je-li v operaci f prvek z € M obrazem prvku (x, 3] €
€ M X M, pifeme z = f (x, y).

Operace f je tedy zobrazeni, v n€émZ je vzorem uspofi-
dand dvojice [x, y]) € M X M a obrazem prvek z e M;
mnozina f je tvofena uspofddanymi dvojicemi, jejichZ slo-

Zeni je toto:
[[x ], 2] € f.

Proto bychom méli podle definice 1 spife psit z =
= f ([x, y]); tento zdpis by vSak byl zbyteéné sloZity.

PFiklad 1. S¢itdni je operace v mnoZin& N, vSech
pfirozenych d&isel (v&etn€ nuly), nebot ke kazdé dvojici
[x, ¥] € Ny X N, ptislusi jako obraz &islo x + y € N0 a toto
Cislo je, 1ak vime ze §koly, jediné. MnoZinou vzorci je tu
celd mnoZina N, X N,, mnoZinou obrazi je mnoZina N,.
Znadi-li tedy pismeno fsCitdni, je f (x, ¥) = x + y. Obdob-
né tvrzeni plati i pro ndsobeni v mnoZin& N, které je ddno
vzorcem f (%, ¥) = xy. Také od¢itdni je operace v mnoZing&
N,, kterou miZeme vyjadtit vzorcem f (x, y) = x — 3. Tu
ma kaZd4 uspofddani dvojice [x, ¥] € Ny X No, kdex 2 y,
za obraz &islo x — y € N;. MnoZinou vzori je mnoZina
viech takovych dvojic [x, y] € Ny X Ny, v nichZ je x = y.
Vezmeme-li v§ak v uvahu od¢itdni jako operaci v mnoZiné
C viech celych &isel, pak mnoZinou vzoru je celd mnoZina
C x C, nebot ke kazdé dvojici [x,y] e C X C existuje
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obraz z = f (x,¥) = x — y € C. Také déleni (beze zbytku)
je operace v mnoZiné N, i v mnoZin& C, pro kterou plati
f(x,y) = x : y; mnoZinou vzorl je mnoZina viech takovych
dvojic [x, y] z mnoZiny Ny X N, popf. C x C, v nichZ je
x = ky, kde % je prvek mnoZiny N, popt. C,a y # 0.

Pfiklad 2. Operace viak nemusi byt definoviny pouze
v &iselnych mnoZinich. BudiZ napfiklad M mnoZina vSech
bodi roviny ¢ a pfifadme ke kazdé dvojici X, Y riiznych
bodt této roviny stfed S usecky XY; pro X = Y poloZme
S = X =Y. Také tu je ke kaZdé dvojici [X, Y] eM x M
(tj. ke kaZdé dvojici bodu roviny o) pfifazen privé jeden
bod § € M (tj. pravé jeden bod roviny g), takZe jde skutecné
o operaci f v mnoZiné M viech bodi roviny g, pfifemz je
f (X, Y)=S.Protuto operaci neexistuje Zidny mezinirodn¢
zavedeny symbol; nic ndm vSak nebrdni, abychom si pro
nai potfebu takovy symbol zavedli; miZeme psit napf.
f(X,Y)= XeY. Také miizeme pro tuto operaci zavést
i zvl4$tni ndzev, budeme ji fikat tfeba operace st¥ed.

Abychom pfibliZili nae zipisy co nejvice zdpisim
operaci zndmych ze $koly, budeme radé¢ji misto pismene
znadiciho zobrazeni v mno%iné¢ (M x M) UM pouZivat
néjakou znalku, napf. O, * aj., kterou umistime mezi ob&
slozky dvojice [x, y] € M X M, jeZ je vzorem v uvedeném
zobrazeni, podobné jako to &inime ve $kole se zna¢kami 4,
— aj. Budeme tedy psit napf. f (x, ¥) = x O y apod.
A také operaci f budeme v tomto pfipad€ ozna&ovat nizvem
operace O.

Definice 3. a) Necht O znadi operaci v mnoZin& M.
Jestli¥e pro kazdé dva prvky x, y mnoZiny M, pro néZ
existuji prvky x Oy € M, y O x € M, plati

X0y=y0x,
nazyva se operace O komutativni.



Jestlize pro kazdé tfi prvky x, y, 2 mnoziny M, pro néz
existujf prvky (x 0 ) 0 z e M, x O (¥ 0 2) € M, plati
(x0y)Cz=x0C(y02),
nazyva se operace O asociativni.
b) Nechf O, + znali operace v mnozin¢ M (které ne-
musi byt navzidjem rizné).

Jestlize pro kaZdé tti prvky x, y, 2 mnoZiny M, pro néZ
existuji prvky (x O y) * ze M, (x x 2) O(y » 2) € M, plati
xoy)*rz2=(x*20(y+ 2),

nazyva se operace » distribution{ vzhledem k operaci ©.

Ptitom zivorky jako obvykle znadi, kterou operaci midme
provadét napfed.

P¥iklad 3. S¢itdni v mnoZin& N, vSech pfirozenych Cisel
(vEetné nuly) je operace komutativni, nebot pro kazdd dveé
disla x, y mnoZiny N0 e)ustu]l obé &isla x + v,y + x a vime,
%e pro kazd4 dv& pfirozena Cisla x, y je

x+y=y-+=x
Je to také operace asociativni, nebot pro kazda tfi ¢isla
x, ¥, 2 mnoZiny N, existuji &isla (x 4+ y) + 2z, x + (y + 2),
pfifem? plati
x+tWN+z=x+u+2)
Také ndsobeni v mnoziné N, je operace komutativni

1 asociativni, nebot jestlize v definici 3a) za operaci O
vezmeme nisobeni, dostaneme

xy = yx, (xy)z = x(y2),

ale to je spravné pro kazda dvé, popf. pro kazda tfi pfiro-
zend Cisla. Ndsobeni pfirozenych Cisel je distributivni
vzhledem ke séitini: vezmeme-li v definici 3b) za operaci
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_ stitani a za operaci » ndsobeni, dostaneme

(x + y)z = x2 + y=,
a to je spravné pro kad4 tfi pfirozena isla x, y, 2. Naproti
tomu scitdni pfirozenych Cisel neni distributivni vzhle-

dem k nasobeni. JestliZe totiZ v definici 3b) vezmeme za
operaci O ndsobeni a za operaci + sitdni, vyjde rovnost

x+z=(x+2)(y+2),

ale ta neni splnéna pro kaZda tfi pfirozena ¢éisla x, y, 2, jak
se snadno pfesvédéime (tfeba na pfikladé x = y = 2 = 1).

Pfiklad 4. Odcitani v mmnoZin€ N, vSech pfirozenych
Cisel (véetné nuly) je operace komutativni. V této mnoZiné
existuji obé Cisla x -- y, y — x pouze tehdy, je-li x = y;
pak je

x—y=y—x=0.
Naproti tomu od¢itdni v mnoZiné C vSech celych cisel
neni operace komutativni, nebot v této mnoZiné existujf
pro kazdé x € C a pro kazdé y e Cobé lislax — y,y — x,
ale pokud je x % y, jetaké x —y # y — x.

Priklad 5. Operace ® v mnoZiné M vSech bod roviny g,
popsana v pfikladu 2 na str. 9 (operace stfed), je komu-
tativni, nebot pro kazdé dva body X, Yrovinypoje X @ ¥ =
= Y e X. Jsou-li [x;, x,), [¥15 ¥} soufadnice bodid X, Y,

pak
XoY =[x +3)0+ )l
Yo X=[0+ x) 33+ x)]

ale to je jeden a tyZ bod. Operace @ viak neni asociativni.
Je-li X = [x}, %], Y = [y, 32)s Z = [21, 2], pak

(XoeY)eZ=[3Fx+y)+2)3F G+ )+
L z)] = [ (e + 31+ 22), } (2o + 32 + 229)],



Xoe(YoZ)=[}(x;+30n+20h 3 (xa+ (3 +
+ 2))] = [} 2%, + 31 + 20, 1 (2% + 32 + 2)];
tyto dva body vSak mohou byt riizné. Operace @ v3ak je

také distributivni vzhledem k sob& samé, tj. pro kaZdé tfi
body X, Y, Z mnoZiny M plati

(XoeY)eZ=(Xe0Z)e (Yeo2)
Oznalime-li opét X = [x;, %], ¥ = [y 32l Z = [21, 23],
je podle pfedchézejiciho

(XoY)e Z=1[}(x + 3+ 2z) } (% + 32 + 225)]

a kromé¢ toho
(XoZ)e (Yo Z)=[3( (x + 2) + (0 + 2))s
(G (x + 29) + 3 (32 + 2))] = [} (01 + 1 + 220)s
1 (xe + 32 + 225)]
Oba vysledky davaji jeden a tyZz bod.

Cvigeni. |. BudiZ R+ mnoZina vSech kladnych (redlnych)
disel. Zjistéte, jsou-li komutativni a asociativni tyto ope-
race v mnoZiné R*: a) f(x, y) = }(x + ) (aritmeticky
pramér), b) f(x, ¥) = Jxy (geometricky primér), c)

2xy

flx,y) = gy (harmonicky pramér).

2. Budiz R+ mnoZina viech kladnych (redlnych) disel.
Zjistéte, jsou-li komutativni a asociativni tyto operace
v mnoZing¢ R+;

V@) = ;25 B ) =VF T4 Of () =

= - _xy_" .
Va® + 52
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3. Budi? Q* mnoZina vSech kladnych raciondlnich &isel.
UkaZte, Ze v této mnoZiné je umoctiovdni distributivni
vzhledem k ndsobeni (déleni).

4. M je mnoZina viech pfemisténi roviny g, jimiz se re-
produkuje rovnostranny trojihelnik ABC leZici v roviné p.
Tato mnoZina se sklada z Sesti prvkﬁ, které oznadime takto:

486)~ 489)=% (4E9)-
(ﬁ€§)=6» (429)-e (f29)-e.

(Pfi tomto oznaceni jsou pod sebou napsany vrcholy troj-
thelnika, které si odpovidaji v uvedeném pfemisténi;
3 je identické pfclmstém, Ry N j jsou rotace kolem stfedu
trojihelnika, &,, S,, S, jsou osové soumérnosti.) V mno-
%in& M definujeme operaci * takto: X + QB je pfemisténi,
které vznikne tak, Ze provedeme nejprve premisténi X
a po ném pi‘emlsténi B, napt. R, » S, = S, Vylettete,
je-li operace » komutativni a asociativni.

5. Cvifeni 4 opakujte pro pfemisténi roviny g, jimiZ se
reprodukuje a) étverec ABCD, b) obdélnik ABCD.

6. a) V roviné ¢ jsou ddny dvé riznobézky p, ¢. V mnoZi-
né M viech bodi roviny ¢ je ddna operace O takto:
obrazem uspofidané dvojice [X, Y] € M X M je ten bod
XoY = Z roviny o, pro ktery plati XZ || p, YZ | q.
Vysetfte, je-li tato operace komutativni a asociativni.
b) Ukaite, %e operace @ z pfikladu 2 na str. 9 je distribu-
tivni vzhledem k operaci O ze cvi¢. a).

7. V roving ¢ je ddn bod O. V mnoZiné M viech boda
roviny ¢ je ddna operace O takto: Jsou-li X, Y dva rtzné
body roviny ¢ a neprochdzi-li pfimka XY bydem O, je
Z=X0Y é&vrty vrchol rovnob&inika XOYZ; leZ-li
body X, Y na polopfimce p s politkem O, je Z = X0 Y
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ten bod polopfimky p, pro ktery plati OZ = OX + OY;
jsou-li OX, OY opaéné polopfimky a je-li OX = OY, je
Z = X ¢ Y ten bod polopfimky OX, pro ktery plati
0Z = OX - OY; jsou-li OX, OY opalné polopfimky
aje-liOX = OY, je Z= X Y ten bod poloptimky OY,
pro ktery plati OZ = OY — OX; je-lli X =Y = O, je
Z = X0Y = 0. Ukazte, Ze je operace ~ v mnoziné M
komutativni a asociativni.

8. Budi M mnoZina, jejimiz prvky jsou redlna ¢isla
(vSechna nebo jen néktera). DokaZte, Ze

xje-lix = . je-li x =
max (x,y) = {y: }e—lix <?v)’ min (x, ) = {%: %e-lix <§

jsou operace v mnoZiné M, které jsou ob& komutativni,
ob¢ asociativni a ka¥dd z nich je distributivni vzhledem
k druhé.

9. BudiZz dina mnoZina Z a oznaéme M systém vSech
jejich podmnoZin. Je-li A e M, B e M (tj. je-li A < Z,
B = Z), oznalme A UB =S, An B = P. Ukazte, e U
a n jsou operace v mnoZiné M, které jsou ob& komutativni,
obé asociativni a kazdd z nich je distributivni vzhledem
k druhé.

10. Je-li D (x, y) nejvétsi spole¢ny délitel a n (x, y) nej-
mensi spoleny ndsobek pfirozenych &isel x, y, ukaZte, Ze
D, n jsou operace v mnoZiné N viech pfirozenych ¢isel
(bez nuly), které jsou ob& komutativni, ob& asociativni
a kaZd4 z nich je distributivni vzhledem k druhé.
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