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5. kapitola 

E Š T E KOMBINATORICKÁ TÉMA 

Dirichletov princip formulovaný v tvare (D) je svojou pova-
hou kombinatorický, preto možno očakávať, že bude vhod-
ný na riešenie úloh kombinatorického charakteru. Úlohy 
takého typu boli uvedené v predchádzajúcej kapitole. Ako 
ukážeme v nasledujúcich úlohách, (D) vedie k dělu v mno-
hých prípadoch, keď nemáme k dispozícii prakticky žiadne 
iné prostriedky. 

Příklad 27. Je dané 6 priamok v priestore, z ktorých 
žiadne dve nie sú rovnoběžné a žiadne tri neprechádzajú 
tým istým bodom. Potom sa dajú nájsť tri z nich tak, že 
ležia v jednej rovině, alebo tri, ktoré sú navzájom mimo-
bežné. 

Riešenie. Označme dané priamky px, p2, p3, />4, p5, p6. 
Priamky pv p2, p3, p4, p6 rozdelíme do dvoch skupin. Do 
prvej dáme tie, ktoré sa s priamkou pe pretinajú a do 
druhej tie, ktoré sú s p6 mimobežné. Podia (D) aspoň jedna 
z týchto skupin obsahuje tri priamky. Nech sú to napr. 
i>i> Pi> P3 ( n a ich označení zrejme nezáleží). 

Povedzme, že sú to priamky prvej skupiny. Teda p6 
přetíná plt p2, p3. Ak sa žiadne dve z priamok ply p2, p3 ne-
pretínajú máme tri priamky, ktoré sú navzájom mimo-
bežné. Ak sa dve z nich pretinajú a přidáme k nim priamku 
p6, máme tri priamky, ktoré ležia v jednej rovině (nepre-
tínajú sa v jednom bode, to je podmienka úlohy). 

Ak sú p1} p2, p3 z druhej skupiny, uvažujeme podobné. 
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Teraz je priamka p9 mimobežná s každou z nich. Ak sa 
každé dve z priamok p1} />2, p3 přetínájú, máme tri priamky 
v jednej rovině. Ak sa dve z nich nepretínajú, přidáme 
k nim p6 a máme tri priamky navzájom mimobežné. 

Úloha 56. V šachovom turnaji, ktorého sa zúčastňuje 
6 hráčov, sa vždy nájde trojica hráčov, ktorí medzi sebou 
hráli už každý s každým, alebo trojica, v ktorej žiaden so 
žiadnym ešte nehrál. Dokážte! 

Úloha 57. Máme v rovině 6 bodov, z ktorých žiadne tri 
neležia na priamke, pospájaných navzájom modrými alebo 
červenými úsečkami (t. j. niektoré dva sú spojené modrou, 
niektoré dva červenou úsečkou, ale každé dva sú spojené). 
Dokážte, že potom na tejto schéme sa dá nájsť aspoň jeden 
jednofarebný trojuholník, ktorého vrcholy sú niektoré 
z daných bodov. 

Příklad 28. 17 vedcov si navzájom dopisuje (každý 
s každým), přitom v celej korešpondencii sa vyskytujú iba 
tri témy. Dokážte, že existujú traja z nich, ktorí si medzi 
sebou dopisujú na rovnakú tému. 

Riešenie. Vyberme jedného z vedcov (lubovorne) 
a ostatných 16 rozdelme do troch skupin tak, že do každej 
skupiny dáme všetkých tých, ktorí si s týmto zvoleným 
píšu na tú istú tému. Podia (D) aspoň v jednej skupině sa 
nájdu šiesti. Teda máme šesť vedcov, ktorí si so zvoleným 
píšu na rovnakú tému. Nazvime ju témou č. 1. Ak si spo-
medzi týchto šiestich dvaja píšu na tému č. 1, přidáme 
k nim zvoleného a máme troch, ktorí si píšu na tému č. 1. 
V op.čnom případe máme 6 vedcov, ktorí si medzi sebou 
píšu iba na tému č. 2 a tému č. 3. 

Medzi týmito šiestimi si zvolme jedného. Zbývajúcich 
piatich rozdelíme na dve skupiny. Skupinu tých, čo si 
so zvoleným píšu na tému č. 2 a skupinu tých, čo si píšu na 
tému č. 3. Podia (D) aspoň v jednej skupině sa nájdu traja. 
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Tito traja si bud! všetci píšu na rovnakú tému a riešenie je 
hotové, alebo sa nájdu dvaja, ktorí si píšu na tému rovnakú 
so zvoleným. Potom máme znovu troch, ktorí si píšu na 
rovnakú tému. 

Úloha 58. V priestore je dané 17 priamok. Dokážte, že 
sa medzi nimi dajú nájsť tri, ktoré sú buď všetky navzájom 
rovnoběžné, alebo všetky navzájom róznobežné, alebo na-
vzájom mimobežné. 

Úloha 59. V škole, ktorá má 17 tried, sa hrá futbalový 
medzitriedny turnaj systémom „každý s každým". Turnaj 
probieha počas troch dní. Dokážte, že existujú tri triedy, 
ktoré všetky zápasy medzi sebou zohrajú v ten istý deň. 

Úloha 60. V rovině je dané 17 bodov navzájom pospá-
janých úsečkami farby čiernej, červenej a modrej, přitom 
žiadne tri neležia na jednej priamke a každé dva sú spojené. 
Dokážte, že v tejto schéme existuje jednofarebný troj-
uholník s vrcholmi vybranými spomedzi daných 17 bodov. 

Skúsený riešitel si určité všimol, že příklad 27 a úlohy 
56 a 57 sa riešia rovnako. Podobné příklad 28 a úlohy 58 
až 60 znamenajú len rózne modifikácie rovnakého problé-
mu. Takéto úlohy možeme riešiť spoločne, t. j. všetky 
naraz, ak sa postavíme na dosť všeobecné, abstraktné sta-
novisko. V matematike sa často postupuje tak, že úlohy, 
ktoré majů v jadre spoločnú myšlienku, sa snažia mate-
matici riešiť naraz. Na to zavádzajú nové abstraktné pojmy. 
Úlohy, o ktoiých sme hovořili, možno úspěšně riešiť 
pomocou pojmu graf. 

Pod grafom rozumieme nejakú množinu, ktorej prvky 
voláme vrcholmi grafu, pričom niektoré dvojice vrcholov 
grafu sú v istom vzťahu (relácii). Napr. taký graf može 
predstavovať istý okamžik šachového turnaja. Jeho vrcholy 
budú hráči (účastníci turnaja). Niektoré dvojice hráčov už 
zápas odohrali. Vzťah, o ktorý tu pojde spočívá v tom, že 
dvaja hráči odohrali zápas. Ak dvojica vrcholov grafu je 
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v danom vztahu, hovoříme, že tie dva vrcholy sú spojené 
hranou (v tom grafe). 

Graf obyčajne znázorňujeme tak, že vrcholy grafu sú 
body v rovině (vyznačené napr. krúžkom) a ak sú dané dva 
vrcholy spojené hranou (sú vo vztahu), tak příslušné body 
jednoducho spojíme úsečkami alebo inými čiarami. Přitom 
sa móže stať, že tieto čiary sa pretínajú aj v iných bodoch, 
než sú vrcholy grafu. Preto třeba pri náčrtoch vrcholy 

Obr. 5. 

starostlivo vyznačit'. Na obr. 5 je znázorněný graf šachové-
ho turnaj a v istom okamžiku. Z neho možno vyčítat", že 
hráč č. 2 a hráč č. 5 už zohrali medzi sebou zápas, kdežto 
hráči č. 4 a č. 6 nie. 

Úplným grafom nazývame taký graf, ktorého každé dva 
vrcholy sú spojené hranou. Taký je napr. graf šachového 
turnaja po jeho skončení. Všetky zápasy sú už odohrané, 
teda každá dvojica hráčov už svoj zápas odohrala, t. j. 
každé dva body na príslušnom grafe sú spojené hranou. 

V ďalšom sa budeme zaoberať váčšinou úplnými grafmi. 
Aby sme zachytili na úplnom grafe také- případy, ako je 
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šachový turnaj, ktorý ešte neskončil (t. j. nie všetky zápasy 
sú odohrané), budeme používat' dva druhy vzťahov. Dva 
vrcholy grafu (hráči) budú v prvom vzťahu, ak už odohrali 
zápas a budú v druhom vzťahu, ak ešte zápas neodohrali. 
Při znázorňovaní takých grafov používáme viac farieb. 
Napr. ak dvaja hráči zápas odohrali, tak vrcholy ktoré 
ich predstavujú spojíme modrou, ak neodohrali, spojíme 
ich červenou čiarou. Vo všeobecnosti hovoříme, že graf je 
sfarbený dvomi farbami (je dvojfarebný), ak v ňom vystu-
pujú dva rózne vztahy. 

Uveďme niekolko príkladov. Dvojfarebný graf móže byť 
napr. nějaká množina bodov v rovině pospájaných úsečka-
mi dvoch farieb. V tomto příklade dva vztahy sú naozaj 
dané dvomi farbími. Alebo graf znázorňujúci příklad 27. 
Jeho vrcholy budú představovat' dané priamky. Dva vrcholy 
budú spojené červenou úsečkou, ak dané priamky sú 
róznobežné a budú spojené modrou úsečkou, ak dané 
priamky sú mimobežné. 

Je samozřejmé, že sa nemusíme obmedziť iba na dva 
vztahy (dve farby). Budeme sa zaoberať i viacfarebnými 
grafmi. Napr. graf znázorňujúci příklad 28. je trojfarebný. 
Vrcholmi budú naši vědci. Dva vrcholy spojíme čiernou 
farbou, ak si příslušní vědci dopisujú na prvú tému, spo-
jíme červenou, ak si píšu na druhů tému a spojíme modrou, 
ak si píšu na tretiu tému. Podobné úlohu 58. možno zná-
zornit' trojfarebným grafom. Vrcholy budú dané priamky. 
Dva vrcholy spojíme napr. čiernou hranou, ak sú priamky 
rovnoběžné, červenou, ak sú róznobežné a modrou, ak 
sú mimobežné. 

Je už iste jasné, ako vyzerajú viacfarebné grafy. Ak bude-
me hovořit' o k-farebnom grafe, budeme mať na mysli graf, 
v ktorom nevystupuje viac ako k farieb. 

V ďilšom slovom n-graf budeme označovať úplný graf, 
ktorý má n vrcholov. 
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Aby sme mohli sformulovať naše úlohy, ešte povieme, 
čo je to podgraf. Graf H nazývame podgrafom grafu G, 
ak každý vrchol grafu H je aj vrcholom grafu G a ak dva 
vrcholy grafu H sú spojené hranou právě vtedy, keď sú 
spojené hranou v grafe G a ak sú spojené, tak hranou rovna-
kej farby ako v G. Napr. H1 na obr. 6 je podgraf grafu G 
(příslušné rovnako označené vrcholy považujme za totožné, 
kreslíme ich znovu len kv61i prehladnosti), ale H2 nie je 
podgraf grafu G. 

Teraz je zřejmé, že příklad 27. a úlohy 56. a 57. možno 
sformulovať takto: 

V každom dvojfarebnom 6-grafe existuje aspoň jeden 
jednofarebný úplný podgraf s tromi vrcholmi (krátko: 
existuje jednofarebný trojuholník). 

Podobné abstraktná formulácia příkladu 28. a úloh 58.— 
60. móže znieť: 

V každom trojfarebnom 17-grafe existuje aspoň jeden 
jednofarebný trojuholník. 

Úloha 61. Dokážte tieto dve tvrdenia! 

Příklad 29. Dokážte, že v každom štvorfarebnom 66-
grafe existuje jednofarebný trojuholník! 
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Riešenie. Vyberieme si jeden vrchol 66-grafu lubo-
volne. Zbývajúcich 65 vrcholov rozdelime do štyroch sku-
pin podra farby hrany spájajúcej tieto vrcholy s vybraným. 
V aspoň jednej skupině musí podia (D) byť 17 vrcholov. 
Ak sú dva z nich medzi sebou spojené hranou tej istej 
farby ako s vybraným vrcholom, potom máme jedno-
farebný trojuholník. V opačnom případe máme 17 vrcho-
lov pospájaných medzi sebou iba tromi farbami. Podia 
úlohy 61. medzi nimi existujú tri pospájané iba jednou 
farbou. 

Úloha 62. Dokážte, že v každom pátfarebnom 327-grafe 
existuje jednofarebný trojuholník! 

Úloha 63. Ak v každom ¿-farebnom m-grafe existuje 
jednofarebný trojuholník, potom v každom (k + l)-fareb-
nom {km + m — k + l)-grafe existuje jednofarebný troj-
uholník. Dokážte! 

Je jasné, že v každom dvojfarebnom 7-grafe, 8-grafe 
atď. existuje jednofarebný trijuholník (z čoho to vyplývá ?). 
Móžeme očakávať, že ich bude viac ako v 6-grafe. Nevieme 
však, ani kolko jednofarebných troiuholníkov minimálně 
musí byť v dvojfarebnom 6-grafe. Túto otázku rozriešime 
pomocou nasledujúceho příkladu. 

Příklad 30. Ak v úplnom grafe sfarbenom dvomi far-
bami existuje takých 5 vrcholov A, B, C, D, E, že jedno-
farebný trojuholník s vrcholmi A, B, C je inej farby ako 
hrana spájajúca body D, E, potom v tomto grafe okrem 
trojuholníka A, B, C existuje ešte aspoň jeden iný jedno-
farebný trojuholník. Dokážte! 

Riešenie. Nech je troiuholník ABC biely a hrana DE 
čierna. Z hrán DA, DB, DC musia byť podra (d) aspoň dve 
jednej farby. Keby boli biele, už máme druhý jedno-
farebný troiuholník (biely). Podobné, buď dve z hrán 
EA, EB, EC sú čierne, alebo máme biely trojuholník. 
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Uvažujme případ, keď nemáme (další) biely trojuholník. 
Potom z uvedených hrán sú aspoň štyri čieme. Z jedného 
z vrcholov A, B, C podra (d) vychádzajú teda aspoň dve 
čierne. Tieto dve čierne hrany spolu s hranou DE dajú 
čierny trojuholník. 

Příklad 31. V dvojfarebnom 6-grafe existujú aspoň dva 
jednofarebné trojuholníky. 

Riešenie. Vieme, že v dvojfarebnom 6-grafe existuje 
aspoň jeden jednofarebný trojuholník. Označme vrcholy 
6-grafu A, B, C, D, E, F tak, že A, B, C sú vrcholy tohoto 
jednofarebného trojuholníka (povedzme bieleho). Ak sú 
všetky hrany spájajúce body D, E, F tiež biele, máme dva 
biele trojuholníky v našom 6-grafe. Ak je niektorá z nich 
čierna, podra příkladu 30 existuje v našom grafe ešte další 
jednofarebný trojuholník. 

tJloha 64. Zostrojte dvojfarebný 6-graf, v ktorom ne-
existujú tri jednofarebné trojuholníky. 

Příklad 32. V každom dvojfarebnom 7-grafe existujú 
aspoň 4 jednofarebné trojuholníky. 

Riešenie. V 7-grafe existujú aspoň dva (pozři příklad 
31) jednofarebné trojuholníky. Vynecháme z daného 
7-grafu vrchol jedného jednofarebného trojuholníka, i všet-
ky hrany, ktoré vychádzajú z tohto vrchola. Dostaneme 
6-graf, v ktorom podra příkladu 31 existujú aspoň dva 
jednofarebné trojuholníky. Keď teraz vrátíme vynechaný 
vrchol a hrany, zistíme, že v našom 7-grafe sú aspoň tri 
jednofarebné trojuholníky. Aspoň dva z týchto musia mať 
spoločný vrchol, pretože tri trojuholníky majů 9 vrcholov 
a na grafe máme k dispozícii iba 7 bodov. Teraz vynechaj-
me tento vrchol a všetky hrany z neho idúce. Tým dosta-
neme 6-graf, ktorý má aspoň o dva jednofarebné troj-
uholníky menej ako daný 7-graf. Podra příkladu 31 v ňom 
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existujú aspoň dva jednofarebné trojuholníky, teda v pó-
vodnom 7-grafe sú aspoň štyri. 

Úloha 65. Dokážte, že v dvojfarebnom a) 8-grafe; b) 
9-grafe; c) 10-grafe; d) 11-grafe existuje aspoň a) 7 ; b) 11; 
c) 16; d) 22 jednofarebných trojuholnikov. 

Přiklad 33. Třeba dokázať, že v dvojfarebnom «-grafe 
1 19 

(n ^ 10) existuje aspoň «2 — ^ n + 61 jednofareb-
ných trojuholnikov. 

Riešenie. Tvrdenie dokážeme indukciou podia «. 
1) Pře « = 10 tvrdenie vyplývá z úlohy 65. 
2) Předpokládá jme, že v dvojfarebnom «-grafe je aspoň 

1 19 
2 » 2 — « + 61 jednofarebných trojuholnikov. Doká-
žeme, že v dvojfarebnom (w + l)-grafe je najmenej 
1 19 
-z (n + l)2 — (k + 1) + 61 jednofarebných trojuhol-
Z ¿t 
nikov. 

Vezmime Iubovolný dvojfarebný (« + l)-graf. Je v ňom 
aspoň tolko jednofarebných trojuholnikov, ako v dvoj-
farebnom «-grafe, teda podia indukčného předpokladu 
aspoň y «2 — y « + 61. Tieto majů dohromady 3 ^ w2— 

19 \ r 3 / 1 
—— n + 61J vrcholov. Teda aspoň ^ q r y ' \2n* ~ 

1 9 - A I 

- -jn + 61 

ný vrchol. Pre 

)] trojuholnikov musí mať podia (D) spoloč-

caždé n je 
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odkial postupné 
raa - 39n + 386 > 0, 

a teda 

To znamená, že aspoň n-9 trojuholníkov má spoločný 
vrchol. Ked tento vynecháme, dostaneme n-graf, ktorý má 
o w-9 trojuholníkov menej, než náš (n + l)-graf. Teda 
podfa indukčného předpokladu v (n + l)-grafe je aspoň 

jednofarebných trojuholníkov. 

Příklad 34. Třeba dokázat', že v dvojfarebnom 24-grafe 
existuje aspoň jeden jednofarebný 4-graf. 
!• Riešenie. Zvolíme si vrchol A na 24-grafe. Podia (D) 
existuje aspoň 12 vrcholov, ktoré sú s vrcholom A spojené 
hranami rovnakej farby, nech je to napr. biela farba. Zpo-
medzi týchto 12 vrcholov zvolme vrchol B. Tento je spo-
jený podia (D) aspoň so šiestimi zpomedzi týchto dvanástich 
hranami rovnakej farby. Táto može byť a) biela, b) čierna. 

Ak týchto 6 vrcholov je spojené navzájom hranami rovna-
kej farby, je příklad doriešený, lebo tam existuje dokonca 
jednofarebrý 6-graf. Predpokladajme, že týchto 6 vrcholov 
nie je pospájaných hranami rovnakej farby. 

«2 - y n + 61 + (n - 9) = 

i (« + 1)» - ^ (« + 1) + 61 
1 
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Ak nastane prípada), sme hotoví, pretože 4-graf s vrchol-
mi A, B, ku ktoiým sú přidané dva vrcholy zpomedzi 
posledných 6-tich spojené bielou hranou, je jednofarebný 
a to biely. 

Ak nastane případ b), použijeme skutočnosť, že v dvojfa-
rebnom 6-grafe existuje jednofarebný trojuholník. Medzi 
poslednými 6-timi vrcholmi existujú 3 pospájané jednou 
farbou. Ak je biela, přidáme k nim vrchol A a dostaneme 
biely 4-graf. Ak je čierna, přidáme k nim vrchol B a dosta-
neme čierny 4-graf. 

Úloha 66. Dokážte, že v dvojfarebnom 24-grafe existu-
jú aspoň dva jednofarebné 4-grafy! 

Úloha 67. Dokážte, že v dvojfarebnom 192-grafe existu-
je aspoň jeden jednofarebný 5-graf! 

Poznámka. Je známe, že v dvojfarebnom 18-grafe 
určité existuje jednofarebný 4-graf, ale v 17-grafe už ne-
musí existovat!. Teda najmenšie číslo n také, že v dvoj-
farebnom ra-grafe už určité existuje jednofarebný 4-graf je 
18. Najmenšie číslo n také, aby v dvojfarebnom «-grafe 
určité existoval jednofarebný 5-graf dodnes nie je známe. 
Vieme, že je menšie ako 70. 

Podobné nie je známe, či tvrdenie příkladu 29 možno 
dokázať pře 65-graf, t. j. či v každom štvorfarebnom 65-
grafe existuje jednofarebný trojuholník. 
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