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5. kapitola

ESTE KOMBINATORICKA TEMA

Dirichletov princip formulovany vtvare(D)j je svojou pova-
hou kombinatoricky, preto moZno olakdvat, Ze bude vhod-
ny na rieSenie tloh kombinatorického charakteru. Ulohy
takého typu boli uvedené v predchidzajicej kapitole. Ako
ukaZeme v nasledujucich tlohéch, (D) vedie k cielu v mno-
hych pripadoch, ked nemame k dispozicii prakticky Ziadne
iné prostriedky.

Priklad 27. Je dané 6 priamok v priestore, z ktorych
Ziadne dve nie st rovnobezné a Ziadne tri neprechddzaju
tym istym bodom. Potom sa daju najst tri z nich tak, Ze
lezia v jednej rovine, alebo tri, ktoré sii navzajom mimo-
bezZné,

RieSenie. Oznalme dané priamky p;, pss P3 Pas Pss Pe-
Priamky p,, p,, p3» P4, 5 rozdelime do dvoch skupin. Do
prvej dame tie, ktoré sa s priamkou p, pretinajia a do
druhej tie, ktoré su s p; mimobezné. PodIa (D) aspoii jedna
z tychto skupin obsahuje tri priamky. Nech si to napr.
21, Pa, Py (na ich oznaleni zrejme nezileZ).

Povedzme, Ze st to priamky prvej skupiny. Teda pg
pret.ma Pu P2 P Ak sa Ziadne dve z prlarnok P1> P2 Py 1E-
pretinaju méme tri priamky, ktoré si navzdjom mimo-
bezné. Ak sa dve z nich pretinaji a pridime k nim priamku
Pe> mame tri priamky, ktoré leZia v jednej rovine (nepre-
tinajd sa v jednom bode, to je podmienka tlohy).

Ak su p,, p,, ps z druhej skupiny, uvaZujeme podobne.
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Teraz je priamka p, mimobeZnd s kaZdou z nich. Ak sa
kazdé dve z priamok p,, p,, p; pretinaji, mame tri priamky
v jednej rovine. Ak sa dve z nich nepretinaji, pridime
k nim pg a mame tri priamky navzajom mimobeZné.

Uloha 56. V $achovom turnaji, ktorého sa zulastiuje
6 hracov, sa vidy ndjde trojica hriov, ktori medzi sebou
hrali uz kazdy s kazdym, alebo trojica, v ktorej Ziaden so
Ziadnym e3te nehral. DokaZte!

Uloha 57. Mame v rovine 6 bodov, z ktorych Ziadne tri
neleZia na priamke, pospdjanych navzajom modrymi alebo
Cervenymi useCkami (t. j. niektoré dva s spojené modrou,
niektoré dva Cervenou useckou, ale kazdé dva si spojené).
Dokdzte, Ze potom na tejto schéme sa da najst aspon jeden
jednofarebny trojuholnik, ktorého vrcholy sui niektoré
z danych bodov.

Priklad 28. 17 vedcov si navzijom dopisuje (kazdy
s kazdym), pritom v celej koreSpondencii sa vyskytuju iba
tri témy. DokaZte, Ze existujd traja z nich, ktori si medzi
sebou dopisuju na rovnaku tému,

RieSenie. Vyberme jedného z vedcov (ITubovolne)
a ostatnych 16 rozdelme do troch skupin tak, Ze do kazdej
skupiny ddme vSetkych tych, ktori si s t(ymto zvolenym
piSu na tu istd tému. Podla (D) aspoii v jednej skupine sa
ndjdu Siesti. Teda mame Sest vedcov, ktori si so zvolenym
pisu na rovnakd tému. Nazvime ju témou €. 1. Ak si spo-
medzi tychto Siestich dvaja piSu na tému & 1, pridime
k nim zvoleného a mame troch, ktori si piSu na tému ¢. 1.
V op.¢nom pripade mime 6 vedcov, ktori si medzi sebou
piSu iba na tému ¢. 2 a tému ¢&. 3.

Medzi tymito §iestimi si zvolme jedného. Zbyvajicich
piatich rozdelime na dve skupiny. Skupinu tych, o si
5o zvolenym piSu na tému ¢. 2 a skupinu tych, ¢o si piSu na
tému &. 3. Podla (D) aspoii v jednej skupine sa ndjdu traja.
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Tito traja si bud v3etci piSu na rovnaki tému a rieSenie je
hotové, alebo sa ndjdu dvaja, ktori si pi§u na tému rovnakd
50 zvolenym. Potom mame znovu troch, ktori si piSu na
rovnaki tému.

Uloha 58. V priestore je dané 17 priamok. Dokate, e
sa medzi nimi daji ndjst tri, ktoré su bud vSetky navzijom
rovnobeZné, alebo vietky navzdjom roznobezné, alebo na-
vzajom mimobeZné.

oha 59. V $kole, ktora ma 17 tried, sa hra futbalovy
medzitriedny turnaj systémom ,,kaid}" s kazdym*. Turnaj
probieha poc‘.as troch dni. Dokazte, Ze existuju tri tnedy,
ktoré vietky zdpasy medzi sebou zohraji v ten isty den.

Uloha 60. V rovine je dané 17 bodov navzdjom pospé-
janych tuse¢kami farby Ciernej, ervenej a modrej, pritom
Ziadne tri neleZia na jednej priamke a kazdé dva si spojené.
Dokézte, Ze v tejto schéme existuje jednofarebny troj-
uholnik s vrcholmi vybranymi spomedzi danych 17 bodov.

Skuseny rieSitel si urCite v§imol, Ze priklad 27 a tlohy
56 a 57 sa rieSia rovnako. Podobne priklad 28 a ulohy 58
aZ 60 znamenaju len rézne modifikicie rovnakého problé-
mu. Takéto tlohy moZeme rieSit spolocne, t. j. vSetky
naraz, ak sa postavime na dost vieobecné, abstraktné sta-
novisko. V matematike sa ¢asto postupuje tak, Ze ulohy,
ktoré ma]u v jadre spolo¢nii myslienku, sa snaZia mate-
matici rie§it naraz. Na to zavadzaji nové abstraktné pojmy.
Ulohy, o ktorych sme hovorili, moZno uspeSne riesit
pomocou pojmu graf.

Pod grafom rozumieme nejakd mnoZinu, ktorej prvky
volime vrcholmi grafu, priCom niektoré dvojice vrcholov
grafu su v istom vztahu (reldcii). Napr. taky graf méze
predstavovat isty okamzik Sachového turnaja. Jeho vrcholy
budu hraéi (icastnici turnaja). Niektoré dvojice hraov uz
zipas odohrali. Vztah, o ktory tu pdjde spociva v tom, Ze
dvaja hrd¢i odohrali zipas. Ak dvojica vrcholov grafu je
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v danom vztahu, hovorime, Ze tie dva vrcholy sd spojené
hranou (v tom grafe).

Graf obylajne znazorfiujeme tak, Ze vrcholy grafu sa
body v rovine (vyznalené napr. kriZkom) a ak su dané dva
vrcholy spojené hranou (st vo vztahu), tak prislu$né body
jednoducho spojime tse€kami alebo inymi ¢iarami. Pritom
sa moze stat, Ze ticto iary sa pretinaju aj v inych bodoch,
neZ st vrcholy grafu. Preto treba pri nacrtoch vrcholy

1 2

Obr. 5.

starostlivo vyznacit. Na obr. 5 je zndzorneny graf Sachové-
ho turnaja v istom okamZiku. Z neho mozno vyditat, Ze
hrag & 2 a hra¢ ¢. 5 uZ zohrali medzi sebou zapas, kdeZto
hraci ¢. 4 a ¢. 6 nie.

Uplnym grafom nazyvame taky graf, ktorého kazdé dva
vrcholy su spojené hranou. Taky je napr. graf Sachového
turnaja po jeho skonfeni. Vietky zdpasy su uz odohrané,
teda kazdd dvojica hrdfov uZ svoj zdpas odohrala, t. j.
ka?dé dva body na prislusnom grafe st spojené hranou.

V daliom sa budeme zaobzrat va&§inou uplnymi grafmi.
Aby sme zachytili na Gplnom grafe také pripady, ako je
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$achovy turnaj, ktory eSte neskondil (t. j. nie vietky zépasy
si odohrané), budeme pouzivat dva druhy vztahov. Dva
vrcholy grafu (hradi) buda v prvom vztahu, ak uz odohrali
zdpas a budd v druhom vztahu, ak eSte zdpas neodohrali.
Pri znazorifiovani takych grafov pouZivame viac farieb.
Napr. ak dvaja hradi zipas odohrali, tak vrcholy ktoré
ich predstavuji spojime modrou, ak neodohrali, spojime
ich ¢ervenou diarou. Vo vSeobzcnosti hovorime, Ze graf je
sfarbeny dvomi farbami (je dvojfarebny), ak v fiom vystu-
puji dva rdzne vztahy.

Uvedme niekolko prikladov. Dvojfarebny graf moze byt
napr. nejakd mnoZina bodov v rovine pospajanych usecka-
mi dvoch farieb. V tomto priklade dva vztahy st naozaj
dané dvomi farbami. Alebo graf znizorfiujuci priklad 27.
Jeho vrcholy budu predstavovat dané priamky. Dva vrcholy
budid spojené Cervenou usefkou, ak dané priamky su
roznobeZzné a budd spojené modrou useckou, ak dané
priamky si mimobsZné.

Je samozrejmé, Ze sa nemusime obmedzit iba na dva
vztahy (dve farby). Budeme sa zaoberat i viacfarebnymi
grafmi. Napr. graf zndzorfiujici priklad 28. je trojfarebny.
Vrcholmi budu nasi vedci. Dva vrcholy spojime Ciernou
farbou, ak si prislu$ni vedci dopisuji na prva tému, spo-
jime &ervenou, ak si pi$u na druhi tému a spojime modrou,
ak si piSu na tretiu tému. Podobne tlohu 58. moZno znd-
zornit trojfarebnym grafom. Vrcholy budd dané priamky.
Dva vrcholy spojime napr. ¢iernou hranou, ak si priamky
rovnob=¥né, fervenou, ak su réznob=?né a modrou, ak
su mimobzZné.

Je uZ iste jasné, ako vyzeraji viacfarebné grafy. Ak bude-
me hovorit o k-farebnom grafe, budeme mat na mysli graf,
v ktorom nevystupuje viac ako k farieb.

V dalSom slovom n-graf budeme oznacovat viplny graf,
ktory md n vrcholov.

43



Aby sme mohli sformulovat nase tlohy, efte povieme,
¢o je to podgraf. Graf H nazyvame podgrafom grafu G,
ak kazdy vrchol grafu H je aj vrcholom grafu G a ak dva
vrcholy grafu H s spojené hranou prave vtedy, ked sd
spojené hranou v grafe G a ak st spojené, tak hranou rovna-
kej farby ako v G. Napr. H, na obr. 6 je podgraf grafu G
(prislu$né rovnako oznacené vrcholy povaZujme za totoZné,
kreslime ich znovu len kvéli prehfadnosti), ale H, nie je
podgraf grafu G.

H,

G H

3 4 Obr. 6.

Teraz je zrejmé, Ze priklad 27. a ulohy 56. a 57. moZno
sformulovat takto:

V kazdom dvojfarebnom 6-grafe existuje aspoi jeden
jednofarebny uplny podgraf s tromi vrcholmi (krétko:
existuje jednofarebny trojuholnik).

Podobne abstraktna formuléicia prikladu 28. a 1loh 58.—
60. modZe zniet:

V kazdom trojfarebnom 17-grafe existuje aspod jeden
jednofarebny trojuholnik,

Uloha 61. Dokajte tieto dve tvrdenia!

Priklad 29. DokdZte, Ze v kadom §tvorfarebnom 66-
grafe existuje jednofarebny trojuholnik!
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Riefenie. Vyberieme si jeden vrchol 66-grafu Tubo-
volne. Zbyvajucich 65 vrcholov rozdelime do Styroch sku-
pin podIa farby hrany spéjajicej tieto vrcholy s vybranym.,
V aspofi jednej skupine musi podfa (D) byt 17 vrcholov.
Ak su dva z nich medzi sebou spojené hranou tej istej
farby ako s vybranym vrcholom, potom mdme jedno-
farebny trojuholnik. V opatnom pripade mime 17 vrcho-
lov pospijanych medzi sebou iba tromi farbami. Podla
ulohy 61. medzi nimi existuji tri pospijané iba jednou
farbou.

Uloha 62. Dok4jte, %e v kazdom patfarebnom 327-grafe
existuje jednofarebny trojuholnik!

Uloha 63. Ak v ka*dom k-farebnom m-grafe existuje
jednofarebny trojuholnik, potom v kaZdom (% + 1)-fareb-
nom (km 4+ m — k + 1)-grafe existuje jednofarebny troj-
uholnik. DokéZte!

Je jasné, Ze v ka*dom dvojfarebnom 7-grafe, 8-grafe
atd. existuje jednofarebny trijuholnik (z ¢oho to vyplyva?).
MbéZeme olakdvat, Ze ich bude viac ako v 6-grafe. Nevieme
v§ak, ani kolko jednofarebnych trojuholnikov minimdlne
musi byt v dvojfarebnom 6-grafe. Tuto otdzku rozrie§ime
pomocou nasledujiceho prikladu.

Priklad 30. Ak v tplnom grafe sfarbenom dvomi far-
bami existuje takych 5 vrcholov 4, B, C, D, E, Ze jedno-
farebny trojuholnik s vrcholmi 4, B, C je inej farby ako
hrana spéjajica body D, E, potom v tomto grafe okrem
trojuholnika 4, B, C existuje eSte aspofi jeden iny jedno-
farebny trojuholnik. DokéZte!

Riesenie. Nech je troiuholnik ABC biely a hrana DE
&ierna. Z hrin DA, DB, DC musia byt podla (d) asponi dve
jednej farby. Keby boli biele, uZ mime druby jedno-
farebny trojuholnik (biely). Podobne, bud dve z hrin
EA, EB, EC st Cierne, alebo médme biely trojuholnik.
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Uvazujme pripad, ked nemédme (d2l3i) biely trojuholnik.
Potom z uvedenych hrin si aspod Styri Cierne. Z jedného
z vrcholov 4, B, C podla (d) vychddzaju teda aspofi dve
Cierne. Tieto dve Cierne hrany spolu s hranou DE dajt
lierny trojuholnik.

Priklad 31. V dvojfarebnom 6-grafe existuju asposi dva
jednofarebné trojuholniky.

RieSenie. Vieme, Ze v dvojfarebnom 6-grafe existuje
aspoii jeden jednofarebny trojuholnik. Oznaéme vrcholy
6-grafu 4, B, C, D, E, F tak, Ze A, B, C st vrcholy tohoto
jednofarebného trojuholnika (povedzme bieleho). Ak su
vietky hrany spajajice body D, E, F tieZ biele, midme dva
biele trojuholniky v naSom 6-grafe. Ak je niektora z nich
ierna, podla prikladu 30 existuje v naSom grafe eSte dalsi
jednofarebny trojuholnik.

Uloha 64. Zostrojte dvojfarebny 6-graf, v ktorom ne-
existuju tri jednofarebné trojuholniky.

Priklad 32. V kaZdom dvojfarebnom 7-grafe existuju
aspoii 4 jednofarebné trojuholniky.

RieSenie. V 7-grafe existuju aspofi dva (pozri priklad
31) jednofarebné trojuholniky. Vynechime z daného
7-grafu vrchol jedného jednofarebného trojuholnika, i viet-
ky hrany, ktoré vychddzaji z tohto vrchola. Dostaneme
6-graf, v ktorom podla prikladu 31 existuji aspoii dva
jednofarebné trojuholniky. Ked teraz vritime vynechany
vrchol a hrany, zistime, Ze v naSom 7-grafe su aspod tri
jednofarebné trojuholniky. Aspofi dva z tychto musia mat
spoloény vrchol, pretoZe tri trojuholniky maja 9 vrcholov
a na grafe mame k dispozicii iba 7 bodov. Teraz vynechaj-
me tento vrchol a vietky hrany z neho idice. Tym dosta-
neme 6-graf, ktory ma aspoli o dva jednofarebné troj-
uholniky menej ako dany 7-graf. Podla prikladu 31 v fiom
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existuji aspoil dva jednofarebné trojuholniky, teda v pé8-
vodnom 7-grafe st aspod 3 Styri.

Uloha 65. Dokizte, Ze v dvojfarebnom a) 8-grafe; b)
9-grafe; c) 10-grafe; d) 11-grafe existuje aspodi a) 7; b) 11;
¢) 16; d) 22 jednofarebnych trojuholnikov.

Priklad 33. Treba dokazat, Ze v dvojfarebnom n-grafe
(n & 10) existuje aspofl % n? — 1—29— n + 61 jednofareb-

nych trojuholnikov.
Riesenie. Tvrdenie dokdZeme indukciou podla ».
1) Pre n = 10 tvrdenie vyplyva z dlohy 65.
2) Predpokladajme, Ze v dvojfarebnom #-grafe je aspoii

% n? — % n + 61 jednofarebnych trojuholnikov. Doké-
Jeme, Ze v dvojfarebnom (z + 1)-grafe je najmenej
% (n+ 12 — 122 (n + 1) + 61 jednofarebnych trojuhol-

nikov.

Vezmime TubovoIny dvojfarebny (» + 1)-graf. Je v fiom
aspoil tolko jednofarebnych trojuholnikov, ako v dvoj-
farebnom n-grafe, teda podfa indukéného predpokladu

aspofi = n2 — 1—9 n -+ 61. Tieto maji dohromady 3 ( ;

19 1,
- = n+61) vrcholov. Teda aspoi [ 1 (5 n? —

- 7 n+ 61)] trojuholnikov musi mat podla (D) spolo&-
ny vrchol. Pre kazdé n je

(n——) + 386 — (329) > 0,
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odkial postupne
n? — 39n 4 386 > 0,
3n% —3.197 + 3.122 > 2n% — 18n — 20,

%%ﬂ—%m%0>@+0@—mx

a teda

3 1 , 19

n——H' (7” —_ 7”‘{-61) > n— 10.

To znamend, %e aspoll 7n-9 trojuholnikov ma spoloény
vrchol. Ked tento vynechdme, dostaneme n-graf, ktory ma
0 7-9 trojuholnikov menej, nez nd§ (n + 1)-graf. Teda
podla induk&aého predpokladu v (n + 1)-grafe je aspofi

1 19

Z o2 27 — =
7 " 2n+6l—l—(n 9)

— et - @ el
jednofarebnych trojuholnikov.

Priklad 34. Treba dokézat, Ze v dvojfarebnom 24-grafe
existuje asponi jeden jednofarebny 4-graf.
+ RieSenie. Zvolime si vrchol 4 na 24-grafe. PodIa (D)
existuje aspofi 12 vrcholov, ktoré si s vrcholom A spojené
hranami rovnakej farby, nech je to napr. biela farba. Zpo-
medzi tychto 12 vrcholov zvolme vrchol B. Tento je spo-
jeny podla (D)aspon so Siestimi zpomedzi tychto dvandstich
hranami rovnakej farby. T4to méZe byt a) biela, b) Cierna.

Ak tychto 6 vrcholov je spojené navzajom hranami rovna-
kej farby, je priklad dorieseny, lebo tam existuje dokonca
jednofarebry 6-graf. Predpokladajme, Ze tychto 6 vrcholov
nie je pospdjanych hranami rovnakej farby.
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Ak nastane pripad a), sme hotovi, pretoZe 4-graf's vrchol-
mi A, B, ku ktorym su pridané dva vrcholy zpomedzi
poslednych 6-tich spojené bielou hranou, je jednofarebny
a to biely.

Ak nastane pripad b), pouZijeme skuto¢nost, Ze v dvojfa-
rebnom 6-grafe existuje jednofarebny trojuholnik. Medzi
poslednymi 6-timi vrcholmi existuji 3 pospajané jednou
farbou. Ak je biela, pridime k nim vrchol 4 a dostaneme
biely 4-graf. Ak je ¢ierna, pridime k nim vrchol B a dosta-
neme Cierny 4-graf.

Uloha 66. DokdZte, %e v dvojfarebnom 24-grafe existu-
ja aspoti dva jednofarebné 4-grafy!

Uloha 67. Dokazte, Ze v dvojfarebnom 192-grafe existu-
je asponi jeden jednofarebny 5-graf!

Poznimka. Je znime, Ze v dvojfarebnom 18-grafe
urdite existuje jednofarebny 4-graf, ale v 17-grafe uz ne-
musi existoval. Teda najmensie Cislo » také, Ze v dvoj-
farebnom n-grafe u2 urcite existuje jednofarebny 4-graf je
18. Najmensie &islo n také, aby v dvojfarebnom n-grafe
urlite existoval jednofarebny 5-graf dodnes nie je zndme.
Vieme, Ze je menSie ako 70.

Podobne nie je zndme, &i tvrdenie prikladu 29 moZno
dokazat pre 65-graf, t. j. & v kazdom Stvorfarebnom 65-
grafe existuje jednofarebny trojuholnik.
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