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2. kapitola 

D O K O N A L É A S P R I A T E L E N É 
Č Í S L A 

DOKONOLÉ ČÍSLA (PRVÉHO DRUHU) 

Každé číslo n > 1 má aspoň dvoch delitelov, a to čísla 1 
a n, preto a (n) ž n + 1. Ak skúmame velkosť a (n) v po-
rovnaní s dvojnásobkom čísla n, móžeme všetky prirodzené 
čísla n > 1 rozdělit' do troch množin, z ktorých žiadne 
dve nemajú spoločné prvky. Prvú množinu tvoria tie 
čísla n > 1, pre ktoré a (n) < 2«. Tieto čísla nazývame 
číslami deficientnými (numeri deficientes). Sem patria všetky 
prvočísla, teda nekonečne vela čísel patří do tejto množiny. 
Druhů množinu tvoria tie čísla n > 1, pre ktoré a(n) > 2n. 
Tieto čísla nazývame číslami abundantnými (numeri abun-
dantes). Sem patria napr. všetky čísía tvaru 2*.3, kde 
k > 1. Naoza), ak n = 2*.3, k > 1, potom na základe 
Vn 

2*+i _ 1 32 — 1 
= 2Tzry - j z r y = (2*+1 - 0 -4 > 2.(2*.3) = 

= 2n. 
Teda aj táto množina obsahuje nekonečne mnoho čísel. 
Konečne tretiu množinu tvoria tie čísla n > 1, pre ktoré 
a(n) = 2n. Tieto čísla nazývame dokonalými, perfektnými 
(numeri perfecti), niekedy aj podrobnejšie dokonalými čísla-
mi prvého druhu. 

Preskúmajme podrobnejšie podmienku a(n) = 2n. Z tejto 
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rovnosti dostáváme a(n) — n = n. Číslo o(ri) — n sa zrejme 
rovná súčtu všetkých tých prirodzených delitelov čísla 
n > 1, ktoré sú menšie než n. Takýchto delitelov nazývame 
pravými delitelmi čísla n. Teda ak n > 1 je dokonalé, potom 
sa rovná súčtu všetkých svojich pravých delitelov. Obrá-
tene, ak n > 1 je rovné súčtu všetkých svojich pravých 
delitelov, potom <r(n) — n = n, odtiaf a(n) = 2n, teda n 
je dokonalé. Tým sme dokázali poučku. 

V12. Číslo n > I je dokonalé (prvého druhu) vtedy 
a len vtedy, ked sa rovná súčtu všetkých svojich pravých 
delitefov. 

Na základe V12 možno teda dokonalé čísla (prvého druhu) 
definovat aj tak, že sú to tie čísla n > 1, ktoré sa rovnajú 
súčtu všetkých svojich pravých delitelov. 

Viděli sme, že aj množina všetkých deficientných, aj 
množina všetkých abundantných čísel je nekonečná. Po-
dobný výsledok nevieme dokázať o dokonalých číslach 
a nevieme ani dokázať, že všetkých dokonalých čísel je len 
konečne mnoho. Hoci pojem dokonalého čísla bol známy 
už matematikům Pyihagorovej školy (6. st. pred n. 1.) a 
Euklidovi (4. st. pred n. 1.), dodnes poznáme len 23 do-
konalých čísel. Najmenším z nich je číslo 6 ( = 1 + 2 + 3). 
Najváčšie známe dokonalé číslo je 211212. (211213 — 1). 
Toto Sslo napísané v desiatkovej sústave má 6751 cifier. 

Všetky dodnes známe dokonalé čísla sú párne, nepozná-
me ani jedno nepárne dokonalé číslo a ani nevieme dokázať 
existenciu alebo neexistenciu takého čísla. Existuje po-
četná skupina matematických viet, ktoré udávajú nutné 
podmienky k tomu, aby nepárne číslo bolo dokonalým. Ak 
ovšem nějaké nepárne číslo tieto podmienky spíňa, ešte 
nemusí byť dokonalým. Už od L. Eulera (1707—1783) 
pochádža nasledujúca veta o nepárnych dokonalých čís-
lach. 

VIS. Ak n > I je nepárne dokonalé číslo, potom n musí 
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mať tvar: n = p*k + 1 ,NS, kde k je celé, k ^ O, p je prvo-
číslo tvaru 4s + I (s ^ 1) a N nle je delitefné číslom p. 

Dokaž. Nech n je nepárne číslo > 1, nech n je dokonalé. 
Ak n = pp ... p*T

r je kanonický rozklad čísla n, potom 
v dósledku V3C sú všetky prvočísla p% (i = 1,2, ... r) ne-
párne. Kedže n je dokonalé, dostáváme na základe vety 

p r 1 - 1 p r 1 - 1 - 1 = 2 n . 

px - 1 p2 1 pr ~ 1 

£«1+1 _ l 
Uvážme, že čísla ±1 (i = 2, ... r) sú celé. 

pi- 1 
Kedže 2n je párne číslo, je aj súčin vlavo v (14') párnym 

PV+1 ~ 1 

číslom a tak v dósledku Ve existuje / tak, že 2 | — — 
Pi — 1 

Bez ujmy na všeobecnosti možeme predpokladať, že 7 = 1. 
Ak by 2n bolo delitelné číslom 4, vyplývala by oddal 
deliteínosť čísla n číslom 2. Preto 2n nie je delitelné číslom 
4 a tak ani lavá strana v (14') nie je delitďná číslom 4. 

PV+1 ~ 1 Z toho rahko vyplývá, že čísla — (1 = 2,3, . . . r) pi — 1 
Pi,+1 ~ 1 

musia byť nepárne. Uvážme, že 5— = 1 + pi + 
* pi — l 

Pretože pi (i = 2, 3, . . . r) je nepárne, je aj každé z čísel 
p? (n je prirodzené) nepárne a tak vpravo máme súčet 
<H + 1 nepárnych čísel. Pretože tento súčet je nepárnym 
číslom, musí byť počet sčítancov v ňom nepárny (pozři 
V8b) a tak a{ + 1 = 2U + 1, odtial a{ = 2li(i =2,3, ... r). 
Položme N = p^.pí? .. • p\T,potom N je zrejme nesúdeli-
telné s p>p a n = pp .N2. 
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p'l+1 - 1 
Keďže =— = 1 + px + p{ + . . . + pp jepár-

Pi — 1 

ne, podobnou úvahou predošlej zistíme, že ax musí byť 
nepárne. Položme ax = 21 + 1. Potom na základe známej 
už použitej identity x" — 1 = (x — 1). (1 + x + x2 + ... 

p°i+1 - 1 pfl+li - 1 
... + xn~1) dostaneme — r— = — — = 

; Pi ~ 1 Pi - 1 
W1+1 - 1 (PÍ -1) • (1 + tf+ P\ + • • • + P?) 

Pi - 1 Pi ~ 1 
= (/>!+ 1)-(1 +PI+PÍ+ - ••+Pf)-
Keďže px je nepáme, vyplývá z V3 lahko, že px musí mať 
tvar 4s + 1 alebo 4s + 3. Ak px = 4í + 3 (s ž 0), potom 
px + 1 = 4.(í + 1) je delitefné číslom 4 a tak na základe 

/>í1+1 - 1 

(14") aj — a potom aj 2n je delitelné číslom 4. 
Pi — 1 

Musí teda p1 mať tvar px = 4s + l(s ^ 1). 
Ďalej 

(14"') + 

musí byť nepárne (inak by pravá a potom aj lává strana 
v (14") bola delitelná číslom 4). Keďže každý zpomedzi 
sčítancov v (14"') je nepámy, musí byť počet sčítancov 
v (14"') nepárne číslo (pozři V3&). Teda / + 1 = 2k + 1, 

1 + 1 = 2k + 1, ax = Ak + l,k^0. Tým je dó-

kaz vety skončený. 
Dnes je už známe, že nepárne dokonalé čísla, ak vdbec 

existujú, majů tvar \2k + 1 alebo 36£ + 9 (k ž í) a žiadne 
nepárne číslo menšie než 1020 nie je dokonalé. 

Vráťme sa k párnym dokonalým číslam. Medzi klasické 
výsledky teorie čísel patří nasledujúca veta, podia ktorej 
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možno rozhodovať, či dané párne číslo je dokonalé alebo 
nie. 

Vi4. Párne číslo n > 1 je dokonalé vtedy a len vtedy, 
ked má tvar n = 2S - ' . (2* — 1), kde s je prirodzené, 
s > 1 a 2S — 1 je prvočíslo. 

Dokaž. Nech n má uvedený tvar. Označme p = 2« — 1. 
Potom n = 2* ~ 1 .p je kanonický rozklad čísla n a tak na 

2» — 1 f>2 i 
základeVna(n) = 2 _ l

 r _ t = 

= (2* - 1) { P ~ ¡ ^ l ) = <* - 1 H P + 1) = 

= 2'.p —p + 2> — 1 = 2>.p, teda a(n) = 2(2« - x.p) = 
= 2n, ti je dokonalé. 

Nech teraz obrátene, n > 1 je párne dokonalé číslo. 
Napřed lahko nahliadneme, že v kanonickom rozklade 
čísla n musí okrem prvočísla 2 vystupovat' aj nějaké iné 
(teda nepárne) prvočíslo. Ak by tomu tak nebolo, potom 
by n málo tvar n = 2", a ^ 1 a z předpokladu, že n je 
dokonalé, dostáváme na základe V n 

2«+i i 
o(n) = = 2n = 2a+1, 

odtial 2® + 1 — 1 = 2" + 1 a to je zrejme nesprávná rovnosť. 
Teda kanonický rozklad čísla n musí mať tvar 
n = 2".pp.p? .. • pp, k ^ 1, a, m(i = 1, 2, . . . k) sú 
prirodzené čísla, pt(i = 1, 2, . . . k) sú nepáme prvo-
čísla. 

Položme l = .pg . . . pjf, potom l > 1, / je nepárne 
číslo. Ďalej položme a = j — 1, potom s = a + 1 > 1. 
Kedže n je dokonalé, pomocou V u dostáváme 
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2>-l p-i+i - 1 p?+1-l 
* ( « ) = " 2 P l - l p>-l = 
= (2« - l).<r(Z) - 2»./, 

¿«1+1 _ 1 y.ft+1 _ 1 
keďže «</) = — =— . . . — =—• Rovnost' w Px - 1 Pt - 1 
(17) (2* — 1).<t(/) = 2'.l 

ukazuje, že 2' delí súčin (2S — 1). a(J). Z vety Vj vyplývá, 
že číslo 2* je delitelné len číslami 1, — 1, ± 2r, 1 ^ r ^ j . 
Pretože 2* — 1 je nepárne, lahko odtial vyplývá, že čísla 2* 
a 2' — 1 sú nesúdelitelné. Z fundamentálnej vety aritme-
tiky V6 vyplývá, že 2S | a(l). Preto existuje q ^ 1 tak„ že 
<r(7) = 2 ' .q. Dosaďme za a(J) z poslednej rovnosti do (17), 
dostaneme po vykrátení číslom 2« 

(18) ( 2 « - 1 ) . Í = Z. 
Odtial lahkou úpravou dostaneme 

(19) 2 >.q = l+q, 
teda 
(20) <r(/) = l+q. 
Číslo / > 1 je delitelné číslom / a na základe (18) aj číslom 
q. Z rovnosti (19) vyplývá (s > 1!) / ^ q. (20) ukazuje, že 
číslo / nemóže mať iných prirodzených delitelov, než sú 
/ a q. Ak by totiž nějaké d ^ 1, d ^ /, q, dělilo /, potom 
by súčet všetkých prirodzených delitelov čísla / bol aspoň 
rovný súčtu l q + d a to by viedlo ku sporu s (20). 
Teda /, q sú jedinými prirodzenými delitelmi čísla / a tak / 
má právě dvoch róznych prirodzených delitelov. Preto l 
musí byť prvočíslo a q = 1. Z (18) potom dostáváme 
1 = 2'-law = 2 ' - 1 . / = 2 « - 1 . ( 2 « - 1),'kde/ = 2' - 1 
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je prvočíslo. Tým sme dokázali, že ak n je párne dokonalé 
číslo, potom n má tvar 2' ~1.(2' — 1), kde s> 1 a 2' — 1 
je prvočíslo. Tým je dokaž vety skončený. 

Na prvý pohíad sa zdá, že VM nám umožňuje pohodlné 
hladať párne dokonalé čísla. No nie je tomu tak, celá 
ťažkosť spočívá v tom, že v poučke V14 sa vyžaduje, aby 
2" — 1 bolo prvočíslo. Použitelnost' vety V14 vyžaduje 
riešiť túto otázku: Pre aké hodnoty s > 1 je 2* — 1 prvo-
číslo? Riešenie tejto otázky je velmi ťažké, dodnes ne-
uskutočnené. Čísla Mt = 2* — 1 (í = 1, 2, . . . ) nazývame 
Mersennovými číslami (M. Mersenne (1588—1648) bol 
francúzskym matematikom). Prvočísla tohoto tvaru na-
zývame Mersennovými prvočíslami. Ak s je zložené a napr. 
s = k.l, 1 < k < s, 1 <1 <s, potom 2» — 1 = 2 " — 1 = 
= (2*)' — 1 odtiaT vidieť, že Aí, = 2« — 1 je delitdné 
číslom a = 2fc — 1, l < a < Ms, takže Mt je zložené. 

Teda Ms móže byť prvočíslom, len ak s je prvočíslo. 
Ale ani skutočnosť, že s je prvočíslo, nezaručuje, že Ms je 
prvočíslo. Tak pre 5 = 2, 3, 5, 7 je Ms prvočíslo (o tom 
sa čitatel Tahko presvedčí), no Mu = 211 — 1 = 2047 je 
zložené číslo, ako ukazuje rovnosť 2047 = 23.89. 

Teda problém' hladania pámych dokonalých čísel je 
v dósledku V14 převedený na velmi ťažký problém hladania 
Mersennových prvočísel. Dodnes poznáme len 23 Mersen-
nových prvočísel a teda aj právě tolko párnych dokonalých 
čísel. Najváčšie známe Mersennovo prvočíslo je Aíu 213 = 
_ 2 n 213—1 a to je aj súčasne najváčšie známe prvo-
číslo vóbec. 

Existujú viaceré matematické postupy, ktoré slúžia 
k overovaniu toho, či Mp = 2* — 1 (j> je prvočíslo) je 
prvočíslo.Tieto postupy kladů obyčajne veTké nároky na 
zdíhavé výpočty a preto predtým, než boli skonštruované 
modemé matematické počítacie stroje, nenachádzali váSie 
uplatnenie. Pomocou niektorých týchto postupov možno 
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vypracovať pre elektronkové počítacie stroje programy na 
overovanie prvočíselnosti čísel Mp, p je prvočíslo. Medzi 
takéto postupy patří aj postup na overovanie prvočíselnosti 
Mersennových čísel, založený na tejto poučke, ktorú uve-
dieme bez dókazu. 

Vis. Nech p je nepárne prvočíslo. Potom Mp je prvo-
číslom vtedy a len vtedy, keď Mp je delitefom čísla 
fip _ j, ktoré vypočítáme pomocou tohoto (rekurentné-
ho) postupu: klademe ywi = 4, 

= — 2,^3 = f4 - 2, . . . n\ _ ! = Hj, _ 2 — 2. 
Použitím matematických počítacích stroj ov bolo pomo-

cou V16 zistené, že zpomedzi čísel Mp (p prvočíslo), 
p < 12 000 sú prvočíslami tie a len tie čísla Mp, kde 
p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 
1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11 213. 
To je spolu 23 Mersennových prvočísel. 

Existuje vela hypotéz, ktoré sa týkajú dokonalých čísel. 
Váčšina z nich je doteraz nerozriešená. Tak napr. nie je 
ani dokázaná ani vyvrátená hypotéza, podia ktorej existuje 
nekonečne mnoho dokonalých čísel. Iná taká hypotéza 
tvrdí, že ak Mv = 2? — 1 je prvočíslo, potom aj Mmp = 
= 2M* — 1 = 2^ " 1 — 1 je tiež prvočíslo. Bolo dokázané, 
že táto hypotéza je nesprávná. Číslo M13 = 8191 je totiž 
prvočíslo, no Mmí3 = 28191 — 1 je žložené. Dokaž uvede-
ného tvrdenia o čísle Mm13 bol uskutočnený na matema-
tickom počítacom stroji pomocou poučky V16 a celý vý-
počet na stroji trval vyše 100 hodin. Poznamenajme, že 
i keď vieme, že 281®1 — 1 je zložené číslo, nepoznáme do-
teraz žiadneho jeho netriviálneho delitela. 

Pojem dokonalého čísla možno zovšeobecniť, ako ukazuje 
nasledujúca definícia. 

DS. Nech m > I. Hovoříme, že číslo n > I je m-násobne 
dokonalé, ak a(n) = mn. 
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Teda dokonalé čísla sú právě tie čísla n > 1, ktoré sú 
dvojnásobné dokonalé. 

Označme v dalšom znakom Qm množinu všetkých m-ná-
sobne dokonalých čísel. Je už známe, že ku každému m, 
1 < m 8 existuje aspoň jedno m-násobne dokonalé 
číslo. Teda každá z množin Qm, 1 < rn < 8 je neprázdná. 
Nie je známe, či podobné platí aj o množinách Qm, 
m > 8. 

K pojmu dokonalého čísla sa přimyká aj pojem kvazi-
dokonalého čísla. 

Dó. Číslo n > I sa nazýva kvazi-dokonalým, ak a(n) = 
= 2n + I. 

Poznamenajme, že dodnes nepoznáme ani jedno kvazi-
dokonalé číslo. 

P23. Dokážte, že n > I je kvazi-dokonalé v tedy a len 
vtedy, ked sa rovná súčtu všetkých svojich netriviálnych 
delitefóv. 

P24. Nech di, di, ... ds sú všetky delitele čísla n > 1, 
váčšie než 1. Dokážte, že n je dokonalé vtedy a len vtedy, 
ked 

1 1 , , 1 

Návod. Uvážte, že ak d delí n, potom aj prirodzené 
TI číslo —T delí n. a 

P2S. Dokážte: ak n e Q3 a potom 3n e Qa. 
Návod. Použité P18! 
P26. Nech n, k sú prirodzené čísla. Nech 3n e Q«, 

3 n. Potom n e Qst- Dokažte to! 
Návod. AkovP^ . 
P27. Dokažte: I20 e Qs, 2«.32.5.7 e Q*. 
P28. Ak n e Qs, potom n musí mať viac než páť roznych 

prvočíselných deliteFov. Dokážte to! 
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Riešenie. Ak n = pp. ... pj* (kanonický rozklad), 
potom 

a{n) = — — - — < 
p1- 1 pk - 1 /»i - 1 " ' 

(21) pl*+1 ^ ^ pí pu 
"' pt- 1 Pl1 ''' Pk" Pi ~ 1 " ' Pk - 1 * 

Nech p1 < p2 < . . . < />*. Pretože — — r sa zmenší, 
a — 1 

ak zváčšíme a a pretože p1 ^ 2, />2 ^ 3, />3 ž 5, />4 ž 7, 
/>6 ž 11, dostáváme při £ ^ 5 z (21) 

, , ^ 2 3 5 7 11 77 
°00 ^ » P T J = \ 5 ^ 1 7 ^ 1 I T ^ T = 16 w < 5n-

DOKONALÉ CfSLA DRUHÉHO DRUHU 

Dokonalými číslami (prvého druhu) sme nazvali tie čísla 
n > 1, ktoré sa rovnajú súčtu všetkých svojich pravých 
delitelov. Nahradením slova „súčet" slovom „súfin" do-
chádzame k pojmu dokonalého čísla druhého druhu. 

D7. Číslo n > 1 sa nazýva dokonalým číslom druhého 
druhu, ak sa rovná súčinu všetkých svojich pravých deli-
terov. 

Príkladom dokonalého čísla druhého druhu je číslo 6 
(= 1. 2. 3.). Teda 6 je dokonalé číslo prvého i druhého 
druhu. 

Zatial čo dodnes nevieme, či množina všetkých doko-
nalých čísel prvého druhu je konečná a či nekonečná, je 
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podobná otázka pře dokonalé čísla druhého druhu úplné 
zodpovedaná v nasledujúcej poučke. 

Ví6. Číslo n > 1 je dokonalé číslo druhého druhu vtedy 
a len vtedy, ked je bud treťou mocninou prvočísla alebo 
súčinom dvoch róznych prvočísel. 

Dokaž. Ak n = p3 alebo n = px .p2 (p, pu p2 sú prvo-
čísla, px ^ p2), potom v případe n = p3 sú pravými deli-
telmi n čísla 1, p, p2, v případe n = px.p2 čísla 1, pu p2, 
v oboch prípadoch videť, že n sa rovná súčinu všetkých 
svojich pravých delitelov, teda n je dokonalé druhého 
druhu. 

Nech obrátene n > 1 je dokonalé číslo druhého druhu. 
Ukážeme, že potom n = p? alebo n = p1 .p2, ply p2 sú 
prvočísla, px ^ p2. Nech n = pp. . . . pf* je kanonický 
rozklad čísla n. Položme s = t(h), nech d13 d2, ... d, sú 
všetky prirodz^jié delitele čísla w, nech 1 = dx <d2 < ... 
... < ds = n. Pretože n je dokonalé druhého druhu, je 
n = dx.d2 ... d, _ v Ak násobíme túto rovnosť na oboch 
stranách číslom n = d„ dostaneme 

(22) n2 = d1.d2... d8. 
Uvážme, že spolu s číslom d, d | n aj číslo deli n, preto 

TI N N 
n = -3-, - j- , . . . - j - = 1 sú (všetky) prirodzené delitele 

«1 "2 <*» 
čísla n. Preto 
<23> 

Ak vynásobíme (22), (23) dostaneme w4 = n>, odtial 5 = 4. 
Teda ak n je dokonalé číslo druhého druhu, potom r(n) =4. 
Vieme, že r(n) = (ax + 1) . . . (a* + 1) (pozři V1L). 
V každej zátvorke vpravo sa nachádza číslo ^ 2. Ak by 
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bolo k > 2, potom z predošlého by vyplývalo r(ri) ž 23 =8 . 
Keďže je t(h) = 4 < 8, musí byť k sí 2, takže kanonickým 
rozkladom čísla » je bud n = p\i. p®2 alebo n = p\i. Ak 
n = potom z t(m) = aj + 1 = 4 vyplývá ax = 3, 
teda w = p^. Ak n — p p . p g , potom z rovnosti r(n) -
= (Ql + l)(a2 + 1) = 4 vyplývá a2 + 1 = 2, a2 + 1 = 2, 
ai = a2 = 1j t eda n = px .p2, Tým je dókaz vety skon-
čený. 

P29. Dokážte: Číslo n > I sa rovná súčinu všetkých 
svojich prirodzených deliteTov vtedy a len vtedy, kedn je 
prvočíslo. 

Pao. Ak n je zložené, potom súčin všetkých jeho pri-

rodzených delitefov je n2. Dokážte to! 
Návod. Použité P20! 
Psia). Nájdite také dokonalé číslo druhého druhu, ktoré 

je deliteFné číslom 7 a pre ktoré a(n) = 32! 
b) Dokážte, že 6 je jediné párne číslo, ktoré je doko-

nalým číslom prvého i druhého druhu! 
Návod. Použité V14 a V16! 
c) Dokážte, že neexistujú nepárne čísla, ktoré by 

boli súčasne dokonalé prvého i druhého druhu! 
Návod. Použité V13 a V ie! 

SPRIATELENÉ ČÍSLA 

DS. Dve prirodzené čísla a,b,a^b nazývame spriatele-
nými, ak súčet všetkých pravých delitefov Čísla a sa rovná 
číslu b a súčet všetkých pravých deliterov čísla b sa rovná 
číslu a. 

Keďže súčet všetkých pravých delitelov čísla m > 0 
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je o(m) — m, sú a, b spriatelené, vtedy a len vtedy, keď 
a(a) — a = b, a(b) — b = a, teda vtedy a len vtedy, keď 
o(a) = o(b) = a + b. 

Ak a, b sú spriatelené, potom množinu {a, b} nazývame 
dvojicou spriatelených čísel a čísla a, b nazývame členmi 
tejto dvojice. 

Už Pythagorovi (6. st. před n. 1.) bola známa dvojica 
{220, 284} spriatelených čísel. Všetkými pravými delitelmi 
čísla 220 sú čísla 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 -
ich súčet je 284 a všetkými pravými delitelmi čísla 284 sú 
čísla 1, 2, 4, 7, 142 — ich súčet je 220. 

Ďalšiu dvojicu spriatelených čísel objavil P. Fermat 
(1601-1665). Bola to dvojica {24.23.47, 2M151}. Dvo-
jicu {27.191.383, 27.73727} spriatelených čísel objavil 
R. Descartes (1596—1650). Viac než 59 dvojíc spriatele-
ných čísel našiel L. Euler. V 19. storočí bolo známých 66 
dvojíc spriatelených čísel. Dnes poznáme už asi 390 ta-
kých dvojíc. Z najmenších členov pozostáva už uvedená 
dvojica {220, 284}. 

Dodnes nevieme, či všetkých dvojic spriatelených čísel 
je konečne a či nekonečne mnoho. Dodnes nepoznáme ani 
jednu takú dvojicu spriatelených čísel, ktorej jedným čle-
nom by bolo páme a druhým nepárne číslo. Doteraz uve-
dené příklady dvojíc spriatelených čísel sú také, že oba ich 
členy sú párne čísla. Poznáme dnes aj takú dvojicu spriate-
lených čísel, ktorej oba členy sú nepárne. Je to napr. dvo-
jica {33.5.7.11, 3.5.7.139 }. Dodnes nie je známa dvojica 
spriatelených čísel, ktorej členy by boli nesúdeliterné. Bolo 
dokázané, že ak taká dvojica existuje, potom každý jej 
člen musí byť váčší než 1023 a súčin jej členov musí byť 
delitelný viac než dvadsiatimi róznymi prvočíslami. 

V 9 st. n. 1. udal arabský matematik Thábit ben Korrah 
túto formulu pre hladanie dvojíc spriatelených čísel. 

V i t . A k p = 3 . 2 B _ 1 — 1, q = 3 . 2 " — 1, r = 9 . 2 2 " " ' - 1 
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(n > I) sú prvočísla, potom 2n.pq a 2n . r sú spriatelené 
čísla. 

Ddkaz. Za predpokladov vety na základe V n dostáváme 

o(2ř.pq) = (2» + 1 - l).(p + l ) ( ř + 1) = (2» + 1 - 1). 
.3.2» = (2» + 1 - l ) ^ ^ 2 " - 1 , cr(2B.r) = 
= (2» + 1 - l).(r + 1) = (2» + 1 - 1).9.22B - 1 , 

teda o(2n.pq) = a(2n.r). 
Ďalej 
2»./>? + 2».r = 2n.(pq + r) = 9.22n -1 .(2» + 1 - 1), 

teda 
a(2n.pq) = a(2n. r) = 2 n.pq + 2 ».r. 

Pře n = 2 dostáváme z predošlej vety dvojicu {220, 284} 
spriatelených čísel, podobné dostaneme aj pře n = 4 
a n = 7 dvojice spriatelených čísel. Pre žiadne iné n < 200 
nie je splněný předpoklad prvočíselnosti čísel p, q,r a pre 
žiadne n < 200, w ^ 2, 4, 7 predošlá formula nedává 
dvojicu spriatelených čísel. 

P32. Dokážte: Ak p q,p, q sú prvočísla, potom p3, q3 

nie sú spriatelené čísla. 
P33. Pokúste sa zovšeobecniť tvrdenie z P82. Na ostat-

ně mocniny pk, qk (k 3) prvočísel p, q! 
Návod. Postupujte v dókaze nepriamo! 
PA4. Dokážte, že dve rozne dokonalé čísla druhého 

druhu, obe tvaru p.q, p ^ q,p,q nepárne prvočísla, nie sú 
spriatelené. 

Riešenie. Nech px. qv p2. q2 sú dve dokonalé čísla dru-
hého druhu, uvedeného tvaru. Nech napr. 

q2 - max (j>Xi qx, p2, q2). 
Z předpokladu a(px.qj = a(j>2.q^) = Pi-qx + P2.q% vy-
plývá (/>! + 1)(?! + 1) = px. qx + p2. ?2, odtial dostaneme 

31 



(25) P% Í2 = Pl + + 1-
Na základe předpokladu vety je # qv Nech napr. 
?i > Pi> t eda ?! S />! + 2 a takp2q2 S 3q2 > 2q2 ž ^ 
^ Pi + 9i + 2, teda p2q2 > px + ^ + 2 a to je vo spore 
s (25). 

Pas. Nech a e Qm, b e Q*. o ^ b. Nech b, m sú ne-
súdelitel'né. Dokážte, že potom a, b nie sú spriatelené! 

Návod. Postupujte podobné ako v riešení P34. 
Už z toho, čo sme doteraz povedali o dokonalých a spria-

telených číslach sa dá vytušit', že dokonalé a spriatelené 
čísla sú číslami velmi vzácnými. Túto domnienku po-
tvrdzuje aj nasledujúci výsledok, ktorý podáme v trochu 
populárnej formě: Nech A značí ktonikolvek z nasledu-
júcich troch množin: množina všetkých dokonalých čísel 
prvého druhu, množina všetkých dokonalých čísel druhého 
druhu, množina všetkých spriatelených Ssel. Potom A má 
túto vlastnosť: ak {1,2,3, . . . n) nazveme úsekom množiny 
všetkých prirodzených čísel a číslo n dížkou tohoto úseku, 
potom ku každému prirodzenému číslu m existuje také 
prirodzené číslo n0, že všetky úseky, ktorých dlžka n je 

váčšia než «„ obsahujú menej než čísel patriacich do A. 

Tak teda napr. aj k číslu m = 10® existuje také n0, že zpo-
medzi čísel {1, 2, . . . n}, n > «o patří do množiny A 
menej než , teda menej než milióntina počtu týchto 
čísel. Stručné řečeno, všetky dosť dlhé úseky prirodzených 
čísel obsahujú menej čísel z množiny A než činí milióntina 
počtu ich prvkov. Podrobnejšie o týchto otázkách pohovo-
říme v tretej kapitole. 
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