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2. kapitola

DOKONALE A SPRIATELENE
CisLA

\J

DOKONOLE CISLA (PRVEHO DRUHU)

Kazdé &slo » > 1 ma asponi dvoch delitelov, a to Cisla 1
an, preto o (n) = n + 1. Ak skimame velkost ¢ (1) v po-
rovnani s dvojnisobkom ¢isla 7, méZeme vietky prirodzené
Cisla n > 1 rozdelit do troch mnoZin, z ktorych Ziadne
dve nemaja spoloéné prvky. Prvii mnoZinu tvoria tie
éisla n > 1, pre ktoré ¢ (n) < 2n. Tieto {isla nazyvame
Cislami deficientnymi (numeri deficientes). Sem patria vietky
prvocisla, teda nekoneéne vela &isel patri do tejto mnoZiny.
Druhd mnoZinu tvoria tie &isla # > 1, pre ktoré o(n) > 2n.
Tieto &isla nazyvame &slami abundantnymi (numeri abun-
dantes). Sem patria napr. vSetky &isla tvaru 2%.3, kde
k > 1. Naozaj, ak n = 2¥.3, & > 1, potom na ziklade

- k41 1 321
o(n) =1 31 (26+1 — 1).4 > 2.(2%.3)

= 2n,

Teda aj tito mnoZina obsahuje nekonefne mnoho ¢isel.
Konelne tretiu mnoZinu tvoria tie &sla n > 1, pre ktoré
o(n) = 2n. Tieto Cisla nazyvame dokonalymi, perfektnymi
(numeri perfecti), nieckedy aj podrobnejsie dokonalymi &isla-
mi proého druhu.

Preskimajme podrobnej$ie podmienku () = 2n. Z tejto
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rovnosti dostivame a(n) — n = n. Cislo o(n) — 7 sa zrejme
rovna siétu vsetkych tych prirodzenych delitefov &sla
n > 1, ktoré st mensie neZ n. Takychto delitelov nazyvame
pravymi delitelmi Cisla 7. Teda ak #z > 1 je dokonalé, potom
sa rovna suctu vSetkych svojich pravych delitefov. Obri-
tene, ak # > 1 je rovné suctu vsetkych svojich pravych
delitefov, potom o(n) — n = n, odtial o(n) = 2n, teda n
je dokonalé. Tym sme dokédzali poucku.

Viz. Cislo n > | je dokonalé (prvého druhu) vtedy
a len vtedy, ked sa rovnd sittu vietkych svojich pravych
delitefov.

Na ziklade V,, moZno teda dokonalé &isla (prvého druhu)
definovat aj tak, Ze su to tie Cisla » > 1, ktoré sa rovnaju
sadtu vietkych svojich pravych delitefov.

Videli sme, Ze aj mnoZina vietkych deficientnych, aj
mnoZina vietkych abundantnych isel je nekone&ni. Po-
dobny vysledok nevieme dokazat o dokonalych d&slach
a nevieme ani dokdzat, Ze vSetkych dokonalych ¢isel je len
kone¢ne mnoho. Hoci pojem dokonalého &isla bol znimy
uZ matematikom Pythagorovej skoly (6. st. pred n. 1) a
Euklidovi (4. st. pred n. 1), dodnes poznime len 23 do-
konalych &isel. NajmenSim z nich je &islo 6 (=1 4+ 2 + 3).
Najvacsie zndme dokonalé Cislo je 21 212 (211 213 _ 1),
Toto {islo napisané v desiatkovej sdstave md 6751 cifier.

Vsetky dodnes zniame dokonalé (isla st pirne, nepoznd-
me ani jedno neparne dokonalé &islo a ani nevieme dokdzat
existenciu alebo neexistenciu takého &isla. Existuje po-
Cetnd skupina matematickych viet, ktoré udivaji nutné
podmienky k tomu, aby nepérne ¢islo bolo dokonalym. Ak
oviem nejaké nepirne &slo tieto podmienky splfia, eSte
nemusi byt dokonalym. Uz od L. Ewlera (1707—1783)
pochid#a nasledujica veta o nepidrnych dokonalych ¢&is-
lach. -

Via. Ak n > | je neparne dokonalé &islo, potom n musi
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mat tvar: n = p* + ' N2, kde k je celé, k = 0, p je prvo-
Zislo tvaru 4s 4 | (s = 1) a N nie je delitefné &islom p.

Dékaz. Nech n je neparne Cislo > 1, nech 7 je dokonalé.
Akn = pjr.p% ... pr je kanonicky rozklad Cisla n, potom
v désledku V. s1’1 vietky prvodisla p; (1 = 1, 2, ... 7) ne-
%éme. KedZe n je dokonalé, dostivame na ziklade vety

1214) Pt —1 ppil—1 prt—1

= 2n.
p—1 p—1 pr— 1

vr p?‘+1 - l . ” ,
Uvé¥me, Ze d&isla 'p T =12, ...r) sa celé.
. —
KedZ%e 2n je parne Cislo, je aj sudin viavo v (14’) parnym
2741 1
Cislom a tak v désledku V, existuje 7 tak, Ze 2 | L—l
Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme Eredpokladaf ie j=1
Ak by 2 bolo deliteIné Cislom 4, vyplyvala by odtial
delitefnost &isla 7 &islom 2. Preto 2n nie je deliteIné &islom

4 a tak ani lavi strana v (14) nie je delitelna &islom 4.
¢(+1

1
Z toho Tahko vyplyva, %e isla 1’?— G=2,3...7)
it —1

—q =1tn+

musia byt nepirne. UvidZme, Ze
L4

+p2+ ...+

PretoZe ps (! = 2, 3, ... r) je nepdrne, je aj kazdé z &sel
p? (n je prirodzené) nepirne a tak vpravo mime stcet
a¢ + 1 neparnych Cisel. PretoZe tento sucet je nepirnym
Cislom, musi byt polet s¢itancov v fiom neparny (pozri
Vgp)atakay +1=2L+41, odtial ag = 214(1 =2,3...1).
PoloZme N = pj:.pls . p'r, potom N je zrejme nestdeli-

telnéspfran = p‘l'l.N2
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P¢1+l_l .
Kedze __l——1+p1+pf+...+p’1‘11epér-

ne, podobnou dvahou predoslej zistime, Ze ¢, musi byt
nepirne. PoloZme a, = 2/ 4+ 1. Potom na ziklade znimej
uZ pouzitej identity x» — 1 =(x — 1).(1 + x4+ %2+ ...
PT‘“ —1 p2(1+1) —1.

. + xn-1) dostaneme

P — T o p— -
_ (pf)’“—l _ @D (1+p2+p4+ +p")

p—1
=+ D.(A+ 2+ 1+ ... + pf’)-
KedZe p, je nepirne, vyplyva z V, Iahko, Ze p; musi mat
tvar 4s + 1 alebo4s+3.Akp1=4s+ 3 (s  0), potom
p+1=4. (s 1) je delitelné Cislom 4 a tak na ziklade

@+l l
(14") aj L [~ 2 potom aj 2n je delitelné Cislom 4.
Musi teda pll mat tvar p, = 4s + 1(s = 1).
Dalej
(14" 1+p2 4004 ... +p2

musi byt nepirne (inak by prava a potom aj lava strana
v (14”) bola delitelnd &slom 4). Ked%e kaZdy zpomedzi
s€itancov v (14"’) je neparny, musi byt polet sCitancov
v (14""") neparme &islo (pozri Vgp). Tedal + 1 = 2k + 1,
1+ a12 1 =2k+ 1,0, =4k + 1,k = 0. Tym je d6-
kaz vety skonCeny.

Dnes je uZ zname, Ze nepirne dokonalé &isla, ak vobec
existuja, maji tvar 12k | 1 alebo 36% + 9 (¢ = 1) a Ziadne
neparne slo mensie neZ 102 nie je dokonalé,

Vritme sa k pirnym dokonalym &islam. Medzi klasické
vysledky teorie Cisel patri nasledujica veta, podla ktorej
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moZno rozhodovat, &i dané pirne &islo je dokonalé alebo
nie.

V14, Parne &islo n > 1 je dokonalé vtedy a len vtedy,
ked ma tvar n = 2* -'.(2° — 1), kde s je prirodzené,
s > 1a2* — 1 je prvotislo.

Dékaz. Nech » mi uvedeny tvar. Oznaéme p = 25 — 1.
Potom n = 2¢ —1,p je kanonicky rozklad disla z a tak na

zdklade V,, o(n) — 22":11 1;_—11 _
—@-p 0 ED — a4 -

=25p—p-+20—1=25p, teda o(n) = 226~ 1.p) =
= 2n, n je dokonalé.

Nech teraz obritene, » > 1 je parne dokonalé Cislo.
Napred Iahko nahliadneme, Ze v kanonickom rozklade
éisla » musi okrem prvocisla 2 vystupovat aj nejaké iné
(teda neparne) prvocislo. Ak by tomu tak nebolo, potom
by #» malo tvar n = 2%, a = 1 a z predpokladu, Ze 7 je
dokonalé, dostdvame na ziklade V,,

a+l
o) = L —am =2,

odtial 2* +1 — ] = 2= +1 a to je zrejme nespravna rovnost.
Teda kanonicky rozklad ¢&isla » musi mat tvar
n=22pupa.. . .pmk=lLeaut=12...k%s0
g;iirodzené Cisla, po(f = 1, 2, ... k) st nepirne prvo-
cisla.

PoloZme I = p1.p5 ... pi¥, potom / > 1, / je nepirme
&islo. Dalej polofme a = s — 1, potoms = a + 1 > 1.
KedZe 7 je dokonalé, pomocou V,; dostivame
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28 — 1 P;1+1_1 P:g+1_l
a(n) = 271 P1—1 =

pe—1
=@ —1.o() =21, ,
it WY ekl NP
kedZe o(l) = s ovnos
an (2s — D.o() = 2s.1 )
ukazuje, Ze 2¢ deli sa&n (258 — 1).0(l). Z vety V, vyplyva,
Ze Cislo 2¢ je deliteIné len &slami 1, — 1, + 27,1 <r < s.

PretoZe 2¢ — 1 je neparne, Iahko odtia? vyplyva, Ze élsla 28
a 2¢ — 1 st nesudelitelné. Z fundamentilnej vety aritme-
tky Vq vyplyva, Ze 2¢ | o(/). Preto existuje ¢ = 1 tak, Ze
o(l) = 22. q. Dosadme za o(]) z poslednej rovnosti do (17),
dostaneme po vykriteni &islom 2¢

(18) (2¢—1).9q=1
Odtial Tahkou dpravou dostaneme
(19) 22.g=1+4 g,
teda

(20) o)=1+4q.

Cislo I > 1 je delitelné &slom / a na zdklade (18) aj &islom
q. Z rovnosti (19) vyplyva (s > 11) I ## q. (20) ukazuje, Ze
Cislo / nem6Ze mat inych prirodzenych delitelov, neZ si
! a g. Ak by totiZ nejaké d = 1, d # I, g, delilo /, potom
by sucet vietkych prirodzenych delitelov &isla / bol aspoii
rovny suctu / + ¢ + d a to by viedlo ku sporu s (20).
Teda l, g su jedinymi prirodzenymi delitelmi ¢isla / a tak /
ma prave dvoch rdéznych prirodzenych delitelov. Preto /
musi byt prvolislo a ¢ = 1. Z (18) potom dostdvame
=2 " lap=2¢-17]=2¢-1 (2t~ 1), kdel=2¢ — 1
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je prvodislo. Tym sme dokizali, Ze ak # je pirne dokonalé
{islo, potom 7 md tvar 22 -1,(26 — 1), kdes> 1a2s — 1
je prvodislo. Tym je dokaz vety skonéeny.

Na prvy pohlad sa zdi, Ze V,, ndm umoZiiuje pohodlne
hladat parne dokonalé &sla. No nie je tomu tak, celd
tazkost spoliva v tom, Ze v poucke V,, sa vyZaduje, aby
2¢ — 1 bolo prvotislo. PouZitelnost vety V,, vyZaduje
riedit tito otdzku: Pre aké hodnoty s > 1 je 2¢ — 1 prvo-
Cislo? RieSenie tejto otazky je velmi tatké, dodnes ne-
uskuto&nené. Cisla M; = 29 — 1 (s = 1, 2, ...) nazjvame
Mersennovymi Cislami (M. Mersenne (1588—1648) bol
franciizskym matematikom). Prvodisla tohoto tvaru na-
zyvame Mersennovymi prvo&islami. Ak s je zloZené a napr.
s=kL1l <k<s,1 <l<s,potom2¢—1=2k —]1=
= (2k) — 1 odtial vidiet, 2e M; = 2¢ — 1 je delitelné
Gisloma = 28 — 1,1 < a < M,, tak¥e M; je zloZené.

Teda M, méZe byt prvodislom, len ak s je prvoéislo.
Ale ani skutoCnost, Ze s je prvocCislo, nezaruuje, Zze M, je
prvodislo. Tak pre s = 2, 3, 5, 7 je M; prvo€islo (o tom
sa Citatel Tahko presvedéi), no M,; = 21 — 1 = 2047 je
zloZené (islo, ako ukazuje rovnost 2047 = 23.89.

Teda problém ‘hladania pirnych dokonalych cCisel je
v désledku V,, prevedeny na velmi ta?ky problém hladania
Mersennovych prvodisel. Dodnes poznime len 23 Mersen-.
novych prvodisel a teda aj prave tofko parnych dokonalych
disel. NajviadSie zndme Mersennovo prvolislo je My, 13 =
=228 __ 1 a to je aj sulasne najvilSie znime prvo-
Cislo vdbec.

Existuji viaceré matematické postupy, ktoré slaZia
k overovaniu toho, & My = 22 — 1 (p je prvodislo) je
prvocislo.Tieto postupy klada oby&ajne vefké niroky na
zdfhavé vypolty a preto predtym, neZ boli skon3truované
moderné matematické pocitacie stroje, nenachidzali vi&ie
uplatnenie. Pomocou niektorych tychto postupov moZno
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vypracovat pre elektronkové poditacie stroje programy na
overovanie prvoliselnosti &isel My, p je prvofislo. Medzi
takéto postupy patri aj postup na overovanie prvociselnosti
Mersennovych disel, zaloZeny na tejto poucke, ktori uve-
dieme bez d6kazu.

Vis. Nech p je neparne prvotislo. Potom M, je prvo-
Cislom vtedy a len vtedy, ked M, je delitefom ¢isla
Hp _ 1, ktoré vypotitame pomocou tohoto (rekurentné-
ho) postupu: klademe u1 = 4,

Po=p2 — 2 py=ps—2, ... 42 1 =pp_,—2.

PouZitim matematickych poditacich strojov bolo pomo-
cou V,; zistené, %e zpomedzi &isel M, (p prvodislo),
P < 12000 su prvocislami tie a len tie (isla Mjp, kde
p=2,3,5,17,13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607,
1279, 2203 2281 3217, 4253 4423 9689 9941 11213,
To je spolu 23 Mersennovych prvoélsel

Existuje vela hypotéz, ktoré sa tykaju dokonalych &isel.
Véiina z nich je doteraz nerozrieSend. Tak napr. nie je
ani dokédzand ani vyvriteni hypotéza, podIa ktorej existuje
nekonefne mnoho dokonalych Cisel. Ind takd hypoteza
tvrdi, Ze ak Mp = 27 — 1 je prvodislo, potom aj M, =
= 2Mp — 1 = 2% -1 — 1 je tie} prvocislo. Bolo dokazane,
¥e tito hypotéza je nespravna. Cislo M;, = 8191 je totiZ
prvolislo, no Myr,3 = 2519 — 1 je zloZené. Ddkaz uvede-
ného tvrdenia o &isle Mar,, bol uskutoneny na matema-
tickom pocitacom stroji pomocou poucky Vi a cely vy-
pocet na stroji trval vySe 100 hodin. Poznamenajme, Ze
1 ked vieme, Ze 28191 — ] je zloZené {islo, nepoznime do-
teraz Ziadneho jeho netrividlneho delitefa.

Pojem dokonalého &isla mo#no zovseobecnit, ako ukazuje
nasledujiica definicia.

Ds. Nech m > |. Hovorime, Ze &islon > | je m-nasobne
dokonalé, ak o(n) = mn.
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Teda dokonalé Cisla su prave tie &sla » > 1, ktoré si
dvojndsobne dokonalé.

Oznacme v dalSom znakom Q, mnoZinu vsetkych -n4-
sobne dokonalych &isel. Je uZ zndme, Ze ku kazdému m,
1 < m =< 8 existuje aspoii jedno m-nisobne dokonalé
Cislo. Teda ka?d4 z mnoZin Qm, 1 < m =< 8 je neprizdna.
Nie je znidme, & podobné plati aj o mnoZinich Qm,
m> 8.

K pojmu dokonalého &isla sa primyka aj pojem kvazi-
dokonalého &isla.

Ds. Cislo n > | sa nazyva kvazi-dokonalym, ak a(n) =
= 2n+4 . .

Poznamenajme, Z¢ dodnes nepoznime ani jedno kvazi-
dokonalé éislo.

P23, DokéZte, Ze n > | je kvazi-dokonalé vtedy a len
vtedy, ked sa rovnd sultu vietkych svojich netrividlnych
delitefov.

P2s. Nech d1, d2, ... d, st v3etky delitele &isla n > 1,
;ﬁ?ie neZ 1. DokaZte, Ze n je dokonalé vtedy a len vtedy,

e

1 1 1
l=—+—5—+ ... + 5
d1 + d2 + + d' .
Naivod. Uviite, Ze ak d deli #, potom aj prirodzené
Cislo % deli #.
P2s. Dokézte: ak n € Q2 a 3%.n, potom 3n < Qa.
Nivod. PouZite P,g!
P2¢. Nech n, k sG prirodzené &isla. Nech 3n = Qu,
3 + n. Potom n e Qaz. Dokaite to!
Navod. Ako v Py,
P27. Dokaite: 120 € @3, 25.32.5.7 < Qa.
P2s. Ak n < Qs, potom n musi mat viac neZ pat roznych
prvoliselnych delitefov. DokaZte to!
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RieSenie. Ak n = pf1.p% ... p& (kanonicky rozklad),

potom

_ 1 it — 1 p
=51 -1 ~ p—1
(21) 5 N R ..

Pk—l _Pl ...pk Pl—l Pk'—'l.

Nech p;, < p, < ... < pr. PretoZe — il

ak zvif§ime aq a pretoZe p, = 2, p, = 3 Ps=5,p 217,
ps = 11, dostdvame prik = 5z (21)

2 3 5 7 1 1
oM =ry 3 15 1711 —1= 16 "%

sa zmensi,

DOKONALE CfSLA DRUHEHO DRUHU

Dokonalymi Cislami (prveho druhu) sme nazvali tie Cisla
n > 1, ktoré sa rovnaji suétu vsetkych svojich pravych
delitefov. Nahradenim slova ,,sucet* slovom ,,sa&n* do-
chddzame k pojmu dokonalého ¢isla druhého druhu.

Ds. Cislo n > 1 sa nazyva dokonalym &islom druhého
drruhu, ak sa rovna sacinu vietkych svojich pravych deli-
tefov.

Prikladom dokonalého {isla druhého druhu je &islo 6
(= 1. 2. 3.). Teda 6 je dokonalé {islo prvého i druhého
druhu.

Zatial ¢o dodnes nevieme, ¢i mnoZina vietkych doko-
nalych &isel prvého druhu je kone¢ni a & nekonecni, je

27



podobna otizka pre dokonalé isla druhého druhu vplne
zodpovedana v nasledujiicej poucke.

Vie. Cislo n > 1 je dokonalé &islo druhého druhu vtedy
a len vtedy, ked je bud tretou mocninou prvotisia alebo
stitinom dvoch réznych prvotisel.

Dékaz. Ak n = p? alebo n = p,.p, (p, P1> Pe S0 prvo-
Cisla, p; ++ po)y potom v pripade n = p* st pravymi deli
telmi #» Cisla 1, p, p?, v pripade » = P1.0: cisla 1, py, P
v oboch pnpadoch v1det, Ze n sa rovnd sudinu v§c ych
svojich pravych delitelov, teda # je dokonalé druhého
druhu

Nech obritene # > 1 je dokonalé ¢islo druhého druhu.
UkiZeme, Ze potom n = p? alebo n = p;.p,, Py, pp sU
prvodisla, p, # p,. Nech n = pf1. paa ... p% je kanonicky
rozklad &isla 7. PoloZme s = (n), nech dy, dy .. d, sd
vietky prirodze¢né delitele &islan, nech 1 = d; < ..
... < ds = n. Pretoe n je dokonalé druhého druhu, je

n=d,.d,...ds_,; Ak nisobime tito rovnost na oboch
stranich &islom n = d,, dostaneme

(22) n2 == dl'd2 s e ds
Uvazme, Ze spolu s Cislom d, d | » aj Cislo —Z— deli n, preto
n= l, l, LI (vSetky) prirodzené delitele
d,” d, ds
¢isla n. Preto :
2" 1 n
(23) n_,dl'd2°”ds'

Ak vynisobime (22), (23) dostaneme n* = »%, odtial s = 4.
Teda ak 7 je dokonalé &islo druhého druhu, potom (7)) =4.
Vieme, %e t(n) = (¢; + 1) ... (ax + 1) (pozri Vy,).
V kaZdej ziatvorke vpravo sa nachiddza C&islo = 2. Ak by
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bolo 2 > 2, potom z predoslého by vyplyvalo 7(n) = 23 =8.
KedZe je 7(n) = 4 < 8, musi byt & < 2, takZe kanonick)?m
rozkladom Cisla 7 je bud n = p%1. p3s alebo n = ph. Ak
n = pu, potom z 7(n) = a, + 1 = 4 vyplyva ¢, = 3,
teda n = p3. Ak n = pj1. p%2, potom z rovnosti z(n) =
= (a; + 1)(ap + l)=4vypl}'fvaa1+ 1=2,0,+1=2,
a, = a, = 1, teda n = p;.p,, Tym je ddkaz vety skon-
ceny.

P2s. Dokéite: Cislo n > | sa rovnd sainu vietkych
svojich prirodzenych delitefov vtedy a len vtedy, ked n je

prvotislo.
Pso. Ak n je zloZené, potom silin vietkych jeho pri-
3

rodzenych delitefov je = n2. Dokaite to!

Niévod. Pouzite Pyy!

P312). Néjdite také dokonalé &islo druhého druhu, ktoré
je delitefné &islom 7 a pre ktoré o(n) = 32! .

b) Dokéite, Ze 6 je jediné pirne C&islo, ktoré je doko-
nalym &islom prvého i druhého druhu!

Nivod. PouzZite V,, a V4!

c) DokiZte, %e neexistuju nepirne &isla, ktoré by
boli sutasne dokonalé prvého i druhého druhu!

Navod. PouZite V,3a V4!

SPRIATELENE CISLA

Ds. Dve prirodzené &isla g, b, @ = b nazyvame spriatele-
nymi, ak su&et v¥etkych pravych delitefov &isla a sa rovna
&islu b a sttet vietkych pravych delitefov &isla b sa rovnd
&islu a.

KedZe sudet vsetkych pravych delitelov ¢&isla m > 0
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je o(m) — m, st a, b spriatelené, vtedy a len vtedy, ked
o(a) — a = b, a(b) — b = a, teda vtedy a len vtedy, ked
o(a) = o(b) =a + b.

Ak a, b s spriatelené, potom mnoZinu {a, b} nazyvame
dvojicou spriatelenych Cisel a &sla a, b nazyvame Clenmi
tejto dvojice.

Uz Pythagorovi (6. st. pred n. 1) bola znama dvojica
{220, 284} spriatelenych Cisel. Vietkymi pravymi delitelmi
¢isla 220 su disla 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 —
ich stlet je 284 a v§etk)"mi praV}"mi delitelmi &sla 284 s
Cisla 1, 2, 4, 7; 142 — ich sucet je 220.

Daldiu dvojicu spriatelenjch &sel objavil P. Fermat
(1601—1665). Bola to dvojica {2¢.23.47, 24.1151}. Dvo-
jicu {27.191.383, 27.73727} spriatelenych ¢isel objavil
R. Descartes (1596—1650). Viac neZ 59 dvojic spriatele-
nych &isel nasiel L. Euler. V 19. storodi bolo zndmych 66
dvojic spriatelenych &isel. Dnes poznidme uz asi 390 ta-
kych dvojic. Z najmenSich &lenov pozostiva uZ uvedend
dvojica {220, 284}.

Dodnes nevieme, ¢i vSetkych dvojic spriatelenych &isel
je konecne a ¢i nekoneéne mnoho. Dodnes nepozndme ani
jednu taka dvojicu spriatelenych Cisel, ktorej jednym cle-
nom by bolo pirne a druhym neparne ¢islo. Doteraz uve-
dené priklady dvojic spriatelenych &isel su také, Ze oba ich
Cleny si parne ¢isla. Pozndme dnes aj taku dvojicu spriate-
lenych ¢isel, ktorej oba Cleny s nepdrne. Je to napr. dvo-
jica {33.5.7.11, 3.5.7.139}. Dodnes nie je znima dvojica
spriatelen)"ch &isel, ktorej Cleny by boli nesudelitelné. Bolo
dokazane, Ze ak taka dv0]1ca ex1stu1e, _potom kazdy jej
&len musi byt vilsi nez 10% a sulin jej Clenov musi byt
deliteIny viac neZ dvadsiatimi réznymi prvodislami.

V 9 st. n. 1. udal arabsky matematik Thdbit ben Korrah
tato formulu pre hladanie dvojic spriatelenych &isel.

Viz. Ak p = 3.2%1—1,q=3.2n—1, r=9.20""—1
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(n > 1) st prvotisla, potom 27.pq a 28.r s spriatelené
&isla.
Dékaz. Za predpokladov vety na zdklade V;, dostavame

o@2r.pg) =2+ —D.(p+ g+ )= (2*+1—1).
3.20-1328 =20 +1—1),9.22 -1, g(2n.1) =
=@l 1).(r+1)=(2r+1—1).9.2m -1,

teda o(27.pq) = o(20.7).
Dalej

2.pg+ 20 r=20.(pg+1r)=9.2"-1 (20 +1 1),
teda
o(2n.pq) = o(2n.1) = 2m.pq + 2n.1.

Pre n = 2 dostdvame z predoslej vety dvojicu {220, 284}
spriatelenych Cisel, podobne dostaneme aj pre n = 4
a n = 7 dvojice spriatelenych ¢&isel. Pre Ziadne iné » < 200
nie je splneny predpoklad prvodiselnosti Cisel p, ¢, r a pre
Ziadne n < 200, n # 2, 4, 7 predosld formula nediva
dvojicu spriatelenych cisel.

Pa2. DokéZte: Ak p = g, p, q su prvolisla, potom p3, ¢3
nie sd spriatelené &isla.

P33. Pokdste sa zov¥eobecnit tvrdenie z Pgy. Na ostat-
né mocniny p¥, g¥ (k = 3) prvotisel p, q!

Ndévod. Postupujte v dokaze nepriamo!

Pis. Dokaite, Ze dve rdzne dokonalé &isla druhého
druhu, obe tvarup.q, p #~ q,p, q neparne prvolisla, nie si
spriatelené.

RieSenie. Nech p,. gy, Ps. ¢, si dve dokonalé &sla dru-
hého druhu, uvedeného tvaru. Nech napr.

4, = max (Pl: 1 P 42)'

Z predpokladu o(p,.9y) = o(ps. o) = p1. 41 + 5.9 VY-
plyva (p, + 1)(qs + 1) = p;. ¢1 + P. g5, odtial dostaneme
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(25) Pfa=pP1+ ¢ + L

Na ziklade predpokladu vety je p, # g¢;. Nech napr.
¢1> pyteda gy 2 p, + 2atakpyg, 23¢,> 2¢, 22¢q; 2
2(2‘051)_'_ ¢, + 2, teda p,q, > p, + ¢, + 2 a to je vo spore
s (25).

Pss. Nech a = Qm, b Qk,a #b. Nech b, m sG ne-
sudelitelné. DokiZte, Ze potom g, b nie st spriatelené!

Nivod. Postupujte podobne ako v rieSeni Py,.

U% z toho, ¢o sme doteraz povedali o dokonalych a spria-
telenych Cislach sa di vytusit, Ze dokonalé a spriatelené
(isla si ¢islami velmi vzdcnymi. Tito domnienku po-
tvrdzuje aj nasledujici vysledok, ktory podime v trochu
populirnej forme: Nech A znali krorikolvek z nasledu-
jucich troch mnoZin: mnoZina vetkych dokonalych d&isel
prvého druhu, mnoZina vietkych dokonalych ¢isel druhého
druhu, mnoZina vSetkych spriatelenych &isel. Potom A ma
tato vlastnost: ak {1, 2, 3, ... n} nazveme tsekom mnoZiny
vietkych prirodzenych &isel a &slo 7 diZkou tohoto Gseku,
potom ku ka’dému prirodzenému &islu m existuje také
prirodzené &islo 7y, e vietky useky, ktorych di¥ka 7 je

vicsia nez 7, obsahujui menej nez % Cisel patriacich do A.

Tak teda napr. aj k &islu m = 108 existuje také n,, Ze zpo-
medzi &isel {1, 2, ... n}, n > n, patri do mnoZiny A
menej neZ %, teda menej neZ miliontina poétu tychto
&isel. Strucne receno, vietky dost dlhé useky prirodzenych
&isel obsahuji menej &isel z mnoZiny A neZ ¢ini miliontina

poctu ich prvkov. Podrobnejsie o tychto otiazkach pohovo-
rime v tretej kapitole.
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