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4. kapitola

PRIKLADY GONIOMETRICKYCH T
NEROVNOSTI

4.1. Nerovnosti o jedné nezniamé. Casto se p¥i rozboru
goniometrickych vyrazi nevyhneme nerovnostem. Ma-
me-li kup¥. stanovit, jakych hodnot nabyva funkce

y =s8inx + cosz,
potom hruby odhad dava jisté nerovnost
—2 <sinx fcosx £ 2,

ktera plyne ze vztaha [sinz| < 1, |cos 2| < 1. Hodnot
2 a —2 vSak funkce nenabyva, nebot rovnice

sinx +cosx = +2
nemaji feSeni, jelikoZ neni splnéna podminka
c? < a? + b2
(srovnejte s odstavcem 2.5).
Pievod na identitu

sin ¢ + cos x =V-2—cos[x—%),

ktera plati pro kazdé = (pf. 2.13), ndm umoZni pfesné
stanoveni mnoZiny funkénich hodnot. Z nerovnosti

™
1< — <
l=eos[ 4]_1

109



plyne nerovnost
—J/2 <)2cos [x — %] <Je,

neboli
|sinz + cosz| < }/2.

4
tervalu (—1, 1), tvoli mnoZinu funkénich hodnot dané
funkce interval (—|/2, |/2.) Odpovéd na otézku, kdy

dans funkce nabyva své nejvétsi nebo nejmensi hodnoty,
pati jiz do oblasti goniometrickych rovniec.

Jelikos funkee cos (:v — l] nabjvé viech hodnot z in-

V této kapitole si ukdZeme feSeni nerovnosti s gonio-
metrickymi funkcemi na nékterych zajimavdjsich piikla-
dech. V odstavei, ktery probirdme, zaméfime svou po-
zornost na ty nerovnosti, které obsahuji pouze jednu
neznimou.

Piiklad 4.1. DokaZme, Z%e pro kazdé z e [— % , %] ,

z # 0, plati nerovnost

sin z

Cos T < < 1.

Dakaz. Vyfesime nejprve danou nerovnost pro
z e (0, —T2=—) . Oznaéme (obr. 26) obsah trojihelnika PJR,

vysete PJR a trojihelnika PJA4 po fad® p,, ps, Ps
a vypoditejme d&fsla p,, p., Py, pro kterd ziejmé plati
nerovnosti

P <Py < Ps- (4,1)
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Obsah trojtihelnika je roven poloviénimu soudinu dvou
stran nasobenému sinem thlu, ktery tyto dvé strany

sviraji. Proto p, = %sina: (nebot PJ = PR = 1),

Podle vzorce pro obsah kruhové vysede p = % rarc a

(v nadem piipadé arca ==z, r = 1) mime p, =%.

y

\ltg+

P R,

sin z

Obr. 26. K diikazu nerovnosti cos z < < 1.

Pro obsah pravothlého trojihelnika PJA dostaneme
piimo p, = %tg z. Dosadime-li do nerovnosti (4,1),

dostaneme

1 . x 1
5 sinz < 5 < ?tg:v. (4,2)

Nésobime-li nerovnost % sinzx < % kladnym ¢islem % ,
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plyne odtud
sin z

<1. (4,3)

Podobné z nerovnosti % < —;— tg z obdrZime ndsobenim

2
cos ¥ vztah

kladnym &fslem

sin z
COS T <

(4,4)

Nerovnosti (4,3) a (4,4) divaji pro z > 0 Zadany vy-
sledek

cos ¥ < E]%—x— <1. (4,5)

Zbyva dokézat, Ze nerovnost plati také pro

e (—%,0).

To je véak snadné. Jestlize totiz z € (—% , 0) potom

—zx € (0, %) a pro takova d&fsla je dand nerovnost doka-

zana. Proto

sin (—x)

cos (—z) < <1,

odkud podle vzorci (1,24a) dostaneme opét pozadova-

nou nerovnost, platnou pro ze (— % , 0).
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Piiklad 4.2. Mame uréit, pro kteri z plati nerovnost
sinz < cosx.

ReSeni. Nerovnost upravime nejprve na ekviva-
lentnf znimym zpisobem:

ginz—cos2z =0,

sina:—sin[i— )go,
2
. 11
—1=50.
:‘sm(a: 4]_0

Funkce sin z nabyvd hodnoty 0 a zdpornych hodnot
v intervalech (—=x + 2k=, 2kx), coz miiZeme zapsat
pomoci nerovnosti

—n + 2kn £z £ 2k~

Dosadime-li z =2 — % a upravime, dostaneme pod-
minku
S itz 4%
yy T+ 2T S S 1 .

Dana nerovnost je tedy splnéna pro viechna z z inter-
vald _(——i—--rc + 2kn,; + 2kr), kde k je libovolné
celé gislo.

POZNAMEA 4.1. Podobng jako pti feSeni goniometrio-
kych rovnic uzfvime také pfi FeSeni nerovnostf s gonio-
metrickymi funkcemi jako pomicky jednotkové kruz-
nice nebo se opfrime o graf ptisluiné goniometrické
funkce.
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Piiklad 4.3. Uréete vSechna z, ktera vyhovuji nerov-
nosti [sinz + cosz| < 1.

Resenf. Dan4 nerovnost je ekvivalentni s nerovnost{
—1 < ginz 4 cosz < 1, kterou upravime obdobnym
zpusobem jako v pifkladé 4.2. na tvar

- E <cos( —1)< —1/22

2 4

Ta je splnéna, je-li = libovolné ¢islo z intervala

T 3
(?+k71:,—4—11:+k11:).

Ptiklad 4.4. Vyfesime nerovnost

gin 2 4 sin 3z

1
|
Bl it
| cosx + cos 3z

Levs strana nerovnosti ma smysl, pokud z = (2k + 1) g ,

z #= 2k +1) —I— Nerovnost zjednodusime podle vzorci
(1,34). Po tpravé dostaneme
[tg 22| < 1,
neboli :
—l<tg2r<]l.

Funkce tg z nabyvd hodnot z intervalu (—1, 1) pro
v8echna z, ktera lezi v intervalech

™ ™
(_T"i'kn;_i‘ +k7€>.
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Proto musi platit nerovnost
i ™
_T+kﬂ<2x <Z+k-rc,
ktera vede k vysledku

+k—<x< +k—-

Dand nerovnost je tedy splnéna pro viechna ta z z in-

tervald (—1 + k~— "y + k %) , ktera nejsou rovna
lichému nasobku — . Z existenénich podminek totiZz

plyne, Ze pro =z = (2k + )—— nemd levd strana dané

nerovnosti smysl.

Priklad 4.5. Déle vyfesime nerovnost
cos «

1 —sin 2« =0.

Reseni. Existenéni podminka mé tvar sin 2a # 1,

tj. & # % + kr. Jelikoz jmenovatele muZeme nahradit

ekvivalentnim vyrazem (sin « — cos a)? = 1 — sin 2a,
vidime, Ze dand nerovnost je splnéna jen v tom pfipadeé,
jestliZe cosa = 0. To znamend, Ze a je libovolnym

&slem z intervalt (— % + 2k, + 2kn) s vy-

a
2
jimkou téch hodnot, které jsme vyloulili z divoda
existenénich.

Pro zajimavost i poudeni uvedeme nyni soutézni ilohu
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Mezindrodni matematické olympiady z roku 1965. Jeji
udastnici dostali nasledujfci tikol:

Piiklad 4.6. Urdete v¥echna z z intervalu (0, 2m),
ktera vyhovuji nerovnostem

2cosx < V1 + sin 2 — /T —sin 2z lgVE.

Resenf rozdélime na dvd &asti.
a) Nerovnost

T ¥sin2z —)T—sin2z |<]2  (46)

muZeme umocnit dvéma, nebof jde o nerovnost mezi
nezépornymi &sly. Uprava vede k nerovnosti

|cos 22| = 0, (4,7

kterd je splnéna pro viechna z z intervalu (0, 2rx).
Tato ¢fsla jsou vSak také FeSenfm nerovnosti (4,6),
nebot nerovnost (4,7) vznikla z nerovnosti (4,6) ekviva-
lentnimi dpravami.

b) Nerovnost

2cosz§|l/1 +sin2a:—l/1—sin2z ] (4,8)
je jisté pravdiva, jestliZe cos x < 0, to znamen4, je-li =
libovolné ¢islo z intervalu

3
<% V5 ™ (4,9)

Nerovnost (4,8) sta¢i proto fedit pouze v ptipads, Ze
cosz > 0. Této podmince vyhovuji z pozadovaného
intervalu (0, 27) v8echna x, ktera lezi v intervalech

ki

3
(O, —2') ) (7 T, 21'[) . (4,10)
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Jestlize tedy cosx > 0, je (4,8) nerovnosti mezi klad-
nymi éisly a umocnénim pfevedeme (4,8) na ekviva-
lentni nerovnost

|cos 2z| < —cos 2z . (4,11)

Nerovnost je pravdivd obecnd pro vsechna z, ktera
vyhovuji nerovnostem

5 + 2 < 20 gén + 2k,
neboli
] 3
Z+k1r <z gzn—l—kn.
Néis vlak zajimaj{ pouze ta FeSeni, kterd lezi zaroven

v nékterém z intervalid (4,10). Tuto vlastnost maji
vSechna 2 z intervald

3 7
(%' ’ %) ’ (? T, Z 7:) . (4)12)

Spojime-li &¢istedné vysledky (4,9), (4,12), dospéjeme
k zavéru, Ze nerovnost (4,8) je splnéna pro vsechna z
z intervalu (—;1 ,% w). Tento interval je také vysled-

nym FeSenim nerovnosti dané, nebot nerovnost (4,6) je
splnéna pro vSechna z z intervalu (0, 27x).

Podobnsé si budeme poéinat v nasledujicf dloze.

Piiklad 4.7. Nadim vkolem bude opét uréeni vdech
z z intervalu (0, 2=), kterd vyhovuji nerovnostem

VV§+2cosx < |/cosz —sinz +Vcosa: +sinz <

T
=2 -
= 2008 5
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Reseni.

a) V piikladé 4.6 jsme mléky piesli existenéni podmin-
ky. Pozorny &tendf si jisté vsiml, Ze dané vyrazy tam
mély smysl pro viechna x. V naSem piipadé tomu tak
neni.

Vyraz Vl/§ + 2 cos z m4 existenéni opravnéni pouze

2
tehdy, jestliZe cosax = — - -

5 Podmince vyhovuji

vS8echna z z intervali

3 5
0, 7 m)s {gm2m. (4,13)

Vyraz J/cos  — sin  ma4 smysl, pokud cos x — sinz =

= 0. Znidmou upravou pievedeme podminku na ne-
— T

rovnost J/2 sin (:v — —4~) =< 0, které vyhovuji v interva-

lu (0, 2w) v8echna z z intervali

g

) w2, (4,14)

o, "

A koneéné, existence vyr'a.zu Vcos x + sin z je zarudena

podminkou cosz + sinx = 0, kterou pievedeme na

— T
tvar J/2 cos ( — T) = 0. Té vyhovuji viechna z z in-
tervald

3 7
kd X 4,15
0, ™, (g m2n). (4,15)
Jelikoz Zaddme soudasnou platnost podminek (4,13),
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(4,14) i (4,15), mize feSeni dané nerovnosti lezet pouze
v nékterém z intervald

0,5y, (m 2m. (4,16)

47 T4
b) Umocnime-li nerovnost
- S x
H/cosa:—smz + [cos z + sinz <2 cos 3 > (4,17)
dostaneme postupné
-— x
2cosx + 2Vcos 2x < 4 cos? PR
Vcos 2¢x < (1 + cosx) —cosx,
Vcos 2 £1.

Posledni nerovnost je splnéna pro viechna x z intervalu
{0, 27), pro kterd cos 2x = 0, tj. pro vSechna z z inter-

R T 3 5 7 R
valia (0, T) , (Z L ), (z« ™, 27) . | Jelikoz viak x
musf soucasné leZet v nékterém 2z intervala (4,16),

jsou feSenim nerovnosti (4,17) pouze intervaly (0, %) )

7
(—4-11:, 2m) .

¢) Obdobnym zptisobem upravime nerovnost
VV2—+ 2c08z < |cosz—sinz + |/cosz + sinx .
| (4,18)
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Postupné tprava, poéinaje umocnénim (jde opét o ne-
rovnost mezi nezdpornymi ¢&sly), dava nerovnost

Vcos 2z = VTz

Dal&f umocnéni, jehoZ oprdvné&nost si ¢tendt jisté zdi-
vodn{ sam, vede ke vztahu

1
cos 2x = —,

ktery je pravdivy pro viechna z z intervalu (0, 2n),
pro které plati —% ‘tiknszs % + k. Jde o inter-

valy (0, %) , (% T, % T), (—1—61— 7, 2m). Podmince (4,16)

véak vyhovuji pouze dva z téchto intervala (O, %),

(% 7, 27), a proto feSenim nerovnosti(4,18) jsou viechna

¢isla z z t&chto dvou intervald.

Z poiadavku soudasné platnosti nerovmosti (4,17)
i(4,18) plyne zavér: Dané nerovnosti vyhovuji viechna z
z interval

11
(0, %) ) (—ﬁ—n, 27).

4.2. Nerovnosti o dvou nezndmyech. Ptedpoklddejme, Ze
M je mnozina bodd, lezicich v roving, v niZ je sestrojena
soustava soufadnic Pzy. Mysleme si, Ze je ddn pfedpis,
ktery kazdému bodu [z, ¥] z mnoZiny M pfifazuje pravé
jedno realné ¢&islo 2. Tento pfedpis nazyvame funkce dvou
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proménnych. Mnozina M je tzv. definiéni obor funkce; 2, y
jsou tzv. proménné.

Urtité ¢&islo z, prifazené danému bodu [x,, y,]Je M
nazyvame hodnotou funkce v tomto bodé. Funkei obecnd
zapisujeme ve tvaru

2= f (x, ?/) .

Zvolme si v prostoru soustavu soufadnic Pryz. Mno-
Zina viech bodd [z, ¥, f(z, ¥)], kde [z, y] € M, je tzv. graf
funkce dvou proménnyjch z = f(z, y) (obr. 27). V obecném

Obr. 27. Graf funkce dvou proménnych z ='f (z, y).

piipadé je grafem funkce dvou proménnych néjaks
plocha.

Na#e publikace nem4 ani v nejmen$im za tikol sezna-
mit ¢tenafe s funkcemi dvou proménnych. To, co bylo
fedeno, viak plné staéi, abychom si uméli poradit s dlo-
hami podobného typu, jaké budou uvedeny v dalsich
dvou pifkladech.
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Piiklad 4.8. V roviné pravouhlych soufadnic =z, y
zobrazime vSechna feSeni, kterd vyhovuji nerovnostem

1
cos(y—x-l-—‘;:—) 2—2—,0§x§2‘ﬂ,0§?[§2"‘-

Resenf. Funkce cos v ma smysl pro kaidé realné
¢islo u. Je tedy zfejmé, Ze funkce z = cos [y —z 4 %]
je definovana pro kazdou dvojici realnych ¢isel z, y.
Obrazy viech takovych dvojic vyplni celou rovinu.

Mame proto za tkol vybrat mezi viemi body roviny,

v nich%

cos (y —z 4+ %” = % ty body, které lezi

zaroven ve &tverci ABCD uréeném nerovnostmi 0 <

<

De[0; 2x] Cs[2n; 2x]

X
P=As[0.0] Bs(2x.0]

Obr. 28. Obraz mnoziny bodi [z, ¥], jejichZ soufadnice vy-
hovuji nerovnostem 0 < 2 < 2w, 0 < y < 2mw.
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Sz <2n 0=y =<2r (viz obr. 28). Predchazejici
tvaha je navodem pro nas dal$i postup.

Nejprve budeme hledat viechny body roviny, v nichz
plati nerovnost

T 1

cos [y—x +?” ;—2-. (4,19)
a) Jestlize

cos(y—-a:-}——g—J =0, (4,20)

miZeme nerovnost (4,19) psat ve tvaru

T 1

R — >
cos[y xr + 3) =5 (4,21)

Nerovnosti (4,20) a (4,21) budou ziejmé splnény pro ty
dvojice z, y, které vyhovuji nerovnosti (4,21). To zname-
na, ze

™ T ™
—§+2kﬂ: Sy—=x +73~ §»§+2kn.
Odtud dostaneme

.’E—%‘l‘t-l-Zle: Sy =z + 2kw. (4,22)

Obrazem nerovnosti (4,22) jsou &asti rovin (rovnobézné
. P . ., 2
pasy) omezené piimkami o rovnicich y =z —5T +

+ 2kw, y = x + 2k, kde k je libovolné celé é&islo
(v obou rovnicich stejné). V obr. 29 jsou pfislusdné &asti
oznateny znakem a).
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b) Jestlize

1
Obr.29. Vyslednéfefeninerovnosti

cos [y—a: + —T;—] l =

to|

potom mé nerovnost (4,19) tvar

1

cos[y—x +%) g——z—. (4,24)

Obdobné jako v piipad$ a) zarutuji soudasné splnéni
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obou nerovnost{ (4,23) a (4,24) ty dvojice z, y, které
-vyhovuji nerovnosti (4,24). Dostaneme tak

:v—}-—g—+2k-r:§y§x+1:+2kn.

(4,25)

Obrazem nerovnosti (4,25) jsou opét ¢isti rovin (rovno-
béiné pasy) omezené tentokrat piimkami o rovnicich

y== +%+2kﬂ:, y=2x 4 n + 2kx. V obr. 29 jsou

oznateny znakem b).

Véechny piimky, které omezuji &asti roviny s pizni-

D=[0:24]

y

-~

/

Ce[2n;2x)

7/
T 4 /S / ///
// /é
As[0,0] — /—" Bs[2n,0]
. 7
Y X / X
/s /
v /
-V
/
v
a4
'Zn/

Obr. 30. Vysledné feSenf pFkladu 4.8.
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vym Fedenim, jsou vesmés rovnobézné s piimkou y = z,
nebot maji tvar y = & + ¢. Nas zajimaji pouze ty, které
maji spoledné body se étvercem ABCD, tedy ty ptimky,
jejichz ¢ bude z intervalu (—2w, 2x). V systému rov-

2
nobézek y = x — 5T+ 2k= maji proto smysl pouze ty,

které obdrzime pro k = 0,1. Podobné je tomu se zby-
vajicimi tfemi systémy rovnobézek. Uloze vyhovuje také
bod B = [2n, 0}, nebot lezi na piimce y = r — 2rx.
Vysledné feSeni ziskame tak, zZe zjistime, kde se piekry-
vaji ¢asti roviny s pifznivym feSenim se étvercem A BCD
(obr. 30). Prislu$né oblasti jsou na obrazku vy¥rafoviny.

Priklad 4.9. Nerovnosti 22 + y* < 2n je ddna v rovi-
né pravouhlych soufadnic z, y mnozina vSech bodi kru-
hu o poloméru r = V21: se stfedem v podatku P = [0, 0].
Urdete vSechny dvojice realnych &isel x, y, které majf
tu vlastnost, Ze jejich obrazy leii v daném kruhu a je

v nich definovana funkce z = Vsin (y — «?) . Vyslednou
mnozinu zobrazte.

Reseni: Vyraz |sin(y —2?) mi smysl, pokud
sin (y — 22) = 0, neboli
2+ %r<y<a*+(2k+1)=. (4,26)

Rovnice y = a? + 2kn, y = 2% 4+ (2k + 1) &, kde k je
libovolné celé ¢&islo (stejné pro obé rovnice), predstavuji
soustavu parabol s vrcholy na ose y. Vzdalenost soused-
nich vrchold je n. Grafickym feSenim nerovnosti (4,26)
jsou dasti roviny mezi kazdou dvojici takovych para-
bol. (Parabola o rovnici = z% 4+ 2kn ohraniduje
kazdou &ast roviny s pkiznivym FeSenim zdola, druhd

126



parabola o rovnici y =% + (2k + 1) = shora.) Pro
nadi dlohu maji viak vyznam pouze ty paraboly, které
maji s danou kruznicf spoleény aspori jeden bod. Roz-
hodneme proto nejdiive podetné, které paraboly maji
tuto vlastnost. Spoleéné body ziskime FeSenim soustav:

a) x? 4+ y? = 2=,
y =+ 2kn; (4,27)
2 2 —
b) 22 4 ¥ = 2%, (4,28)

=2 4 (2k 4+ 1) w.

a) Soustava (4,27) vede po dosazeni 22 =y — 2kn
na kvadratickou rovnici

w4+y—2k+1)x=0. (4,29)

Diskriminant této rovnice D =1 4 8(k + 1) ® musi
byt ¢islo neziporné. Tim ziskime podminku pro para-
metr k

1

e
Cislo k viak nabyva pouze celodfselnych hodnot. Pod-
minku miZeme proto napsat v jednodudsim tvaru
E=——1. (4,30)
Kofeny rovnice (4,29) jsou &sla
—1+)T¥8k + )=
yl = 9 H

—1—J1¥8k+ D)=
> i

k

vV

Y =

Ze vztahu y — 2kn = z? plyne nerovnost
y = 2km . (4,31)
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Podminky (4,30) a (4,31) maji platit soudasné. Dosadi-
me-li kofen y, do nerovnosti (4,31), dostaneme

—1+)T¥8k + )= S

3 2k,

neboli

JT¥8k + )7 = 4kx + 1.

Jostlize & = 0, jde o nerovmost mezi kladnymi &fsly
a muZeme tedy ob& strany nerovnosti umocnit. Dalsi
dprava je ziejma:

1+ 8kwx + 87 = 16k%=x2 4 8k + 1,
2k —1 0,
(k)2= + 1) (k)/2= —1) < 0. (4,32)

V poslednim kroku jsme uZili vzorce pro rozdil étverci.
Nerovnosti (4,32) vyhovujf vzhledem k predpokladu

k = 0zfejms jen &isla z intervalu (0, —22—}) .

Existuje viak jediné celodiselné k v tomto intervalu, totiz
k = 0. Dosadime-li do nerovnosti (4,31) kofen y,, mime
nerovnost

)

—1—J1 48k +1)= > o
5 =2

kterou uvedeme na tvar
T +8(k +1)7 <—(1 + 4kn). (4,33)

Nerovnost (4,33) nenf viak pravdivad pro zadné k = 0,
nebot levd strana je v tom p¥{padé vidy kladnd, pravi
zdporna.
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Zbyvé nam ovéfit, jakou polohu mi parabola y =
= x? + 2kwx vudi kruznici 2? 4 y? = 2% pro k = —1.
Jestlize k = —1, potom y, = 0, ¥, = —1. Nerovnost
(4,31) je v obou piipadech pravdivéd, nebof vede k ne-
rovnostem 0 = —2n, —1 = —2x. (Prvn{ soufadnice
prisediki obou k¥ivek uréime z rovnice x? =y + 2.
Méme kofeny z, = /2%, z, = —V2rc & = )2 —1,
z,=—|2r—1).

Shrneme-li dosavadni vysledky, vidime, Ze z parabol
tvaru y = 2® 4 2kn maji s danou kruZnici spoleé¢né body
pouze dvé (pro k = 0, k = —1). Parabola y = x* ma
8 kruZnici spoleéné dva body 4 = [a,, a, = y,], 4’ =

V—l—l—Vl-l—Sr:’
2

= [—a,, a, = y,], pfitom @, =

A V; 8% Parabola y = 2* — 2%

a; =Y =

mé 8 danou kruZnici spoleéné 4 body B = [Vé;-, O] ’
B = [—Vﬁ, 0], C E[VZT:—- 1 ,>—1], ¢ =

= [—)z==T,—1].

b) Diskusi soustavy (4,28) provedeme stejnym zpi-

sobem. Dosadime-li z druhé rovnice do prvé «* =y —
— (2k + 1) w, dostaneme kvadratickou rovnici

Y+y—(2k+3)n=0. (4,34)
Z4ddme opét, aby diskriminant D =1 4 4(2k + 3) =
byl nezdporny. Odtud ziskdme podminku (jelikoz k
musf byt celé &islo)

kE=—1. (4,35)

Podobnd ze vztahu y— (2k + 1) t = 2? mame dalsf
poZadavek
y=2k+1)=w. (4,36)
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Cisla y urdime z rovnice (4,34):

— 1+ )T +42 +3)=
y1= 2

—1— )T ¥ 42k +3) =
Y, = B) .

3

Dosazeni y = y, do podminky (4,36) a postupné tprava
vede k nerovnosti
VT ¥ 4@k +3)= =22k + 1)m +1.

Pro & = 0 jsou obé& strany kladné. Umocnime je proto
a nerovnost upravime na tvar

2k 4+ 1pp—2<o0.
T

Rozlozime-li levou stranu nerovnosti v souéin, miizeme
dale psat

(2k + 1—-]/—?) (2k-|— 1 +V—i_’i)go. (4,37)

Vzhledem k pfedpokladu & = 0 nema ziejm& nerovnost
(4,37) FeSeni.
Dosadime-li ¥y =y, do (4,37), obdrzime nerovnost

141+ 42% 43
2

= (2 + 1) 7, (4,38)

které nelze vyhovét Zadnym nezapornym celym é&islem,
nebot vyraz na levé strané je pro kazdé takové k za-
porny, na pravé kladny.

Zbyva tedy jedinad parabola pro k = —1, kterd ma
rovnici ¥y = 2® — n. Snadno se opét presvédéime, Ze
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tato parabola ma s kruinici 4 body spoleéné. Potom
totiz
— 14+ V1 ¥ 4= —1— |t ¥ 4=
Y = 2 » Y 9

Obr. 31. Grafické FeSeni soustavy nerovnosti z pilkladu 4.9.

a nerovnost (4,36) je v obou piipadech pravdivi. Je
zfejmé, Ze y, > y,. Vzhledem k tomu stati ovéfit
platnost vztahu (4,36) pouze pro y,. Snadny vypolet
nis ptivadi k nerovnosti

—1—|1 ¥ 4=
2 g— ’

kterou ekvivalentnimi dpravami lze uvést na tvar
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7 = 2. Prvni soufadnice prisedikt uréfme z rowﬁce
=y 4+ m

Mame tedy konedny zivér:

Ze viech dvojic realnych &fsel [z, y], které vyhovuji
nerovnosti z? 4 y? < 2r, je funkce z = Vsin (y — a?)
definovana pouze pro ty dvojice, které spltiuji bud ne-
rovnosti (4,39), nebo nerovnost (4,40):

a) P —2n<Sysz—nm, (4,39)
b) y=a. (4,40)

Grafické feSeni je na obr. 31. Pisluiné oblasti jsou
v obrizku vysrafovany.

Cvic¢eni

4.1. Urlete viechna z, kteréd vyhovuj{ nerovnostem:

cosx —sinx

R =1,
cosT + sInzT |

b) 4sint*z + sin? 2z + 2 cos 2 < 2sin 2%,

tgxz + sinzx
c) L___ <3,
tgz —sinz
) 1 + s8in 2z Vi_i
cos 2z 3’
cos 2x

e) ————— ’
1 4 cos 2z
tg 2z + tg2z.tgz—tgx

f)
tg2r —tgx
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4.2,

4.3.

4.4,

4.5.

4.6.

Urdete a zobrazte vSechny dvojice redlnych é&fsel [z, yl,
pro které jsou definovédny dané funkce:

a) z = Vm,

b)z = l/l —simz + Vl——siny s

¢) z = Vl — tg¥x + l/l—-tg'y .

Urdete viechny dvojice redlnych éfsel [z, y], které vyho-
vuji nerovnostem

log sin (x +y——12i) <0, z! 4+ y* < 4n".

Potom zobrazte vyslednou mnoZinu v roving pravo-
thlych soufadnic x, y.

Zobrazte mnoZinu dvojic redlnych é&fsel [z, y], kterd
vyhovuj{ nerovnostem

|y —cosz| <m, |z|=x, |y|=r

V rovin® pravouhlych soufadnic z, y zobrazte viechny
dvojice reédlnych &fsel [z, y], které vyhovuj{ nerovnostem:

llsin®) —y| <sinz, |z] <m.

Urdete vlechna z z intervalu 0 < z < 2n, kterd vyhovujf
nerovnostem

a) Vtg 2z + Vcotg 2z =<2,

b) V2 + V2—V; = Vl +cog—:-+
+ Vl_cos% < Jz+Te.
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