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1. kapitola

GONIOMETRICKE FUNKCE

1.1. Orientovany ihel a komplexni &slo. V fadé otdzek
praktického i teoretického charakteru se setkdvidme
s goniometrickymi funkcemi. Elementarn{ vyklad o téch-
to funkeich je pfedmétem nadi knizky. V dvodni kapi-
tole si nejprve tyto funkce zavedeme a odvodime si
jejich dilezité vlastnosti, které budeme potfebovat
v daldich kapitolach.

Zikladnim pojmem, o ktery se bude opirat definice
goniometrickych funkei, je pojem orientovaného ihlu
a komplexniho éisla. Predpoklddame, Ze oba pojmy znd
&tenal ze &koly. Presto v8ak bude jist& tiéelné struéné
zopakovat zakladni vlastnosti obou vychozich pojmu.
Uédinime tak nyni.

Pojem orientovaného tGhlu je mozno zavést nasledu-
jiei definici:

Orientovany +hel je uspofadand dvojice polopfimek
o spoleéném podatku.

Definici, kterou jsme vyslovili, si objasnime na kon-
krétnim piikladé. V obr.1 jsou sestrojeny dv& polopfim-
ky PO, PQ o spoleéném pocitku P. Jestlize ob& polopfim-
ky zapiSeme v pofadi (PO, PQ), urdili jsme orientovany
dhel, ktery oznadujeme O?Q. Polopiimku PO nazyva-
me poldtelnim ramenem, poloptimku PQ koncovym
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ramenem a bod P wrcholem orientovaného dhlu Oj’\Q.
Uvedené pofadi (PO, PQ) ma svij dilezity vyznam.
Kdybychom toto pofadi zaménili a psali (PQ, PO),
dostali bychom orientovany thel QPoO, ktery je jinym
thlem nezZ thel OPQ.

V dalsich dvahdch bude hrat dilezitou roli velikost

orientovaného uhlu. UkéZeme si cestu, kterd vede
k definici tohoto pojmu.

2x-£ P 0

Obr, 1. Velikosti neorientovanych uhla, urdenych polopiim-
kami PO, PQ.

Mé¢jme orientovany thel OPQ. Poloptimky PO, PQ
déli rovinu na dva neorientované 4hly o velikostech e,
2n — ¢ (obr. 1). Oba neorientované thly si miZeme
predstavit tak, Ze vznikly otodenim podatetniho ramene
PO kolem bodu P do koncového ramene PQ. Upfesnime
pfedchazejici oznafeni obou neorientovanych uhla.
Oznatme ¢ velikost toho neorientovaného dhlu, ktery
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vznikne pfi otdéeni poéatedniho ramene PO do polohy
P@ v kladném smyslu (tj. otddeni probéhne proti sméru
pohybu hodinovych ruéiéek). Cislo 2 — & je samozFejmé
velikosti druhého neorientovaného whlu. Tento ihel
vznikne otod¢enim ramene PO do polohy PQ v ziporném
smyslu (tj. ve sméru pohybu hodinovych rudidek).
Predchézejici ivahy nim dovoluji definovat:

Cislo ¢ nazyvame zdkladni velikosti orientovaného tihlu

0P).

POZNAMEKA 1.1, Z4kladni velikost thlu PO je zfejmé
rovna &islu 2w — e. Musime viak piipustit jednu vy-
jimku. JestliZe obé& polopiimky PO, PQ splynou, po-
klddame zikladni velikost obou orientovanych thli
OPQ, QPO rovnou nule. Vyhovuje tedy é&islo ¢ vidy
podmince 0 < ¢ < 2.

PozZNAMEA 1.2, Velikost thli (orientovanych i ne-
orientovanych) budeme v celém svazku udivat v oblou-
kové mife.

V dalsim vykladu bychom tplné vystadili pii méfeni
orientovanych hli s pojmem zikladn{ velikosti orien-
tovaného dhlu. Cely vyklad se viSak stane podstatné
jednodusdi a pirehlednéjsi, zavedeme-li si obecn&jsf
pojem, totiz tzv. velikost orientovaného dhlu. Udifime
tak pomoci této definice:

Jestlize je & zdkladn{ velikost daného orientovaného
thlu OPQ, nazyvime kazdé &islo ¢, které lze zapsat ve

tvaru
¢ =¢ + 2kn, (1,1)
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kde k je libovolné celé &islo, velikosti orientovaného hlu
OPQ.

Pro velikost orientovaného tdhlu se bé&Znd uiivd
oznadeni argument nebo amplituda, n8kdy také azimut.
Nézvu argument budeme dasto uZivat.

Z definice, kterou jsme vyslovili, vyplyva, Ze dany
orientovany thel ma nekoneéné mnoho velikosti. Zna-
zornéni velikost{ orientovaného thlu o zakladni veli-
kosti & na éiselné ose je provedeno v obr. 2. Budeme-li
v dalSich dvahiach mluvit o velikosti orientovaného

- &6 E4m E2m & o2 Erbx
! LIS T T LA T

-6x -4:1t' 2% P 2N 4@ 6w

Obr. 2. Znézorndn{ velikosti orientovaného thlu o zékladni{
velikosti ¢ na &fselné ose.

tihlu, budeme tim mit zpravidla na mysli jednu libovol-
nd, ale pevné zvolenou velikost. Nebudeme tedy u dané-
ho orientovaného thlu davat pfednost nékteré z jeho
moznych velikosti. Z tohoto hlediska nema &islo & ze
vzorce (1,1) 24dny hlubsi geometricky vyznam. Uvedeny
postup méa své vyhody pii vypodtu velikosti soudtu
dvou orientovanych dhla. Nez se o této okolnosti zmi-
nime podrobnéji, pfipomefime definici souétu dvou
orientovanych dhli. Pro nasi potfebu vystadime s de-
finici, kterd je zvlastnim piipadem definice obecn&jsi:

Jsou-li Of’\Q, Q?R dva orientované 1hly (koncové
rameno PQ prvniho thlu je podatednim ramenem dru-

hého ihlu), potom orientovany ihel OPR nazyvéme
souétem orientovanych Ghli OPQ, QPR.
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Pfipomerime si bez dikazu zndmou vétu:

Budte «, B velikostt dvou orientovanych uhli O?Q,
QPR. Potom a + B je velikost orientovaného 4hlu OPR,
ktery je soultem orientovanych 4hli OPQ, QPR.

Predchézejfci ivahy doplnime nékolika pozndmkami.

POzZNAMEA 1.3. JestliZze v posledni vété «, § jsou za-
kladni velikosti orientovanych 1thld, neznamena to, Ze

« + f je zdkladnf velikosti orientovaného ihlu OPR.

POzZNAMEA 1.4. Jak jsme se jiz zminili, nepfisoudili
jsme &fslu & ze vzorce (1,1) Zadny konkrétni geometricky
vyznam. Bude v8ak uzitené zminit se alespon struéné
o vyznamu ¢&sla % pfi studiu rotaéniho pohybu. Pred-
poklidejme opé&t, Ze je v roviné dan orientovany twhel
OPQ o zakladni velikosti . Potatedni rameno PO nechf
se otdéf v kladném smyslu kolem bodu P. Jestlie pfi
tomto pohybu splyne poprvé rameno PO s ramenem P(Q),
které je pevné, mizeme Fici (ve shod® s terminologii
béznou v mechanice), Ze rameno PO opsalo orientovany
tdhel O?Q o velikosti ¢. JestliZe p¥i popsané rotaci splyne
rameno PO podruhé s pevnym ramenem P@, muZeme
Fici, Ze pohybujici se rameno PO opsalo orientovany

thel O?Q o velikosti ¢ + 2n. Zfejmé pfi naSem oznadeni
opiSe politedni rameno v tomto pojeti (viz obr. 3a)
postupnd orientované tGhly o velikostech

ge+2me+2.2n,6 +3.2m, ... .
Pozorujme tentyZ proces pifi otddeni ramene PO v za-
porném smyslu (obr. 3b). Jestlize rameno PO poprvé
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splyne 8 koncovym ramenem PQ, opiSe tak neoriento-
vany tihel velikosti 2w — e, Jelikoz rotaéni pohyb pro-
bfhé v zaporném smyslu, dohodn&me se, Ze v tomto p¥i-

padé ptifadime orientovanému hlu OPQ velikost
—(2n —e¢), tj. e— 2n. Pii druhém splynuti ramene
PO s ramenem P miizeme ptifadit orientovanému dhlu

Q

- 20 §+2-2%

p 0

Obr. 3a. Velikosti orientovaného uhlu pfi otddeni ve smyslu
kladném.

Obr. 3b. Velikosti orientovaného tihlu p¥i otddeni ve smyslu
zaporném.
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Of’b velikost ¢ — 2.2n. Postupné tak ziskame éfsla:
e—2m,e—2.2r, 80— 3.2x:, ....

Souhrnny zapis vSech hodnot v obou smérech vede ke
vztahu
p=¢+ 2kn

(% je libovolné celé &islo), ktery je samoziejmé shodny se
vzorcem (1,1).

Abychom nemuseli u kazdého podetniho vyrazu opa-
kovat, Ze &islo k znamen4 libovolné &fslo celé, zavadime
tuto imluvu:

Pismeno k, uzité ve vijznamu éisla, bude v daldim textu
probthat vidy mnofinu vsech &isel celifch. V jiném vyznamu
nebudeme v dal$tm vikladu éisla k pouivat.

rozNAMKA 1.5. V dalsich vivahdch budeme obéas po-
ttebovat pojem intervalu. Upfesnime si proto tento
pojem a zavedeme b&zna oznadeni, kterym Etenaf stejné
neunikne, ma-li rozumé&t matematickym textim. Mno-
Zinu v8ech redlnych &isel x, ktera vyhovujf nerovnostem
a <z = b, nazyvame uzavienym intervalem a zapisuje-
me znakem (a, b); podobné mnoZinu v3ech realnych
tisel x, kterd vyhovuji nerovnostem a < x < b, nazy-
vame ofevfenym intervalem a zapisujeme (a, b). Zavorky
zde tedy hraji dulezitou roli. Kromé intervald otevie-
nych a uzavienych zavadime jeSt&é nazev polouzavieny
interval. Znadime: (a, b), (a, b). Prvy znak znamena
souhrn vSech redlnych ¢&isel x, kterd vyhovuji nerovnosti
a < z = b; podobné pak druhy znak je urfen nerovnosti
a < x < b. Zapis (—o0, ) znamens viechna reilna
tisla.
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Rekli jsme si ji%, %e daliim zikladnim pojmem,
o ktery se budeme opirat, je komplexni Eislo. Zépis
a = a, + a,i, kterému fikdme algebraicky tvar komplex-
ntho &isla, je Etendti jisté znamy. Komplexni éisla zobra-
zujeme v roviné komplexnich d&fsel, které fikime také
Gaussova rovina. V této roviné si zvolime dvé vza-
jemné kolmé pfimky =z,, z,, které nazveme osams. P¥m-
ku z, nazveme redlnou osou, x, osou tmagindrni. Jejich
prisedik je tzv. poldtek. Oznadime jej P. Vime, Ze kom-
plexni &islo je jednozna¢né uréeno svymi slozkami.
Kazdému komplexnimu éislu ¢ = a, + a,i miZeme pti-
fadit vektor a = (a,, a,) vazany v politku soustavy
soufadnic. To znamend, Ze poditedni bod vektoru a
je bod P = [0, 0], soufadnice koncového bodu A4 jsou

" Bsl03

Az[3;2]

e

oF———_———

Obr. 4. Znézornéni{ komplexnich é&isel v Gaussovd roviné.
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shodné se slozkami komplexnfho é&isla. Tedy A = [a,, a,].
Je ptirozené hovofit o vektoru a jako o obrazu komplex-
nfho ¢&isla a. Na obr. 4 jsou zobrazena komplexni ¢&isla
a=3+2b=3c=—1—2ij=1.

Naopak kazdému vektoru a = (a,, a,), ktery je vazin
v poditku soustavy soufadnic, odpovida jediné komplex-
nf ¢islo. Jde tedy o vzdjemnd jednoznaéné pfifazeni.

Asla,a) £,

a,| P

£z

S -7 ;) AT Y I

8,

Obr. 5. Obraz komplexnfho é&fsla a urdeného velidinami
|a]. p-

Velikost vektoru a = (a,, a,) je dina vzorcem

la| = Vi@)® + (a2)® .-

Zpiisob, jakym je mozno urédit smér vektoru, si objasni-
me podrobnéji. Vektor a urduje polopfimku P4. Smé-
rem vektoru a budeme rozumét mnozinu viech polop¥i-
mek, které lze rovnob&Znym posunutim piemfstit tak,
aby splynuly s poloptimkou PA. Rekneme, 7e dva vek-
tory maji tyZz smér, jestlize pfislu$né polopiimky PA,
PB patii do téhoz sméru. Polopiimku je mozné zadat
velikosti thlu JPA (J = [1, 0] je tzv. jednotkovy bod),
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ktery. nazyvame orientovanym thlem v zdkladni poloze
(viz obr. 5). Odtud plyne, Ze vektor je uréen velikosti
a orientovanym thlem v zakladnf poloze.

Jelikoz komplexni &isla a vektory jsou si vzajemné
jednoznadéné pfifazeny, muzeme tvrdit:

Kazdému nenulovému komplexnimu &lslu je prifazen
jediny orientovany vhel v zdkladni poloze. Obrdcené. kaz-
dym takovym ihlem a absolutni hodnotou je uréeno jediné
komplexnt &islo.

1.2. Zavedeni funkei sinus a kosinus. Uvodni tivahy,
které se opiraji o zakladni znalosti z oboru komplexnich
¢isel, nam jiz dovoluji pfistoupit k definici funkei sinus,
kosinus, tangens a kotangens, kterym souhrnné fikdme
funkce goniometrické. V tomto odstavei vyslovime definici
prvych dvou.

' Defilnice 1.1. Jeli a = a, 4+ a,i né&jaké nenulové
komplexni éfslo a ¢ je libovolné velikost orientovaného
thlu, ktery je komplexnimu ¢&islu a pfifazen, potom

podil

%l— nazveme Sinus @,
a, ,
Ta[ nazveme kosinus g.

. a a
Sln(p:W:T’ cos«p:T“I- (1,4)

Ukazme si nejdfive, Ze hodnoty sin ¢ a cos ¢ zdvisi
pouze na velikosti ¢ orientovaného tihlu. Zvolme za tfm
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dlelem jiné nenulové komplexni ¢&fslo b = b, + b.i,
které je urdeno orientovanym iihlem JPB, jehoz veli-
kost je rovnéz ¢ (obr. 6). Vektory a, b, které odpovidaji
komplexnim &fslim a, b, maji zde tyZ smér. Para-
metrickd rovnice polopiimky PA ma tvar

X=P4ta,
e
Gl bl
| 5(a, &l

b ¢
| s \
1 £

— P J

Obr. 6. Obrazy komplexnich &sel @, b, kterd jsou urdena
timtéZz orientovanym thlem @.

kde ¢ je libovolné nezaporné &slo. Tato rovnice je strué-
nym zépisem parametrické soustavy rovnic

x =la,,
T, =ta,, (t=0).

Jelikoz bod B lezi na polopiimece PA, musi jeho soufad-
nice spliiovat napsanou soustavu. Jinymi slovy musi
existovat pevné kladné ¢islo t = ¢ tak, Ze plati
b, =ca,,
1 1 (1,5)
by, = ca, .
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Na zakladé (1,5) uréime je3té |b|. Snadno zjistime, Ze
bl = V&P + BoFF = Ve¥a)® + e¥a,)* =

=c){@ ) + (a)* =ca] . (1,6)

Vyjad¥#{me-li nynf sin ¢ a cos ¢ podle (1,4) pomoci kom-
plexniho é&fsla b a pouzijeme vysledky (1,5) & (1,6), do-
staneme:

. 2 caz aa
BN @ = o = — = )
PT T el T Tal )
_ b _em a4 ’
P =Tl T efa] T Taf -

Predpokladali jsme, Ze b # a a Ze orientovany thel pti-
fazeny obéma ¢islim byl tyZz. Srovname-li (1,4) a (1,7),
vidime, Ze ¢iselnd hodnota sin ¢ a cos ¢ je stejnd jak
v piipadé ¥sla a, tak v piipad® ¢&isla b. MaZeme proto
tici, Ze hodnoty goniometrickych funkef sin ¢ a cos ¢
zavisi pouze na velikosti dhlu ¢. Jelikoz komplexnich
tisel, kterym je pfifazen thel o velikosti ¢, joe nekoneéné
mnoho (vSechna vyplni otevienou polopiimku PA4),
miuZeme pouzit kteréhokoliv z nich.

Zvolme si proto takové komplexni &slo r = r, + 7,i,
aby platilo |r| = 1 a jeho obraz leZel na polopfimce PA.
Takovému komplexnimu é&fslu ¥fkdme komplexni jed-
notka. V obr. 7 je ¢islo r znizornéno orientovanou
usetkou PR. Potom

(1,8)
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Redlna sloika ka?dé komplexni jednotky je tedy rovna
kosinu k ni piisluiného orientovaného dihlu, imaginarni
pak sinu tohoto hlu. Ziskdvame tak dileZity vysledek,
ze kazdou komplexni jednotku je mozno (podle 1,8) za-
psat ve tvaru ’

r=cosgp +ising. (1,9)

Tvaru (1,9) ¥f{kame goniometricky tvar komplexni jed-
notky. Vzniks ptirozené otizka, zda podobnym zpiso-
bem mbzeme vyjadiit ka?dé komplexni &slo. Ctenaf
pravd&podobné vi, Ze takové vyjadfeni existuje. Vy-
jimku ¢&inf pouze d&fslo @ = 0. Goniometricky -tvar
1

komplexniho &fsla obdrzime p¥imo z definiénich vztaht
(1,4). Plyne odtud

a, = |ajcosp, a,=|a|sing.

Proto komplexni é&islo a = a; + a,i miZeme psit ve
tvaru

a = |a| cos ¢ + i|a|sin ¢ .

Vytlmeme-li jest¢ na pravé strand |a|, mame Zidany
vzorec
a = |a| (cos ¢ + isin ¢). (1,10)

Pozornéjéi &tenaf si jisté viiml, Ze éislo v zdvorce mé
tvar (1,9) a je to tedy komplexni jednotka. Kazdé kom-
plexni &islo mizeme tedy psit ve tvaru soudinu @ =
= |a| r, kde r je pfisluSnid komplexni jednotka. Tento
vysledek v¥ak nepfekvapi, uvédomime-li si souvislost
mezi komplexnim &islem a vektorem.

Vratme se viak k rovnicim (1,8) a v8imnéme si bliZe
jejich nézorného vyznamu.Casto se Zici udi zpaméti,
jakd znameni maji goniometrické funkece v jednotlivych
kvadrantech. Jednotkova kruznice nam da vidy bezpeé-
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nou odpovéd na tuto otdzku a navic nezatéZuje pamét
¢isté mechanickymi prvky, které v sob& skryvaji vidy
vétsi riziko zapomenuti. Stad{ sestrojit pfisludny jednot-
kovy vektor a viimnout si, jakd-znameni maji jeho sou-
fadnice. Uvédomime si dale jednou providy, Ze vSechna
komplexni ¢isla, jejichz obrazy pokryvaji kupt. 2. kva-
drant, maji realnou slozku stile zdpornou a imaginér-
ni kladnou (a podobné je tomu ve viech kvadrantech).
Proto, chceme-li rozhodnout pouze o znameni, nemusime
dbét v nadrtku zZadné velké pfesnosti. Zakladnim krité-
riem je totiz kvadrant, a ne velikost dhlu.

Z obr. 7 je vidét, Ze sin 0 = 0, cos 0 = 1; sin g = 1,
. 3
co8 _12:_ = 0; sin # = 0, cos 7 = —1; sin 3=
=—1, COS—%TI: = 0; 8in 2x = 0, cos 27 = 1.
A=[a,a,) Lo

cosp-r| P J

Obr. 7. Obrazy sinu a kosinu na jednotkové kruZniei.
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Dtive nez pfistoupime k definici daldich dvou gonio-
metrickych funkei, musime jedté upozornit na dvé dile-
zZité vlastnosti sinu a kosinu.

Yéta 1.1. Pro libovolnou hodnotu ¢ platt :
sin? I:p +coslp =1.
Dukaz. Podle (1,9) vime, Ze kazdou komplexni jed-
notku miiZeme psat ve tvaru
r=cosp +ising.
Odtud plyne, Ze
|72 =sin? ¢ + cos? @ .

Ponévadi jde o komplexni jednotku, plati || = 1. To
viak znamend, Ze 1 = sin?¢ + cos? ¢. Tim je dikaz
véty proveden.

Véta 1.2. Funkce sin ¢ a cos ¢ nabyjvajt pro libovolné ¢
pouze hodnot z intervalu (—1, 1).

Dikaz. Vezmeme op&t komplexni jednotku r =
=1, + ry. Vime, Ze plati r, = sin ¢ [srovnejte (1,8)
resp. (1,9)]. Vyjdeme z nerovnosti, kterd je zfejmé
pravdiva

0=(n).

K obéma stranim priéteme (r,)? a pouZijeme rovnosti
- ("1)2 + (,.2)2 — |7-|2 =1,
Zkoumanou nerovnost uvedeme tak na tvar

(re)* = 1.
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Ekvivalentni tpravy vedou jiz k Zddanému vysledku
ITZI é ]- ’
—1<r=<1,
—1 =<sing =1.

Dukaz pro cos ¢ by byl obdobny a &¢tendf se s nim
setkd ve cvideni (cv. 1,5).

1.3. Zavedeni funkei tangens a kotangens. Prejdeme
nyni k dal$im dvéma goniometrickym funkeim.

Definice 1.2. Podil SImP

, pokud ma smysl, na-

zyvame tangens ¢, podil —sins—g , pokud ma smysl, na-

zyvame kotangens g.

Ctenaii jist& znajf symbolické vyrazy, kterych pouz-
véime. PiSeme totiz
__ sing _
gy = cos ¢ ’ cotg ¢ sin ¢
Upfesnime si nejprve existenéni obor vyrazii, o nichz
mluvi definice 1.2. ~

Zlomek ::; ? ms smysl, pokud cos ¢ # 0. To zna-

mena, Ze pro piisludnou komplexni jednotku r =r, +
+ r,i plati vztah r, # 0. Existuji vSak pouze dvé
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komplexni jednotky, pro které r, = 0. Jsou to &fsla i
a —i. Velikost k nim p#isludnych orientovanych dhld
musime proto vyloudit. JelikoZ se jednd o liché ndsobky

¢isla % , miZzeme podminku zapsat souhrnné ve tvaru

¢ # (2 + 1),
kde k je libovolné &islo celé.

Podobns zlomek o %
sin ¢

neboli 7, £ 0 (= 7, 4 r,i je opét piisludna komplexni
jednotka). Komplexni jednotky, pro které r, = 0, jsou
realna disla, jejich obrazy leif proto na realné ose. Tyto
jednotky maji hodnotu 1 a —1. Jsme tedy nuceni vy-
loudit velikosti k nim p¥fsluinych orientovanych thld.
V prvém piipadé jde o 1hel velikosti ¢ = 2k=, v druhém
9 =n + 2kn = (2k 4 1) =. Vidime, Ze se jedni jak
o sudé, tak o liché nasobky &isla =, to znamena o viechny

celodfselné nasobky w. Podminka, aby zlomek (:i):q)
mé] smysl, m4 tudiZ jednoduchy tvar ¢ # kn (k je libo-
volné celé éislo).

Vysledky rozboru, ktery jsme provedli, nemaji jen
bezprosttedni vyznam pro stanoveni existendnich obord
funkef tangens a kotangens. Budeme je v dalsim &asto
potiebovat.

Shrneme-li pfedchazejici uvahy, miZzeme Fici, Ze

mé smysl, pokud sin ¢ # 0,

,  pokud q);é(2k+l)%,
(1,11)

gy = cos p

cotg p = %—% , pokud ¢ # kn.



Zivérem odstavece dokdzeme jednoduchy, ale pro vy-
potty a upravy Casto uZiteény vzorec.

Véta 1.3. Pro ka#dé ¢ + k% platt
tgpcotgep = 1.

Dikaz. Podminks ¢ # k%za,hrnuje v sobé obé

podminky pro tg ¢ i cotg ¢ z defini¢nich vztaha (1,11).
Dikaz sam je zfejmy. Upravou dostaneme

sing cos g

== 1.
cosp sing

tg g cotg p =
Ptiklad 1.1. DokaZme, Ze pro piipustna z plati:

1
2 —_—
a)l 4 tg2x cosiz

b) 1 + cotg?zx =

sin%x
Jestlize x # (2k + 1)—72:—, potom

sin? x cos?x + sin?x 1
1 ftgtr=1+—3"= . -
cos? x cos? cos? x

Pii pfechodu k posledni rovnosti jsme uzili véty 1.1.
Dikaz druhé identity je analogicky.
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1.4. Moivreova véta. Dalsf ¢ast této kapitoly vénujeme
elegantni v&té, které fikame Moivreova véta podle jejitho
autora ABRAHAMA DE MoOIVRE (1667—1754). Tato véta
bude mit pro nas zasadni dilezitost. Upozoriujeme
predem, Ze k jejimu dikazu pouzijeme vzorce pro thel
dvou vektord, ktery najdete v udebnici matematiky
pro III. ro¢énik stiednich vieobecné vzdélavacich kol
(str. 167). Vzorec m@ tvar

“a.b

COBwW = ——+ - 1,12
oI To (:12)
Symbol a. b nazyvime skalirnim soudinem vektori a, b.
Hodnota skaldrniho soudinu je definovana takto:a.b =
= a,b; + asb,. Predpoklddime, 7e vzorec (1,12) znd
étenaf ze 8koly. K jeho dikazu by nim stadily gonio-
metrické funkce, definované na prayoihlém trojahelniku,
a naSe dosavadni znalosti.

Véta 1.4. (Moivreova véta). Soulin dvou komplexnich
jednotek je opét komplexni jednotka, jejif argument je
roven souttu argumentd, obow Einiteld.

Vétu zapileme nasledovné:

(cos « 4 isin &) (cos  + isin B) = cos (« + f) +
+isin (x + B).
Dikaz. Komplexni jednotky s pfisluSnymi dhly «, 8
oznadime r,, rs. Budeme tedy psat
o =COSa + isina, rg =cosf J+isinf.

Komplexni &fslo, které je jejich soudinem, oznaéime r.
Plati tedy r = r, ry. Chceme dokdzat:

1. r = r, r5 je opét komplexni jednotka,
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2. jednotka r je urfena orientovanym thlem o veli-
kosti « + f.

Vime, Ze absolutni hodnota soudinu je rovna soudinu
absolutnich hodnot. Proto
[l = Ira ral = Iral Irs] = 1.1 =1.
Tim je prva dast tvrzeni dokdzédna. Druhd &ast dikazu
bude ponékud obtizn&jsi. Doporudajeme &tenati, aby se
nedal odradit délkou. Vyslednou jednotku # muZeme
podle (1,9) psat ve tvaru
r=cosgp-+ising, (1,13)
kde cos@ = cos a cos f — sinasin B,

sin ¢ = sin a cos § + cos asin f. (1,14)

Vysledky (1,14) dostaneme snadno, jestlize provedeme
naznadené nasobeni Na pravé strand rovnosti

r = (cos &« + isin «) (cos § + isin f)

a porovname realné a imaginarni slozky.
Chceme dokizat, 7e ¢ ve vzorci (1,13) mé velikost
a + f. Hledejme proto slozky komplexn{ jednotky

z=uz + 2,1,
ktera je urdena orientovanym thlem o velikosti « + .
Budou-li mit tvar (1,14), potom vzhledem k uréenosti
komplexnfho &isla budeme s dilkazem u konce. Vektory
rs, X (obr. 8) sviraji neorientovany thel o velikosti a.
Podle vzorce (1,12) mizZeme psit

cos @ = X.rg (nebot |rs| =1, |[x] = 1) *)
*)} Hodnota goniometrické funkce, kterd p¥slusi neoriento-
vanému thlu o velikosti @, se rovnd hodnoté goniometrické
funkce orientovaného uhlu o zékladnf velikosti &.
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Vektory rs, x v uvedeném potadi uréuji orientovany
dhel BPX, jehoz velikost je rovna &fslu «. Oznaéime-li

zékladni velikost orientovaného thlu BPX znakem &,
miiZeme ziejmé psat

x=¢ nebo a =2m—ce.
Je proto spravné jedna z téchto dvou rovnostf -
a=a + 2kxr nebo a = (2r—a) + 2k=n.

X
Blryy,ry2l

X[x,.XZJER["f:’}J r/j A[r¢1:r¢2]

A\ 9

N\
X

Obr. 8.° Graficky soudin komplexnich jednotek.

Odtud a z definice 1.1. bychom snadno dokazali, Ze
cOS & = COS a .

Rovnici cos « = x.rs miZeme proto psit ve tvaru

cosa = X.rg.
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Provedeme-li skaldarn{ soudin vektorii na pravé strané,
dostaneme '

cosa = x,co8 f 4 x,8in g,
kde slozky z,, z, jsou vazany vztahem (z,)? + (x,)2 = 1.
Maime tak soustavu pro neznamsé z,, z,:
cosx = x,co8 f§ + x,8in f,
() + (@2 =1.
Z prvni rovnice soustavy (1,15) vyjadiime x,:

(1,15)

cos &« — x, cos f}
sin 8

£E2=

, B #km. (1,16)

Po dosazeni z, do druhé rovnice a snadné upravé dosta-
neme kvadratickou rovnici pro neznimou z, :

(%,)2 — 2%, cos a cos § + cos? « —sin? f = 0. (1,17)

Rovnice (1,17) ma vzdy feSeni, nebof jeji diskriminant
D = 0. Ma totiZ tvar D = 4 sin? a sin? f. S podrobnym
dikazem se setkate ve cvifeni 1.6 na str. 40. Kofeny
rovnice (1,17) oznaéime z,, z; . Jsou to &isla

Z, =cosacos f —sinasinf,

x, =cosacos f 4 sinasin f.

Dosadime-li do (1,16), ziskame x,, x; :

Z, = sin a cos § + cos a sin S,
x, = cos a sin f — sinx cos .

Zapisme prehledné dvojice kofent, které jsou FeSenim
soustavy (1,15). Dostdvime tak

x, =cosacos } — sin a sin §,

. . 1,
Z, = sinacos f + cosa sin §, (1,18)
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Zy =cosacos f + sinasing,

. . 1,19
¥, = co8 & 8in f — sin a cos f . (1,19)

Kazdé komplexni ¢islo je svymi slozkami jednoznaéné
uréeno. Jednotka z je proto dana pouze jednou dvojici
&fsel, tudiz ¢&isly (1,18) nebo (1,19). Snadno se- totiz
ukaze, Ze neplati identicky x, = z;, z, = ¥, . Abychom
urdili jednotku x, stadf aplikovat na§ postup na vektory
X, rs. Tyto vektory sviraji tihel § (obr. 8), proto dosta-
neme zcela obdobné jako v prvém p¥ipadé soustavu

cos f = x; cos & + x, 8in a.,

(@) + (@) = 1.
Soustava (1,20) ma stejny tvar jako soustava (1,15).
Nemusime ji tedy fesit. Stadf, jestlize ve vysledku za-

ménime a a f. Také podminka z (1,16) ma tvar a # k.
Resenfm jsou proto dvojice &isel:

(1,20)

x, =cosacos f— sinasin g,

Zy = sinacos f§ 4+ cos a sin B, (1,21)

¥, = cos a cos f + sin a sin §,
1"

¥, = sinacos f—cos « sin .

(1,22)

Jelikoz slozky jednotky x musi vyhovovat jak soustavé
(1,158), tak soustavé (1,20), mame jedinou moZnost.
Jsou to &fsla (1,18) resp. (1,21). Srovname-li nyni jednot-
ku z 8 jednotkou r ze vzorct (1,13) a (1,14), vidime, Ze
z =r, tedy ¢ = a + f. Je tedy jednotka uréena orien-
tovanym udhlem a + f pravé ta jednotka, kterd je vy-
sledkem soudinu jednotek s orientovanymi uhly «, §.
Tim je dikaz v&ty proveden pro a # kr, f # km.
Dikaz zbyva doplnit v p¥{padech, Ze néktera z jedno-
tek, které vystupujf v souéinu, je urdena orientovanym
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thlem k. Jde tedy o jednotky 1, —1. Snadno se ukaze,
7e podminka souvisi pouze s podéetnim postupem.
Kdybychom v rovnicich (1,15) nebo (1,20) vyjadiili
misto x, nezndmou x, a tu dosazovali do rovnice (z,)% +

+ (2,)* = 1, museli bychom vyloudit dhel (2k 4 1) —;i .

Jednotku 2 bychom dostali zfejmé ve stejném tvaru,
vyloudené jednotky by vsak byly i a -—i, zatimco
8 jednotkami 1, —1 by bylo viechno v pofadku. Po-
drobny vypodet si jiz étendf snadno provede sim a tim
dukaz Moivreovy véty ukondi.

Nyni dokézeme vzorec, ktery tzce souvisi 8 Moivreo-
vou vétou.

Vita 1.6. Pro kafdou komplexni jednotku a kaidé pii-
rozené éislo n plati :

(cos & + isin a)* = cos na + isin na .

Dikaz provedeme tiplnou indukef.

a) Vzorec ztejmé plati pron = 1.

b) Pfedpokladejme platnost vzorce pro néjaké pevné
dslon = k:

(cos a 4 isin a) = cos ka + 1sin ka . (1,23)

cJ Na zaklad& ptedpokladu (1,23) dokdZeme, Ze vzorec
plati také pro n = &+ 1. Zfejmé&

(cos a 4- isin a)st! = (cos & + isin a)* (cos a + isin a).
Za (cos a + isin a)* dosadime podle (1,23). Potom

(cos a + isin a)¥*! = (cos ka -+ isin ka) (cos a + isin a).
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Pravé strana je soudin dvou komplexnich jednotek a
mibZeme na ni uzit Moivreovu vétu. Dostaneme

(cos & + igin a)kt! = cos (ka + «) + isin (ka + «)
a konedné& po tipravé
(cosa + isina)t! =cos(k + 1)« +isin (k + 1) «.

Tim je diukaz véty proveden. Dokazali jsme totiZ:
Jestlize vzorec plati pro n = k, plati také pro pfirozené
¢islo o 1 vét&i. Podle a) plati viak vzorec pron =k =1,
proto plati také pro n = 2, 3, atd. Vzorec proto plati pro
kazdé ptirozené n.

POZNAMEA 1.6. Véta 1.5 je velmi uZiteénd. Umoziiuje
nam usporny vypoéet n-té mocniny komplexnfho &fsla,
vede ke vzorci pro n-tou odmocninu, je zakladem pfi
feteni tzv. binomickyjch rovnic a koneéné dovoluje nam
vyjadfit snadno goniometrické funkce vicenasobnych
uhli pomocf funkef ihld jednoduchyeh (cv. 1.10).

1.5. Disledky Moivreovy véty. Moivreova véta nds
bohaté odméni za namahu spojenou s dikazem pravdy,
ktera je v nf obsazena. Na zaklad® této véty muZeme
totiz odvodit vétsinu goniometrickych vzoret a vztahi.
Pro piehlednost budeme dusledky, které uvedeme, éiglo-
vat. '

DUSLEDEE 1. GONIOMETRICKE FUNKCE ZAPORNEHO
ARGUMENTU.

Piipomerime si, Ze velikosti orientovaného tdhlu ¥ka-
me také argument. Vezmeme-li dvé komplexni jednotky
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o argumentech a, —a (obrazy obou jednotek leZ{ sou-
mérné podle osy z,) a vynasobime je, pak podle Moivreo-
vy véty plati rovnost

[cos &« + 1isin a] [cos (—a) + i8in (—a)] = cos 0 +
+isin0 =1+ 0i.

Soudin na levé strané m4a tvar
cos a ¢08 (—a) — sin « sin (—a) + i [sin « cos (—a) +
+ cos a sin (—a)] .

Na zdkladé definice rovnosti komplexnich &isel mizZeme
psat
608 & €08 (—a) — sin a sin (—a) =1,

sin « ¢os (—a) + cos a sin (—a) = 0.

Povazujeme-li obé rovnice za soustavu pro neznamé
cos (—a), 8in (—a), snadno zjistime, Ze
sin (—a) = —sin a
(1,24a)
cos (—a) = cos &« .

Zkouska nas pf'esvédél’, ze nalezena ¢fsla jsou opravdu
kofeny soustavy.

Dosadime-li (1,24a) do vzorce pro tg (—a) a cotg (—«),
dostaneime pro ptipustnéd « vzorce

t’g (_a) = —t'g a,

(1,24b)
cotg (—a) = —cotg « .

DUSLEDEE 2. SOUJTOVE VZORCE.
Pouzijeme-li rovnosti 9. = a + # k tpravé rovnic
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(1,14), ziskime bezprosttedné diilezité vzorce, kterym
fikdme soudtové a které plati pro libovolnd a, f:

sin (« + B) = sinacos B + cos asin f,
(1,25a)
cos (x 4+ f) =cosacos f—sinasin g .

Jestlize ve vzorcich (1,25a) polozime misto § argument
(—p) a pouzijeme vysledki (1,24a), mime dalsf dva
souttové vzorce:

sin (@« — B) = sin a cos § — cos a sin f,

(1,25b)
cos (x — ff) = cos a cos # + sin asin f .

DUSLEDEK 3. DALSE SOUGTOVE VZORCE.

Podol;né soudtové vzorce plati také pro tg (a + B)
a cotg (a + B). UkdZeme si odvozeni prvého, druhy
pouze zapiSeme. Zfejmé milzeme psat
sin(« + f) sinacosf + cosasinf
cos(x + f) cosacosf Fsinasinf’
Posledni zlomek zjednodusime tim, Ze délime d&itatele
i jmenovatele cos « cos 8. Po kraceni dostaneme

tga £ tgf

1T tgatgf’
Podle (1,11) ma oviem odvozeny vzorec smysl jen v tom
piipads, Ze

a+f (k15 [resp.a—p =2k + 1F,

tg (a £ B) =

tg(a £ f) = (1,26a)

a#@k+1)5,f#@2k+1) 5.
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Podminky neni viak tfeba znit zpaméti, stadf znalost
existen¢énich predpokladi z defini¢nich vztaht (1,11).

Obdobnym zptsobem bychom ziskali vzorec
cotgacotg f F 1
cotga +cotg g

Ve vzorecich (1,26a) a (1,26b) plati vidy soutasnd vSechna
horni nebo viechna dolni znameni.

cotg (« £ f) =

(1,26b)

DUSLEDEK 4. Dosadime-li ve vzorcich (1,25a) a (1,25b)
« =% , B =2 a pak a = &, § = x, obdriime vztahy:

sin(%+x]= cos x,

cos[% —I-:v] = —sinz,

(1,27a)
i (i—x] = COS X
sin {2 R
17 ]_ .
cos(?——a: = sinz,
sin (v 4 ) = —sin 2,
cos (m + z) = —cos x, (1,27b)

sin (r —z) =sinz,
cos(m —gx) = —cosx.
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DUSLEDEK 5. PERIODIONOST GONIOMETRICKYCH
FUNKCH.

Funkeci y = f(x) nazyvime periodickou, jestlize exis-
tuje néjaké pevné ¢islo p tak, Ze pro kaidé z plati
f(x + p) = f(x).

Ve cvideni (cv. 1.9) si muzZete dokdzat, %e pro kazdou
periodickou funkei plati: Je-li k libovolné celé é&islo, f(x)
periodickd funkce, pro nif plati f(x + p) = f(z), potom
také f(x + kp) = f(x).

Defini¢ni vztah, ktery charakterizuje periodickou
funkei, fika, Zze funkéni hodnoty v bodech z a (z + p)
jsou si rovny. Nejmendi kladné éislo p, pro které plati
Hxz + p) = f(z), nazyvame periodou.

Véta 1.6, Viechny éom’ometrické funkce jsou periodic-
ké. Ptitom pertoda funkci sinx a cos z je 2w, perioda
funkci tg x a cotg x je =.

Dikaz. Je-li funkee sin = periodickd, potom existuje
pro viechna z ¢islo p (které nezavisi na z) tak, Ze
sin (x + p) = sin . JestliZe rozvedeme levou stranu
podle piisludného vzorce (1,25a) a upravime, dostaneme
rovnici

sinx{(cosp—1) + coszsinp =0,

kterd je splnéna pro vSechna z tehdy a jen tehdy,
jestliZe cos p = 1, sin p = 0 (cv. 1.7). Cisla cos p a sin p
jsou slozky téze komplexni jednotky s argumentem
2km, ktery nabyva nejmensi kladné hodnoty pro &k = 1.
Funkece je proto periodicka a jeji periodou je ¢&fslo 2.
Diikaz pro funkei cos by byl obdobny.

Také dukazy pro tg x a cotg z jsou téméf stejné, ome-
zime se proto na tg x. Ptejme se, zda existuje pro viech-
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na piipustna x takové &islo p # (2k + 1) %, aby pla-

tilo tg(x + p) =tgx, [(x-{—p) # (2k + l)%].Roz-

vedeme-li levou stranu podle vzorce (1,26a) a upravime,
dospé&jeme k rovnici

tgp(l + tg2x) =0.

Ta je zfejmé splnéna tehdy a jen tehdy, jestlize tg p = 0,
to znamend p = kx. Posledni vysledek plyne ze skuted-
nosti, Ze rovnice tgp = 0 je ekvivalentni s rovnicf
sin p = 0 a tou jsme se jiz zabyvali v rozboru, ktery
vedl k definiénim vztahtim (1,11). Cislo p existuje a jeho
nejmendi kladnd hodnota je wn. Dokézali jsme tim, Ze
funkee tg = je periodicka s periodou .

DUSLEDEK 6. VZORCE PRO DVOJNASOBNE VELIKOSTI
UHLU.

Polozime-li ve vzorcich (1,25a) a = f = z, dostaneme
ihned
sin 2z = 2 sin x cos z ,
. (1,28a)
cos 2r = cos?z —sin?zx.
Udinime-li totéz se vzorei pro tg (x + f) a cotg (« + f),
ziskdme dalsi vzorce

2tgx
2= g
(1,28b)
cote 2x = EOtg2x_—1
B85 ="9 cotgz

Prvni vzorec (1,28b) plati za pfedpokladu, Ze z #

34



# (2k + 1)%:; x # (2k + 1)— , druby, jestlite z #

k13
;ék—z—.

DUSLEDEK 6. VZORCE PRO POLOVIUNI VELIKOST UHLU.

Ve druhém vzorei, ktery je uveden pod éfslem (1,28a),
mizeme pomoci véty 1.1 vyjadtit pravou stranu pouze
pomoci sin z nebo cos z. Plati totiz, Ze

cos2x =1 —2sin%zx ,
cos 2x = 2cos?x — 1.

Odtud dostaneme dal3f dva vzorce

sin?z = %(l—cos 2z) ,
(1,29a)
cos?x =% (1 + cos 2z) .

[+ 4

Polozime-li zde « = 2z, potom z = 3

a vzorce (1,29a)

ptejdou na tvar

sin? =%(1—cosa),

x
2
(1,29b)

21
cos® 5 = 3 (1 +cosa).

Vzorce (1,29a) i (1,29b) vyjadiuji samoziejmé tytéz
vztahy. Jde pouze o jinou formu zépisu. Z nich obdrzime
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bezprostfedné vyjiddfeni pro tg?z nebo tg3% . Snadno

si muzeme ovéfit, ze

1 —cos 2x 4
tg2x=m2—z, -"3#(2704-1)?
. (1,30a)
— cos
tgz—%:ﬁ—, a#=2k+1)=w .

DUSLEDER 7. Za pHisludnych existenénich predpoklads
mitZeme katdou goniometrickou funkci vyjddiit raciondiné

pouze pomoct funkce tg —;— .

Oznaéme tg % = t. PouZijeme-li ve vzorcich (1,28b)

substituce 2z = a potom

x
2t 5 -
tga =— ,a#(2k+l)—2—,a7&(2k—|—l)ﬂ:.
—te2 2
1—1tg )
Na podkladé nasi poditedni dohody muzeme psit
2t
tlg x = Ith . (1,31)

Jelikoz tg « cotg a = 1, plyne odtud a ze vzorce (1,31),
Ze

—¢2
2t

, a Fkw.

1
cotg & = -
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. 1
Ve vzorcich (1,28a) poloZime opét 22 = aneboliz = % .

Dostaneme tak vztahy:

N & a sini «
. — o * & _, 2 2 & _
sin 2sm2.cos2 2cos°‘ . CO8 )
2
=2tg > —l—a
: Nad
L+ tgl 3
Podle pfikladu 1.1 jsme pouZzili identity
g 1
1+ tg 5 . Szi
083

Jelikoz podle dohody piSeme tg % = {, muzeme sin a
vyjadfit pomoei vztahu

. 2¢
Slna-—m', [ 1 #(2’0-’-1)7:. (1,32)

Potitejme pti stejném oznadeni ze vzorcu (1,28a) cos a:

— cos? X _ginz % — o 21[ _ 23_]=
€os a = co8® 5~ — sin® 5 cos? - 1—tg 5
- 4
1 —tg?—
= 1 [l—tgzi 2
1t U g
g2 _ €2
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Odsud plyne vysledek

1—1¢2

Ccos & = m, & -‘,é (2’0 + l) . (1,33)
Ctenate, pro které je tento svazek prvnfm hlubdfm
pohledem do svéta goniometrickych funkei obecného
tihlu, chceme upozornit, které vzorce je dobré znit
zpaméti. Jsou to samoziejmé viechny véty, definiéni
vztahy (1,1), (1,4) a (1,11), dile pak vSechny vzorce
¢islem (1,24a) poéinaje a (1,34b) konde. Vyjimku mohou
¢init pouze vzorce (1,27a), (1,27b). Ze vzoreu (1,29a),
(1,29b) a (1,30a), (1,30b) sta®i pamatovat jednu variantu.

Vzorce (1,34) probereme nyni. -

DUSLEDEK 8. SOUSTOVE VZORCE PRO sinz 4 siny
A cosx 1 cosy.

Uzijeme-li na vzorce (1,25a) a (1,25b) substituce

r+y _x*T—Yy
2 B = 2

a4+ f=xa—f =y, potom a =

a vzorce pfejdou na tvar:

sin z = sm——-licos ;y +cosx;y sin x—2-y’
siny = sin =v-2l—y cos x—2—y — cos x;'_ysin x;y,
c08 T = cO8 — -gy cos x;y_sinx;—y sinx—;y,
cos y = cos a:—zi—y cos_l_{_ sin —;—y sin x;y.
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Seétenf a odedteni prvych dvou rovnic vede ke vztahtimt
oY o B
(1,34a)

r+y . z—y
g~ sin ——.

sinz + siny = 2 sin

08

sin x —siny = 2 cos

Podobné soudet a rozdil druhych dvou rovmic vede
k vysledku:

co8x + cosy = 2 cos w+ycos Ty

2 2
(1,34b)
o8 % — cos y = — 2 sin — TY in 2 Y
2 2

Vzorce (1,33a) a (1,33b) maji mnohostranné vyuziti
nebot pievadéji souéet nebo rozdil dvou funkef na souéin.
Tento proces je tidelny kupf. pfi provadéni vypoétu lo-
garitmicky. Pro funkce tgx 4 tgy a cotgx 4 cotgy
podobné vzorce nezaviadime. Potfebujeme-li takovy
vzorec, odvodime jej pro kaZdy ptfipad zvlast tak, Ze

pfejdeme k funkeim sinus a kosinus.

Cvideni

V2—V5

2

1. 1. DokaZte, %e ¢&islo
plexnf jednotka.

+ i je kom-

2z — 3
1.2. Urdete hodnotu vyrazu V3— sin ¢ + cos ¢, jestliZe

1

sincp=£;—l/—i,cos¢=2y2—_]/§.
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1.3.

1.4,

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.
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Napidte algebraicky tvar komplexnich jednotek bez
poufitf tabulek hodnot goniometrickych funkef, znédte-li
argumenty t&chto jednotek:

T ™
=—-’ b _ ——,
a) g 13 )e 8

Névod: UZijte vzorea (1,29), znameni stanovte pomoci
jednotkové kruZnice.

Napiste algebraicky tvar komplexniho ¢fsla, jestlize

Doka#te, Ze pro ka%dé x jesplndna nerovnost [cos x| = 1.

Névod najdete v dikazu vty 1.2.

DokaZte, Ze pro libovolné «, § plati identita
cos? a cos? f — cos? a + sin? § = sin® asin?g.

DokaZte, Ze rovnice sinz (cosp — 1) + cosxsinp =
= 0 je spln&na pro kaZdé z tehdy a jen tehdy, jestliZe
p = 2kn. Ndvod: Abyste dokézali, ¥¢ podminka p =
= 2k~ je nutnd, staéf si uv8domit, Ze neplati nikdy sou.-
dasnd sin? = 0, cos? = 0.

)

Odvodte vzorce pro a) tg2 + tgy,
b) cotg x + cotgy .



1.9. DokaZte: Je-li k libovolné celé ¢islo, f(x) periodickéd
funkee, pro niZ plati f(x + p) = f(z), potom také plati
f(x + kp) = f(z). Ndvod: UZijte matematické indukce.
Jestlife- &k < 0, ptevedeme levou stranu na tvar

fle — (—Fk) pl.

1.10. Vyjédiete cos 7« a sin 7a (pomoci véty 1.5) pouze
funkcemi jednoduchého argumentu a.

1.11. Ovétte si, Ze rovnice (1,19) plynou z rovnic (1,18), dosa-
dime-li tam za « hodnotu —a.
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