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3. kapitola

GEOMETRICKE,ZNAZORNENf MNOZIN
KOMPLEXNICH CISEL

Pfipomnéli jsme jiZ, Ze komplexni Cisla lze zndzornit vektory
v roviné. Cislu a, +- a,i je pfifazen vektor P4 (a;, a,). Po-
znali jste ve §kole, Ze aritmetickym operacim s komplex-
nimi ¢isly odpovidaji pfisluSné operace s vektory. Zejména
je tfeba si uvédomit, Ze prostd hodnota komplexniho ¢isla
odpovidd velikosti prisluSiného vektoru, tj. vzdalenosti
koncového a pocite¢niho bodu vektoru. Argument kom-
plexniho Cisla pak odpovida ihlu mezi vektorem a kladnou
casti osy x.

Jestlize v tomto zndzornéni uvaZujeme jen umisténi
vektord s poCitecnim bodem v pocatku soustavy soufadnic,
jsou Cisla a,, a, soucasné soufadnicemi koncového bodu
vektoru PA, znizornujiciho Cislo a = a; + a,i. To nam
umoziiuje prifadit kazdému komplexnimu Cislu a = a, +
+ a,i bod A4 (a;, a,). ProtoZe ]edmm z prvnich matema-
tika, ktery pouzival tohoto znizornénmi, byl K. F. Gauss
(1777—1855), mluvime &asto o zobrazeni komplexnich
Cisel v Gaussové roviné. Jak uvidime, je tento zplsob
velmi vyhodny a nazorny zejména pfi zndzorfiovéni
mnoZin komplexnich Cisel, 1 kdyZ neumozZnuje tak snadno
grafické provddéni aritmetickych operaci s komplexnimi
€isly jako znazornéni vektory.

PFiklad 21. Znazornéte geometricky mnoZinu komplex-
nich ¢isel, pro n&Z plad (a) (2l = 1;(b) |2| < 1;(c) 2] > 1.
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Reseni. (a) Dani podminka znamens, %e vzdilenost bodu
znazorfiujiciho Cislo z od pocitku je rovna jedné. Je tedy
znizornénim Cisel z geometrické misto bodd, jejichZ vzda-
lenost od pocdtku je jedna. Tyto body vytvon )ednor.kovou
kruZnici se stfedem v poc¢itku. Body uvniti této kruZnice
maji oviem vzdailenost od pofatku mensi neZ jedna, body
vné kruZnice v&tsi neZ jedna. Plati tedy pro komplexni
Cisla z, zndzornéna body uvnitf jednotkové kruZnice, ne-
rovnost |z| < 1, zatimco pro komplexni ¢isla znizornéni
body vné kruZnice plati nerovnost obricend, |z > 1. Tim
jsme zodpovédéli zaroven otazku (b) a (c).

P#iklad 22. Znizornéte geometricky mnoZinu komplex-
nich d&isel, spliujicich souCasné nerovnosti

—1l <Rez=2,0<Imz <2

Reseni. Realna &ist komplexniho &isla z je zndzornéna
soufadnici x pfisluSného bodu. Nerovmost —1 < Re
2z = 2 tedy znamena totéZ jako —1 < x < 2. Body, které
spliiuji tuto podminku, leZi v pasu mezi pfimkami x = —1,
x = 2, pfi¢emZ pfimka x = — 1 je vyloufena (levd nerov-
nost je ostrd!), zatimco pfimka x = 2 je do p4su zahrnuta
(pravéd nerovnost pfipousti i rovnost). Podobné nerovnost
(¢1 spravnéji nerovnosti) 0 < Im z < 2 znamen4, Ze sou-
fadnice y musi spliiovat podminku 0 < y < 2; ob& hra-
ni¢ni pfimky tohoto pasu jsou pfipustné.

Maji-li ¢isla z spliovat soucasné obé nerovnosti, musi
leZet v asti roviny, spole¢né obéma pasim. To je obdélnik
o vrcholech (—1, 0), (—1, 2) (2, 2), (2, 0). Jeho obvod je
casti pfipustné mnoZiny bodua aZ na svislou useCku mezi
vrcholy (—1, 0), (—1, 2) vietné téchto krajnich bodu.

(Viz obr. 3.)
Pozndmka. VSimnéte si, Ze Casto fikime napf. ,,komplex-
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ni ¢isla leZi v obdélniku. .. apod. misto pfesnéjsiho ,,body,
zndzornuyjici komplexni Cisla, leZi v obdélniku...”“. Po-
dobné muizZete Cist také naopak napf. ,,body na jednotkové

y
~1,2) (2,2

(-1,0) (2,0)

Obr. 3

kruZnici maji prostou hodnotu rovou 1% misto ,,&sla,
znizornénd body na jednotkové kruZnici, maji prostou
hodnotu rovnu 1.

PFiklad 23. Znizornéte v Gaussové roviné mnoZiny
komplexnich &isel, pro néZ plati (a) Im 22 > 0, (b) Re
22 2 0.

Reseni. Nejdfive musime napsat 22 v algebraickém tvaru,
abychom vidéli, jaké podminky plati pro soufadnice x a y.
Je-li z = x + yi, je 2> = x% — 3% + 2xyi. Prvni podminku
muZeme tedy psit ve tvaru 2xy >-0, druhou x* — 2 = 0.

(a) Nerovnost 2xy > 0 znameni, Ze soufadnice x 1 y maji
totéZ znameni, tj. jsou bud obé kladné, nebo obé& zdporné.
Prvni moZnost nastivd pro body v prvnim kvadrantu,
druha pro body v tfetim kvadrantu. MnoZina Cisel, pro n&Z
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Im 22 > 0, je tedy znizornéna prvnim a tfetim kvadrantem,
osy souradnic jsou vylouceny (proc ?). (Viz obr. 4.)
y

N

X

-
.

(b) Nerovnost x2 — y? = 0 znamend y% < x* ¢ili |[y| =
= |x|. Tuto nerovnost miZeme napsat ve tvaru —x =y <
= x, je-li x nezdporné, nebo x <y < —x, je-li x zdporné
(nebot pak x < —x!). Pro jakoukoliv hodnotu x miiZeme
tuto nerovnost mapsat s pouZitim |x| ve tvaru —|x| =
sy =[xl

Zvolime-li libovolnou pfimku rovnob&Znou s osou y, pak
body splfiujici tyto nerovnosti vyplni na ni tseCku mezi
body y = —x,y = x. Pfimky y = —x,y = x jsou proto
hranici hledané mnoZiny bodu, kter4 je na obr. 5 vyznacena
Srafovanim. Obé hraniCni pfimky, které pili dhel mezi
osami soufadnic, zahrnujeme oviem do na$i mnoZiny,
nebot ve viech naSich vztazich je rovnost pfipustna.
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Ulohu (b) méZeme feiit také jinym zpasobem, pouZi-
jeme-li goniometrického vyjidfeni komplexniho &isla, Je-li

2z = |2| (cosa + i sina),

je oviem x = |2| cosa, y = |2| sina. NaSe podminka se d4
napsat ve tvaru |x| = |y| &li |cosa| = |sinal, tj. |tga| = 1.
Jak vite, plati tato nerovnost pro uhly z intervalts { —45°,
45°) a (135°% 225° . Jak sisnadno ovéfite, odpovidaji
t€mto hodnotim argumentu pravé viechny body z mnoZiny
vyznacené na obr. 5.

Obr. 5

Pkiklad 24. Jaké podminky spliiuji komplexni &isla, zn4-
zornéna body uvnitf mezikruZi o stfedu (0, 1), vnitfnim
poloméru r, = 1 a vnéj§im r, = 3°?
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Reseni. Z definice krunice plyne, %e ka%dy bod uvnitf
mezikruZi je vzdilen od stfedu o vice neZ je hodnota vnitf-
nfho poloméru, ale o méné, neZ je hodnota vnéjsiho polo-
méru. Poznali jsme viak, Ze vzdilenost dvou bod odpo-
vid4 prosté hodnoté rozdilu komplexnich cisel, znizorné-
nych t&¢mito body.*)

Bod (0, 1), ktery je stfedem mezikruZi, znizoriiuje kom-
plexni jednotku i. Algebraickd podminka, charakterizujici
body uvnité daného mezikruZi (pfesnéji Cisla t&mito body
znizornénd) je

1 <|z—1] <3.

PFiklad 25. Znizornéte geometricky mno%inu komplex-
nich isel z, pro néZ plati |z — 4| > |z|.

Refent. Je-li z = x + yi, je

lg—4 =|G—4F 5% |zl =] +%
ProtoZe jde o neziporni Cisla, miZeme obé strany dané
nerovnost umocnit na druhou a napsat ji ve tvaru
x% — 8x + 16 4 y® > x% + 3%,
—8x 416> 0,
2> x.

Dani podminka tedy znamena, Ze redlnd cast Cisla z je
mensi neZ dv&. Tuto nerovnost spliiuji komplexni ¢isla,
znizornéna body v poloroviné vlevo od pfimky x = 2, rov-
nobé&Zné s osou y.

Stejny vysledek dostaneme oviem i geometrickou
dvahou: Nerovnost |z — 4| > |z| spliuji privé ty body

*) Pfesnéji Feeno, hovofili jsme zatim o velikosti vektoru. Velikost
vektoru je ov3em rovna vzdilenosti pociteéniho a koncového bodu.
Vzorec pro vzdilenost dvou boda A (x;, ¥, a B (x, ¥,) je, jak vite,
d= V(:::z — %) + (¥3 — )% Body A4, B znizorfiuji komplexni
dislaz, = x, + yiazy = x, -+ ¥,i;jetedy podle definice |2, — z,| = d.
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v Gaussové roviné, jejichZ vzdilenost od bodu 4 je vétsi nez
vzdilenost od bodu 0 (tj. od politku). Body, majici stejnou
vzdalenost od obou téchto bodt, leZi na jejich symetrile,
tj. na pfimce x = 2. Body, spliujici danou nerovnost, musi
tedy leZet vlevo od symetraly.

P¥iklad 26. Pro komplexni ¢islo z plati Im z/Re z > V3.
Je moZné, aby toto Cislo bylo znazornéno bodem uvnitf
kruZnice prochézejici podtkem, jejiz strcd lei na ose x
a jejiz polomér je r?

Reseni. NapiSeme-li z v goniometrickém tvaru, je
2z = |z| (cosa + i sina).

Potom ovSem Im z/Re z = tga. Dand podminka tedy zna-
mend, Ze argument &isla z lezi bud v intervalu (60°, 90°),
nebo v intervalu (240°, 270°). Geometricky je tato mnoZina
znizornéna Casti roviny mezi pfimkou, prochizejici po-
¢atkem a svirajici uhel 60° s kladnou &isti osy x, a ima-
gindrni osou. (Rovmice prvni pfimky je y = |/3x.) Na
obr. 6 je tato mno¥ina svisle $rafovéna, Pfimka y = |/3x je
nutné se¢nou kruZnice prochazejici poitkem, jejiZ stfed je
na ose x (nezdvisle na jejim poloméru), protoZe tefna této
kruZnice v pocatku je svisla. Dany kruh (bez ohledu na
soufadnici stfedu) zasahuje tedy svou casti (kruhovou
usef) do mnoZiny znazorfujici komplexni ¢&isla, kterd spl-
fiuji prvai podminku ulohy.

Odpovéd tedy zni: Ano, je moZné splnit obé podminky
souCasné. MnoZina takovych komplexnich Cisel je znazor-
néna kruhovou usedi. Je-li stfed kruZnice na kladné Casu
osy x, leZi tato UseC v prvnim kvadrantu; ma-li stfed kruz-
nice zdpornou prvni soufadnici, leZi Gse¢ ve tfetim kvad-
rantu. (Srovn. obr. 6, na ném? jsou vyznaceny dvé kruZ-
nice: se stiedem (5, 0) a (— 2, 0).)
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Dovedete struc¢né odivodnit, pro¢ odpovéd nezdvisi na
hodnoté soufadnice stfedu kruZnice ? Ano, protoZe zirovei
se zménou soufadnice se zméni i polomér kruZnice (musi
prochizet pocitkem!), takie kruZznice vZdy protne pfimku
3 = )/3x, které je hranici oblasti Im z/Re z > |/3.
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Cviéeni

1. Popiste geometricky a nadrtnéte mnoziny komplexnich é&isel z,
vyhovujicich nasledujicim podminkam :
(@) lz] £2,0°<argz <30° (b)Rez>1,]z] <2;

) Imz <2, —;— 7 <argz < %n. ,

[(a) Kruhovd vysed ,uzavieni®, tj. viemé hraniénich v.'bseéek
a oblouku; (b) kruhova tused ,,oteviend, tj. bez hraniéni tiseCky
a oblouku; (¢) rovnoramenny trojihelnik véetné podstavy, ramena ne-
jsou zahrnuta.]

2. Znazornéte mnozinu komplexnich &sel, pro néz plati —45° <
= arg z = 45°. Vyjadrete tutéZ mnoZzinu pomoci podminky kladené
na redlnou a imagindrni &ast &isla z!

[Cast roviny mezi piimkami y = —x,y = x, le}ici vpravo od po&tku.
T4z mnozina je dina podminkami |Im z/Re z| =< 1, Re z = 0.]

3. Jakou podminku splfiuji komplexni &isla, zn4zornénd geometricky
body leZicimi
(a) uvnitf kruznice o stfedu (3, 1) a poloméru 2;

(b) v pasu mezi pfimkami x = —1, x = 3;

(c) na 1selce spojujici body (—1, —1)a (1, 1)?
[(@]z— @+ <2;()—1 <Rez < 3;
(O Rez=Imz |z| = VZ_]
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