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2. kapitola

KDY JE SOUCIN DVOU CISEL
S KONSTANTNIM SOUCTEM
NEJVETSI?

Zvolme si pevné kladné ¢islo, napf. 10. Vime, Ze existuje
nes¢isln€ mnoho dvojic kladnych reilnych ¢isel, jejichz
souCet ddva pravé 10. Takova dvojice jsou napf.:

7 13 14 16

1’9§2,8§3s757, PR T,5,5;... atd.

Utvofme nyni soutiny Cisel uvedenych dvojic. Dostdvame
tyto vysledky:
3 8

9;16;21;22—; 243 5

i 25.

Naskytd se ndm tu otdzka, kters z téchto dvojic Cisel mé
tu vlastnost, Ze ddva nejvétsi soucin?

Z uvedenych vysledka se dd usuzovat, Ze maximdini
soucin bude patrné pfi rovnosti obou Cisel. Vskutku dikaz,
ktery nasleduje, ndm spravnost pfedb&zného dsudku po-
tvrdi.

Dikaz. UvaZujme libovolnou dvojici kladnych Cisel
x, ¥, jejichZz soucet je pevné Cislo a. Za pfedpokladu, Ze
x =y, miZeme poloZit

x = }a + d, y=%a—d,

kde dje néjaké realné &islo, spliiujici nerovnost 0 = d < }a.
Utvoime soudin:
xy = }a® < d2.
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Z tohoto vztahu je ihned vidét, Ze soucin xy bude tim v&tsi,
¢im mens$i bude Cislo d. Tedy nejvét$i hodnoty nabude
soutin, kdyZ &islo d bude rovno nule. V tom pfipad¢ pak

Xo = Yo = }a.-
Vysledek dikazu miZeme vyslovit vétou:

Véta 5. Ze vsech dvojic kladnych redlnych &sel x, y,
JjejichZ soucet je konstantni a roven &islu a, md nejvétst soucin
dvojice %a, %a.

Na zdkladé této poucky se daji pom&mé snadno Felit
mnohé pfiklady z geometrie i fyziky. Uvedme si n&které
z nich.

P#iklad 1. ¥e ddn obvod kruhové vysece 1. Uréete polomér
a pFisluiny oblouk vysede tak, aby jejt plosny obsah byl maxi-
mdlni, .
Oznalime-li polomér r, oblouk vysece s a pfislu$ny stfe-
dovy tbhel a, pak obvod
l=2r 4+ 5s=2r+4r.arca.

Z tohoto vztahu urcime

I — 2r
arca = ,
r
kde r spliiuje nerovnost
1
0 <r << 7 .

Obsah vysece je
cili

S = ¥rt.arca,

S=1ir (l — 2r),

S=r(—é——r).
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Vidime, Z¢ obsah vysece je roven soucinu dvou ¢initeld r

371 — r, jejichZ soucet je roven 5 ato je konstanta. Podle

véty 5 nabude tudi? uvaZovany soulin nejvét$i hodnoty
pravé tehdy, kdyZ si budou oba Cinitelé rovni. Tedy

r= 1 r
2
neboli
R
I
Oblouk vysele pak je ;
=72

a maximélni obsah hledané vysece
1

Smuz =—

16

Vysledek oviem nezdvisi na poloméru vysele, nybrZ na
jejim tvaru, tj. na poméru / : r.

Pi#iklad 2. (Obr. 9.) Do elipsy o danych poloosdich a, b
vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.

Obsah obdélnika oznatme S = 4xy, kde x, y jsou sou-
fadnice vrcholu M, které splfiuji nerovnosti 0 < x < a,
0 <y < b (obr. 9). Ponévadz vrchol M leZi na elipse,
musi jeho soufadnice vyhovovat rovnici elipsy

x2 y2
ztE=1t N
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q-—
Obr. 9.
. Z této rovnice vyplyva, Ze
by
y= Ja? —

Obsah obdélnika je tedy

— b 2 N2
S = 47 . x)a x
neboli
s=4dyEE .
Pro vySetfeni maximéalniho obsahu obdélnika je rozho-
dujici vyraz sz (a@* — x2) ,nebot koeficient 4% je konstan-
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ta. JestliZe soucin pod odmocnitkem bude maximdlni, bude
nejvétsi i jeho odmocnina. Proto miZeme zkoumat jen

vyraz
' x2 (a® — x%). .
Tento soucin se skldda ze dvou Cinitell, jejichZ soucet je

roven a? a tudiZ konstantni. Podle véty 5 nabude uvaZovany
soudin nejvétsi hodnoty priveé tehdy, kdyZ

’
Xt = a® — x2,

Cili kdyz
=LYz
Z rovnice elipsy vypocteme
by—
y=3 V2-
Rozméry hledaného obdélnika budou tedy v poméru
x:y=a:b
a jeho obsah
S mazr — 2ab.

Nastane-li zvlastni ptipad, Ze elipsa pfejde v kruZnici
(a = b), vyplyva z uvedené timéry, Ze hledanym vysled-
kem bude ¢tverec. Konstrukce vysledného obdélniku (pro
a = b) je znizornéna na obr. 9.

P#¥iklad 3. (Obr. 10.) Z kosoctverce o danych uhlopiickdch
délek 2p, 2q, kde 2p > 2q, vykrojte elipsu o nejvétiim plos-
ném obsahu.

Obsah elipsy je S = mab, kde a je hlavni poloosa elipsy,
b vedlejsi poloosa.

Strany kosoctverce budou leZet v tenich hledané elipsy.
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PoloZme delsi uhlopficku kosoltverce do osy x a kratsi
uhlopfi¢ku do osy y, takZe polovina dhlopfitky p bude
prave usek tecny na ose x, ¢ pak bude usek na ose y. Strana
kosoctverce tedy leZi v pfimce o rovnici

X
?'I‘?: . (1)

Tecna k elipse v bod¢ T = [x,, y,] mé rovnici

X. xo_|_y yO_l (2)

PonévadZ se jedna o dvoji analytické vyjadieni téze pfimky,
uréime porovninim pfisluSnych ¢lenii z obou rovnic (1),
(2) soufadnice dotykového bodu:
a2 b2
Xg=— =—.
0= Yo q
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Jelikoz dotykovy bod [x,, ¥,] leZi jak na elipse, tak i na
jeji ten€, obdrzime po dosazeni jeho soufadnic, napf. do
rovnice (1) vztah

a®  b?
Frte=h

z n&hoZ uréime

b=}%]/p2 — atkde (0 <a < p).

Obsah elipsy je tedy
S=-rcab=%7. al/pz——?‘=%qvm

Stali opét zkoumat jen vyraz pod odmocnitkem, nebot
koeficient "—IZ je konstanta. Soulin a2 (p? — a?) se skladd

z Ciniteld, jejichZ soudet je roven p? a tudiZ konstantni,
Proto soucin nabude maximilni hodnoty, kdyZz

a? = p? — g?

¢ili pro
a=2)7

Pro vedlejsi poloosu pak vychizi
b=31z,

takZe obsah hledané elipsy bude
S mazr — % T pq.



Na obr. 10 je naznalena konstrukce hlavni poloosy hledané
elipsy. Nad polovinou del$i uhlopficky kosodélnika je
sestrojen Ctverec; polovicni délka jeho ihlopficky je veli-
kost poloosy elipsy.

Priklad 4. (Obr. 11.) Uvnitf krugnice o poloméru r je ddn
bod P, riizny od jejiho stfedu. Timto bodem vedte dvé na sebe
kolmé tétivy AC a BD tak, aby étyfithelnik ABCD, sestro-
Jjeny spojentm koncovych bodi tétiv, mél maximdini obsah.

Obr. 11.

Oznafme vzdélenost bodit O, Pa=OP (0 <a <7)
a vzdélenost stfedu kruZnice od t&tivy BD x = OF (viz
obr. 11).
Obsah ¢tyfihelnika je
S =31 AC.BD = 2BF.AE,

kde E je stfed tétivy AC a F stfed tétivy BD.



Podle Pythagorovy véty plati
BF = |[r* —x% AE =|r* —OE: = |r* — (@®—x.
Obsah &tyhihelnika je pak
S=2)0* - .0 — a® + x%),

kde x spliiuje nerovnosti 0 < x < r. JelikoZz soulinitelé
pod odmocnitkem maji opét konstantni soucet, maximum
nastane, kdyz

rP—x2=1r—a®+ 2
¢ili pro

a —
X = 7 VZ .
Ctendfi se mohou lehko presvédlit, e v tomto pfipad&

budou obé tétivy téze délky a hledany &tyfihelnik bude
tedy rovnoramennym lichobéZnikem o obsahu

Smax = 2"2 —_ az.
PHi feleni jsme mlcky pfedpoklidali, Ze Zidna z Ghlopficek
étyfihelnika neprochazi stfedem kruZnice, tj. Ze x > 0.
Pfipustime-li moZnost x = 0, je vznikly ¢tyfihelnik deltoid
o obsahu .

S=2r l/r2 — a2

Lze viak snadno dokizat, Ze pro kaZdé @ = 0 je
2 —a2>2r|r—d%

takZe vysledek zlstiva v platnosti.

PFiklad 5. (Obr. 12.) Obrazec sklidajict se z obdélnika
o rozmérech x, y a rovnostranného trojihelnika o délce stran
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x md predepsany obvod 1. Urlete rozméry obrazce tak, aby
Jeho plosny obsah byl maximdlni.

Obr. 12.
Obvod obrazce je
1 =3x 4 2y,
z CehoZ
_1-3
y - 2 .
Obsah obrazce pak je

2 o
S=xy-|-%_l/3 =x(y +%V3)=

I —3x x5
—+(+ 5 )3)
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S=3RI—-6—134;
e L. l . . X Taed
Cislo x je z intervalu (0, ?) a proto tim spiSe pro né plat
2]
O<x<————
6—)3°’
&eho? hned pouZijeme. Vytkneme-li toti? vyraz 6 — |/3,

obdrZime
S=6_V3.x( 21_—x)’
4 6—)3

kde oba posledni ¢initelé jsou kladni. JelikoZ jejich soucet
x4+

— — x je opét konstantni, maximum soucinu

6—|3
nastane, kdyz
__a4__ .
6—)3 ”
¢ili
=———l M
6—)3°
pak 1613
1I3—-V3) _ =
-3
Y61 6 -13)
a
lﬂ
Smaz=__.
4 (6 —13)
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P¥iklad 6. Urcete rozméry rotainiho kuZele, ktery md pii
daném konstantnim povrchu S nejvési objem.

Oznacime-li pismenem x polomér podstavy kuZele, pis-
menem y vy$ku kuZele, je povrch (podstava 4 plast)

S=nx2+-n:xl/x2—|—y2.

Objem kuzele je
V=13nrx?y.
Ze vztahu pro povrch plyne
(S —mx?)? VS (S — 27+
VT e - 13 @

Aby vyraz pod odmocnitkem byl pfi x > 0 kladny, musi
x vyhovovat podmince

S
0<x <Vﬁ'

Dosadime-li do vyrazu pro objem za y podle (3), obdrZime

V=13.x}/S(S— 2'rrx2)=VT—§]/x2.(S—21rx2).

Pro vySetfeni maximilniho objemu kuZele je rozhodujici
vyraz x2 (S — 2x x?), ktery lze dale upravit na tvar

21 x? (2% — xz) .
JelikoZ soucin x2 (j—n - x2) ma konstantni soucet {initeld

27



rovny Z—i » nastane maxirngm, kdyZ bude

S
x=_——— x%

2r
4.
2x2 = E— ,
odkud
x=1% V— .
Pro vysku y pak vychdzi

y= —=2xV_

Ze viech rotacnich kuZeld daného povrchu S mé tedy
maximilni objem kuZel, pro jehoZ primér podstavy 2x
a vySku y plati

2x:y=1: Vf 5
jeho objem je

Jor
Vmaz = WS VS

Priklad 7. (Obr. 13.) V trojuhelntku je ddn obvod
a +'b 4 ¢ = 2s. Uréete délky stran tohoto trojuhelnika tak,
aby rotact trojithelntka kolem jedné z nich vzmklo téleso nej-
vétsiho objemu.

Ulohu si rozdélime na dvé &isti.

Oznacme c stranu, kolem které trojiihelnik rotuje a pfed-
poklidejme nejprve, %e jeji délka je pevnd. Urdime délky
zbyvajicich stran tak, aby té&leso vzniklé rotaci mélo (pfi
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daném c¢) nejvétsi objem V. Oznaime-li # = CD (viz obr.
13) vysku piisluSnou ke strané ¢, vychizi pro objem t&lesa
vzniklého rotaci

V=4}nhAD + 3= i?. DB = Lk ¥

C' Obr, 13.

Poné&vadZ délka strany ¢ je podle pfedpokladu konstantni,
bude mit uvaZované rotaéni téleso nejvétsi objem tehdy,
kdy% vyska % bude nejdelfi. V tomto pfipad¢ musi byt
rovnéZ obsah uvaZovaného trojuhelnika maximdilni. Hle-
dime tedy podminku, pfi které bude miti trojihelnik
o daném obvodé& 2s a délce jedné strany ¢ nejvétdi obsah.

Podle Heronova vzorce plati, Ze obsah trojihelnika je

S=ViG=a) G=B) =a), kde s — %”“ .
JelikoZ s, s—¢ jsou konstanty, hledime maximum souéinu

(s—a) (s—b).

*) Na obr. 13 leZi pata D vysky CD mezi body 4, B a tomu odpo-
vidd n4§ vypolet objemu rotalnfho télesa. RozvaZte sami, 2e kdyby
pata D vyiky CD padla do nékterého z bodl A4, B nebo vne Gselky
AB, zda by vy3lo pro objem V opét V = lyzmhic.
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Ponévad? soucet jeho Cinitel
s—a+s—b=2s—(a+b=c
je konstantni, nastane maximum soucinu pfi rovnosti
s—a=s—2"b
¢ili pro
a=y>".

Hledany trojihelnik bude rovnoramenny.

|
|
|
|
'h
L
- '—'—JT ________ 0 _
AN X | X /B
\\\ Il / R
\\ | //
N /
|/
\\ i //
v )
C Obr. 14.

Pfikro¢me nyni k druhé isti tlohy. Z prvni ¢asti vime,
%e zvolime-li si stranu ¢, leZici v ose rotace, musi zbyvajici
dvé strany byu téze délky, takZe trojuhelnik ABC je
rovnoramenny. Zavedeme-li v ném oznaCeni podle obr. 14,
dostavime pro obvod 2s

2s=2x -+ 2y
a z toho
y=s—x



Podle Pythagorovy véty plati
K= y% — 2

takZe pro objem V rotaéniho télesa vyjde

V=%7rh22x= -g—'rchz.x=%1rx(y2—x2)=
2 2 2
=37 [(s—x)? — x?],

neboli
4 s
V —?ﬂSX(7— x).

JelikoZ 4 w s je kladna konstanta, hleddme maximum sou-

3
2[5 —x
3 .
Ponévad% soudin m4 opét konstantni soulet {initeld, na-
stdva maximum, kdyz

éinu

¢ili pro

Hledané velikosti stran jsou tedy

S AC=BC=1s

4B =5, 4
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Jinymi slovy: Aby rotaci trojuhelnika daného obvodu 2s
kolem jedné jeho strany vzniklo téleso maximalniho obje-
mu, je tfeba volit trojuhelnik rovnoramenny, jehoZ délky
stran jsou v poméru 2 : 3 :3, pfiemZ krat$i strana leZi
v ose rotace. Objem Vnmaz vzniklého rotaniho télesa pak je

Obr. 15. '

P#iklad 8. (Obr. 15.) Nddoba rvaru rotaéntho vdlce je po-
stavena na vodorovné podlofce a naplnéna kapalinou do
vysky h. V jaké vyice x je tieba navrtat otvor do stény nddoby,
md-li kapalina, kterd jim bude vytékat, dopadnout na podloz-
ku co nejddle od stény nddoby? (TlouStku dna pfi vypoctu
zanedbejte!)

Z Torricelliova vzorce plyne pro vyjtokovou rychlost
vztah m
o= VG [2].



kde g [—] je gravitacni zrychleni: Podle vzorce pro drihu

volného pidu trvd pad kapaliny I/z? vteFin, Vzdélenost d

mista dopadu kapaliny od stény nddoby je ddna soulinem
vytokové rychlosti a Casu potfebného k dopadu kapaliny, tj.

d=1)2¢(h — %) - Vz—x=2]/x(h—x).
Ponévad’ vzdilenost d bude nejvetsi, kdyz i jeji tverec
bude nejvétsi, stali proto zkoumat jen soucin
x(h — x).

JelikoZ jeho Cinitelé maji op&t konstantni soulet, nastane
maximum soufinu pfi

x=h—x,
tj. pro
-
=5

Pro tento ptipad vyjde vzdilenost dmaz mista dopadu od
stény niddoby rovna vychozi vysce hladiny v nddobé:

dmaz == h.

V mechanice se shleddvime s tilohami, které jsou roz-
feSeny v pfikladech 9 a 10.

PFiklad 9. (Obr. 16.) Urcete nejvétsi ohybovy moment
rovnomérné zatiZeného prostého nosniku délky 1, ktery spocfvd
svymi konci na dvou podpordch.

Ohybovy moment M (x) na nosniku v uréitém fezu je
din algebraickym souctem jednotlivych momenti
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Obr. 16.
M(x) = ZPlai od vné&jsich sil Py, které pisobi po jedné

1

stran€ fezu. (Symbol a; zna¢i rameno sily P; & fezu x.)

Celkové zatiZeni uvaZovaného nosniku je Q = ¢/, kde ¢
je zatiZeni na jednotku délky nosniku vCetné vlastni vahy.

UrCime nejdifive podporové tlaky, tzv. podporové re-
akce. Jsou to sily, které splfiuji statickou podminku rovno-
vahy ve svislém sméru.

A=B=1}ql

Oznalme x vzdilenost roviny fezu od levé podpory, kde x
spliiuje nerovnost
0<x <l

Ohybovy moment je din vztahem
2
M(x) = Ax — qx%= dqglx— g .%= tax (1 —x).

JelikoZ 1g je konstanta, soustfedime své tGvahy jen na

souCin
x.( —x).



Podle tvah z pfedchazejicich pfikladi nastane maximum
zminéného soudinu, kdyz

x=1—x
l

x=?.

Cili

Pak nejvétsi ohybovy moment rovnomérné zatiZeného
prostého nosniku je uprostfed jeho délky a rovnd se

1 l 1
Mmaz = %q . 7 (l —7) =§ql2'
Nosnik se dimenzuje na maximélni ochybovy moment.

Priklad 10. (Obr. 17.) Uréete polohu jefdbového wvoztku
(kocky) na prostém nosniku, p¥i které bude nosnik namdhdn
nejvétsim ohybovym momentem, jaky milfe vzniknout pod
levym 2z obou biemen.

Q

2

V][~

=

AF

e O —

Obr. 17.
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Oznatme A, B reakce v podporich, ! délku nosniku, a
vzdilenost os jefdbového voziku (tzv. rozvor), x libovolnou

vzdalenost bliZ§iho kola voziku od levé podpory a -% pod-

porové tlaky jefabové kocky.
Z podminek rovnovihy vypoteme podporovou reakci 4.

Al=%—(1-x) -I—%(l—x—a)
-

221(21 x—a), kde 0 <x<l—a.

Ohybovy moment ve vzdalenosti x od levé podpory je
vyjadfen vztahem

M(x)=Ax=%x(2l—a—2x) =

Q2x(2l—a—2x)

Jelikoz soudin 2x (2! — @ — 2x) m4 konstantni soudet
roven 2 I — a, dosihne uvaZovany soudin nejvétsi hodnoty,
kdyz

neboli

2x=21—a— 2x

x=5(1—%).

Maximdlni ohybovy moment je

_9/ a®
Mmaz—T(l a +ﬁ)
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Nevznikne tedy, jak bychom ocekavali, nejvétsi ohybovy
moment uprostfed nosniku, nybrz v bodé, ktery je vzdalen
o &tvrtinu rozvoru od stfedu nosniku.

Pii feSeni piedeslych deseti uloh jsme se opirali o vétu 5
uvedenou na str. 17, pfiemZ — v souladu s tim, co bylo
feceno v pfedmluvé — zcela ustoupilo do pozadi ,,funkcni
hledisko“. NepouZivali jsme ani termind ,maximum
funkce nebo ,,lokdlni extrém®, které jiZ byly zavedeny;
kdybychom chtéli citovanou vé&tu a rozfeSeni ulohy formu-
lovat s pouZitim pojmu funkce a pojmu extrému, znéla by
tato véta takto:

Funkce y = x (s — x), kde s > 0, md v intervalu (0, s)

maximumv bodé x = %

Pfedn& uvaZme, e omezeni defini¢niho oboru na interval
(0, 5) tu neni podstatné. Souviselo to — v ptivodnim znéni
véty — s tim, Ze jsme se pfi vyhleddvani sCitanct s konstant-
nim kladnym souétem (zde s) a maximalnim soucinem jiZ
pfedem omezili jen na s¢itance kladné. Projdete-li si vSak
postup na str. 16, shleddte, Ze na vysledku se nic nezméni,
pEipustime-li jako séitance libovolnd redlni éisla. Dokonce
ani pfedpoklad s > O tu neni nutmy.*) Plati tedy:

Vé&ta. Funkce y = x (s — x) md v intervaly (— o, o)

maximum v bodé x =-%.

Funkce y = x (s — x) je jen zvlidStnim pfipadem kva-
dratické funkce y = ax® + bx + ¢ (@ = 0). Nyni uréime
extrémy této funkce v intervalu (— oo, o). Pro zjednodu-
feni zdpisu budeme vySetfovat funkci f(x) =y —c=

*) Pfedpoklad s > 0 odpovidad pfedpokladu a > 0 na str. 16, ktery
Zfejmé neni podstatny.
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= ax® + bx, kterd ma zfejmé extrémy v tychZ bodech jako
funkce y = ax? + bx + ¢, a rozdélime vySetfovani na 3
pfipady:

I. Necht a > 0, b = 0. PiSme

f(x)=ax® + bx = ax(x +%).

Cinitelé ax i (x + %) maji pro ka?dé x o dostatetng velké

absolutni hodnotd (]x[ >

jich souin ]e kladny a rostouci prostou hodnotou argu-
mentu x miZe nabyvat libovolng& velké hodnoty Funkce f
(a tim i funkce ax® 4 bx + ¢) tudi¥ nemd v intervalu
(— oo, o) maximum.

Pro vyhled4ni minima této funkce pouZijme vy]édfen.i

f(x)= —a.x (—x —E) .

i‘) stejné znaménko, takZe je-

a

Lehko odvodite, Ze soulin x ( —x — %) nabyvd pro
vhodné argumenty x kladnych hodnot.*) Existuji tedy
argumenty, pro které jsou funkéni hodnoty f (x) zdporné.
Proto ma-li funkce f v intervalu (— oo, o) minimum, je
to Cislo zdporné a funkce ho nabyvé v tom bodg, ve kte-

b . b
*) Je-li-— > 0, jsou to argumenty x z intervalu (— . ,0) , je-li
a

b b
— < 0, jsou to argumenty x z intervalu (O, — —) .
a a -
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rém je soulin x (—x — 7) nejvétsi. Jde tu viak o sou-
b

¢in s konstantnim soultem Ciniteltt x + (—x - <) =

= — % » jehoZ maximum nastivé podle véty 5 pro x =

= —2i V bodé. ——imétedyfunkcefaUmdunkce

ax® + bx + c¢(a >0, b = 0) minimum.

II. Necht a < 0, b = 0. Viimnéme si funkce —f (x) =
= — ax® — bx. Koeficient kvadratického ¢lenu je zde opét
kladny, takZe podle pfede$lého odstavce nemd funkce
—f(x)(@a <0, b= 0) v intervalu (— o, =) minimum

, . —b b
a nabyv4 maxima v bodé — 2= " 24" Podle véty 3

na str. 14 to znamend, Ze pro a <0, b = 0 nemd v inter-
valu (— oo, o) funkce f (x) = ax® + bx (a tim i funkce
ax* + bx + ¢) minimum, ale nabyvd v bodé x = — A

maxima. 2a
III. Necht b =0, a = 0. Tu je f(x) = ax® ProtoZe
funkce y = x* zre)mé nemd v intervalu (— oo, o) maxi-
mum a minima nabyvd v bodé x = 0, plati pro extrémy
funkce ax?® + bx + ¢ (b = 0) stejné zavéry jako v bodech
I 'a II. O tom se lehko sami pfesvédCite.
MiiZeme tedy shrnout:

Ve&ta 6. Kvadratickd funkce y = ax* + bx + ¢ nemd pro
a >0 v intervalu (— oo, =) maximum. Minima nabyvd
v ~bodé’—2b—a. Proa <0 nemd funkce y = ax® 4 bx + ¢
v intervalu (— oo, o) minima a nabyvd maximavbodé — %
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Oba pfipady (z¢ < 0, a > 0) jsou zndzornény na obr.
183, b; grafem funkce y = ax? + bx + ¢ je — jak vite —
parabola.

a<0,b>0,c <0,

b '_, b
2a C—'E>O.
ﬂ\

0 }

y=axtbx+c

Obr. 18a.

P¥iklad 11. Kladné &slo a rozlofte na dva séitance tak,
aby soucet druhych mocnin téchto Cisel byl nejmensi.
Oznacime-li ob€ hledana &isla x, z musi platit, Ze

x+z=a ¢))

y=axt4 2 )
md byt minimélni. Ponévad2

pfi¢emZ Cislo

z=a—x,



y .
y =aX2*bX*C
Cc
: Obr. 18b.
! X
0 -6 | "
] 2a l‘_ a>0,b<0,c>0,c—u> 0.

obdrZime po dosazeni do rovnice (2)

y=a+(a—
¢ili
y = 2x* — 2ax + a*.

Tato funkce nabyva podle véty 6 v intervalu (— oo, )
minima pro
—2a _a
2.2 27
Soucet druhych mocnin s¢itanci pak je
Ymin = % . a%

Poznimka. Uloha rozloZit kladné &islo a na dva séitance
tak, aby soucet druhych mocnin séitancii byl maximilni,
je podle véty 6 nefefitelnd.

x=—
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P#iklad 12. (Obr. 19.) Po dvou pfimych silmicich, které se
kolmo protinagi, se pohybuji komstantnimi rychlostmi dvé
vozidla smérem ke k¥iZovarce. Za jal y cas t budou obé vozidla
sobé nejblize, jsou-li jejich vzddlenosti od kfiZovatky v oka-
msiku t po fadé k a I?

‘ Vzt Obr. 19,
J vyt

k

Rychlost prvého vozidla je v,, druhého vz.' Vzdilenost
d (1) obou vozidel v okamZiku z, + ¢ lze vyjadfit podle
Pythagorovy véty vztahem
d@®) =V — vt + I — vat)?

Bude-li d nejmensi, bude i dvojmoc d? nejmensi. Stadi
proto zkoumat jen funkci

f@® =Gk — o) + (I — vet)?

neboli
f@) = @ + 07 — 2 (kvy + lvp)t + R* + 2,
ObdrZeli jsme kvadratickou funkci argumentu ¢, jejiZ. koe-

42



ficient v,® 4+ v,? pfi kvadratickém ¢&lenu je kladny. Podle
véty 6 mé tato funkce minimum v bodé&

ko, + v,
t= 2.
;% + 5
P#iklad 13. (Obr. 20.) Do étverce o dané whlopticce u
vepifte obrazec tvaru kitZe sloZeného ze dvou stejné Sirokych

pruhil, soumérnych podle thlopiiéek tak, aby plosny obsah
kFiZe byl nejvétdi.

.
1

Obsah kfiZe S je pfi oznaleni podle obr. 20.

) S=4x*— 4 (x — )}
pfi¢emz
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a argument x splfiuje nerovnost

2 <x<s

6 2°
Vyloudime-li y, obdrZime pro obsah vztah

2
S=4x2—4(2x —%)

dili
S = —12x% 4 8ux — u

Tato kvadratickd funkce nabyva podle véty 6 maximdlni
hodnoty pro

pak
u
y=-—¢>

takZe obsah hledaného obrazce je
1

S mazr — ? . uz.
Dosadime-li do vysledného obsahu stranu Ctverce podle

vztahu u = a}/2 vychazi, %e obsah kiZe zaujima dv& tfetiny
obsahu daného ctverce

Smaz = 3 . az.

3

Poznédmka. Piiklady 1—10 z této kapitoly miZeme téZ
fesit pravé uvedenym zpusobem. To je zfejmé, nebot véta
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5, o kterou se opirala podana feSeni pfiklada 110, je jen
diisledkem véty 6, o kterou se opiraji feSeni pfikladu 11,
12 a 13.

Cuiceni

1. Do rovnoramenného trojihelnika o zdkladné z a k nf pifsluiné
vysce h vepiSte obdélnik nejvétiiho obsahu. [x = {z;y = 3A]

2. Do kruhové vyse&e o poloméru r a stfedovém thlu 2 a < 7 vepiste
symetricky dle osy vysele rovnoramenny trojiuhelnik s hlavnim
vrcholem ve stiedu oblouku tak, aby obsah trojﬂhelnika byl maxi-
maélni, [a) Je-lia < 60°, pak vjska h = } .

b) proa =2 60°jeh =r (1 — cosa)]

3. Do rotaéniho kuZele o poloméru r a vy$ce s vepiste rotaéni vé.lec
o nejvétsim plasti. [Polomér x = }r; vyska v = }.4)

4. Do koule o poloméru r vepiSte rotaéni valec nejvétdiho plasté.

[Rovnostranny" vilec o poloméru é 1/2_ ]

5. Vykon turbiny N je funkci po&tu obritek n. Urdete poet obritek
tak, aby vykon turbiny byl maximdlni, jestlize vykon je vyjadfen
vztahem N = an — fn®. Koeficienty jsou napi. a = 0,45543

m?kg mkg a
,» B = 0,0010344 -1. = — = 220.
[5°]# [ O L
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