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1. kapitola

OBVODOVE UHLY V KRUZNICI

D:finice. Obvodovy thel v kruZnici je dhel, jehoZ vrchol
leZf na kruZnici a obé jeho ramena jsou se¢nami kruZnice.

V obr. la, b, cje zndzornén obvodovy thel s vrcho-
lem C. Jeho ramena protinajf kruznici £ kromé& v C jesté
v bodech 4, B. Uhel ASB se ‘nazyva stfedovy. O ob-
vodovém Ghlu ACB ffkame, Ze je sestrojen nad obloukem
AB nebo nad tétivou AB. Pfitom musfme byt opatrnf.
Nad t&tivou AB, kterd nenf pramérem, jsou dvojf obvo-
dové thly; v jedné polorovinég, vytaté setnou AB, jsou
uhly ostré, v opalné poloroviné tihly tupé. Jestlize 4B je
prumérem, pak obojf thly jsou pravé.

Vé&ta 1. Obvodové ihly nad tymZ kruhovym obloukem jsou
shodné a rovnajt se poloviné pHslusného st¥edového tihlu.

Dukaz. a) Nejprve provedeme dikaz pro pifpad, Ze
jedno rameno obvodového thlu prochazf sttredem S dané
kruznice (obr. la). Mime dokazat, Ze

X ASB =2. ¥ ACB.

Pro jednoduchost ozna¢fme 2w velikost stfedového Ghlu
ASB. Vsimnéme si, Ze tro_|uhelnfk ACS je rovnoramenny
a proto proti _]cho ramenim lezf shodné dhly. J. JlCh
soutet je roven vnéj§imu Ghlu pfivrcholu S, a to je pravé
na§ stiedovy uhel. Proto



X ASB = X ACS + < CAS = 0 + o = 20,
jak jsme méli dokézat.
b) V' obr. 1b je zndzornéna poloha, kde stted S je

vnitinim bodem thlu ACB. Piimka CS protne kruZnici

jesté v bodé D a rozdélf obvodovy i sttedovy uhel na
dvé &4sti. Jsou to obvodové ahly ACD, DCB a stfedové
uhly ASD, DSB. Z odst. a) jiz vime, Ze

XASD =2. xACDa < DSB =2. & DCB.

Obr. 13, b, ¢

Settenfim téchto dvou rovnic obdrzime vysledek
X ASB =2. & ACB.

c) V obr. lc je vyznalena dal${ mozZnost; stied S je
vnéjiim bodem uhlu ACB. I zde spojime body C, § a tato
piimka protne kruZnici jesté v bodé D. Podle odst. a) tu
opét platf

X DSB =2. < DCB, < DSA =2. & DCA.
Odedtenfm druhé rovnice od prvnf dostaneme
X ASB = 2. < ACB.
Tim jsme s dikazem hotovi.
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Snad bychom si mohli jeité pfipomenout: jestlize AB
je pramér kruZnice, potom <X ASB = 180° a ¢ ACB =
= 90° avéta l nAmv tomto pi{padé davd zndmou Thale-
tovu vétu.

Vétu 1 doplnfme jeSté€ ndsledujici vétou:

Véta 2. FestliZe bod P je onitfnim bodem kruZnice (vnéjstm
bodem kruZnice), pak < APB je v¥i5f (men$t) neZ obvodovy
dhel ACB, pfilemZ body C, P le¥i v téfe poloroviné yytaté
pitmkou AB.

Obr. 2a, b

Duikaz. a) Méjme nejprve piipad, Ze bod P je vniti-
nfm bodem kruzZnice (obr. 2a). Pifmka BP protne krui-
nici jesté v bodé C. Vime, Ze souéet dvou vnitinich Ghla
trojuhelnika je roven vnéj§imu dhlu pfi tfetim vrcholu.
Pro trojuhelnik APC z toho plyne

X ACP 4+ < CAP = o + X CAP = X APB.

Z toho uZ mame
w < X APB,

jak jsme méli dokazat.



b) Bod P je vn&siim bodem kruZnice (obr. 2b).
Ptimka BP protne kruznici jesté€ v bodé C. Podle véty
o soultu dvou vnitfnich Ghld v trojuhelntku platf pro
trojuhelntk APC '

X APB + ¥ CAP =

Odtud
X APB < .

c) MizZe se viak stat, Ze
ptimka BP je tetnou kruZni-
ce. Potom bychom bod P
spojili s bodem 4 a dikaz
provedli jako pfedtim. Kdy-
by i pfimka AP byla te¢nou
(obr. 2c¢),spojili bychom bod
P se sttedem §. Tato piim-
ka protne kruZnici £ v bo-
dech C, D. Jestlize bod C
lezf s bodem P v téZe polo-
roviné o hrani¥nf pf{mce 4B, pak podle vysledku odst.
b) platf i zde < ACB > <X APB.

Xi dosud jsme uvaZovali o obvodovych thlech v polo-
roviné ABS. Obvodové thly v opaéné poloroviné majf
velikost 180°—w, nebot podle véty 1 je jejich velikost
rovna poloviné pisluiného stiedového uhlu, tj. poloviné
vypuklého thlu ASB. )

Z vét 1 a 2 vyplyva, %e Jen body kruZnice majf tu
vlastnost, ze & ACB = w. Rikdme také, Ze z bodu C
vidime dsetku 4B pod tGhlem . Podle toho lze vyslovit
vétu: mnozZina viech bod poloroviny ABS, z nichz
usetku AB vidime pod dhlem o (0° < w < 180°), je
kruhovy oblouk. Jesté $ir3{ véta je
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Véta 3. Mnokina vSech bodit v roviné, z nich¥ danou tiselku
AB vidime pod dhlem o (0° < o < 180°), jsou dva kruhové
oblouky soumérné sdruZené podle pfimky AB. Do mnoZiny viak
nemieme politat samy body A, B.

Z této véty je patrné, Ze kruZnici miZeme sestrojit
bodové pomoci obvodovych uhla.

V&ta 4. Ostry (tupy) thel sevieny tétivou AB, je£ neni
primérem a tecnou v jejim krajnim bodé, je roven ostrému (tu-
pému) obvodovému dhlu nad tétivou AB. (Je to tzv. Gsekovy
dhel.)

Dikaz (obr. 2c). Stfed tétivy 4B oznalme K. Troj-
thelnfky SAK, APK jsou podobné a z toho vyplyva plat-
nost véty o ostrych thlech. Platf-li viak véta o ostrych
thlech, platf nutné i o tupych.

Pozndmka. Véta platf prirozené i v pifpadé, Ze AB je
pramér, ale pak je samozfejma.?)

Piklady

1. Jsou dany tfi pi{mky a, b, ¢ prochazejicf bodem O
tak, Ze X bc = a, < ca = B, X ab = y a pfitom sc dhly
nepiekryvajf a platf o nich a + 8 + y = 180°. Z libo-
volného bodu M, ktery neleif na 24dné z danych p#i-
mek, spustme na tyto primky kolmice a paty ozna¢me po

1) Uvahy miifeme zakon&t pomocnou vétou: Obvodoré dhly nad
shodnymi kruhovymi oblouky jsou shodné a obrdcené, shodné obvodrwé
tthly yytinaji na krufnici shodné oblouky. Disledkem této véty je véta:
Osa obvodového tihlu prochdzi sticdem kruhového oblouku, nad nim# je
obvodovy dhel sestrojen.



fadé A4, B, C. Body 4, B, C jsou vrcholy trojtihelnfka,
jehoZ vnitinf uhly jsou a, B, y a kruZnice jemu opsani
obsahuje body M, O. Dokazte.

Diukaz (obr. 3). Trojihelntky MOA, MOB, MOC
jsou pravouhlé a majf spoleZnou pfeponu MO0. Musi mit
tudiz spole¢nou i opsanou kruznici. Ponévadz boly 4, B,
Cjsou vesmés rizné a lezi na kruZnici, tvofi trojuhelnik
a jemu opsané kruzZnice prochizi body M, O.

Obr. 3

Jesté vypotéteme velikosti vnitfnfch Ghla trojahelnfka
ABC. Vime, 2e X BOC = a je obvodovy nad tétivou BC.
Ale nad touto tétivou je také iihel obvodovy BAC a platf
tedy

< BAC = «.
Ponévadz se totéZ d4 dokdzat pro thel B, je tim dokdzina
i druhd &ast tvrzeni. Je k tomu viak tfeba je$té néco
podotknout.
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Obr. 3 byl narysovén tak, Ze body 4, B, C leZely vidy
v té%e poloroviné, vytaté kteroukoliv z pi{mek g, b, c.
Je viak myslitelny i piipad, Ze napi. bod 4 je vnitfnfm
bodem jedné poloroviny, vytaté piimkou b, a bod C je
vnitinfm bodem poloroviny opaéné. Aviak vyslovend
véta platf i v tomto pifpadé, jak se snadno presvédiite.

M

A jeité néco. Pfi dikazu jsme mleky pfedpokladali,
%e body 4, B, C, O, M jsou vzijemné riuzné. MiZe se
viak stat, ze A = 0. Ale 1 pak platf vyslovena véta.

2. Danému riznobé&zntku ABCD opiite &tverec.

Refeni (obr. 4). Hledany &tverec oznaime KMLN.
Vrchol K lezf pak na kruZnici £ sestrojené nad primérem
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AD. Protéjsf vrchol L lez{ podobné& na kruZnici ! opsané
nad primérem BC. Ponévadz thlopif¢ka KL pilf vnitin{
dhly &tverce, musf prochizet bodem E, ktery pulf tu
ptlkruznici AD, na nfZ nelezf bod K. Z téhoz divodu
musf tato dhlopfitka prochizet bodem F, ktery pulf tu
pilkruZnici BC, na nf2 nele?f bod L. Tedy pi{imka EF
Je uhloptitkou hledaného &tverce.

Konstrukce vyplyva z provedeného rozboru. Sestro-
jime pffmku EF a ta protne kruZnice &, / v bodech K, L
riznych od bodid E, F. Strany &tverce prochdzejf pak
vrcholy 4, B, C, D.

Nalezeny ¢&tyfahelnfk je skutedné &Etverec, nebof
X K = <L =90° a pfitom je soumérny podle Ghlo-
pieky KL.

Rozpilenfm pilkruZnice AD z{skime dva rizné body
E, E’ a podobné na kruZnici / obdrzime dva body F, F’.
Za piedpokladu E # F mé dloha &tyfi riznd felen,
nebof miZeme spojovatbody E, Fnebo E’, F,nebo E, F’,
nebo E’, F'. K tomu je oviem nutné roziifit pojem
»opsany &tverec na kazdy &tverec, jehoZ strany tfeba
v prodlouZenf prochézeji vrcholy 4, B, C, D.

V piipadé, Ze E = F, existuje nekoneéné mnoho opsa-
nych &tvercli, nebof kazdou p#fmku, jdoucf bodem
E = F, miZeme povazovat za uhlopiitku KL hleda-
ného &tverce.

3. Je ddna kruZnice k = (§; r) a v nf libovolnd tétiva
AB, kterd nenf primérem. Na te¢né v bodé 4 uréfme
bod C tak, aby AB = AC a aby < BAC < 90°.
Jestlize pifmky AS, BC se protnou v bodé, ktery ozna-
¢me D, pak platf <% ADB =} <& ASB. Dokazte toto
tvrzenf.

Dukaz (obr. 5). Usekovy thel CAB oznat¢me a.
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Ponévadz trojihelnfk ABC je rovnoramenny, platf

X ACB = X ACD = 4 CBA =} (180° — o) = 90°—
1

—a.

Obr. 5

Uhel ASB je sttedovy a pisludf tisekovému thlu CAB

a proto
X ASB =2 a.
Nynf jiZ miZeme po&itat velikost thlu ADC:

% ADC = 90° — X ACD = }a,

coZ je skutetné &tvrtina stfedového dhlu 4SB, jak bylo
v dloze tvrzeno.

4. Jsou déany tii body A4, B, § neleZicf v pi{mce.
Kolem bodu § opiste kruZnici £ té vlastnosti, Ze te¢ny
k n{f vedené z bodl 4, B svirajf (thel dané velikosti w.

Refenf (obr. 6). Sestrojfme mno¥inu viech bodi,
z nich? je usetku AB vidét pod thlem w. Tim jsou,
jak vime, dva kruhové oblouky. UvaZujme zatim pou-
ze jeden z nich, ktery leZf na kruZnici g, a mysle-
me si, Ze uloha je jiZ rozfeSena, takZe bod M je pruse-
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¢k hledanych te€en a, b. Pifmka MS je pak osou tefen

a, b a prochézf sttedem O toho oblouku AB kruZnice,
ktery nendleZf na$f mnoziné bodu.

Obr. 6

Z toho dostavame tuto konstrukci. Nejdifve sestrojime

kruZnici g. Ten oblouk 4B, ktery nendlez{ do na$f mno-
Ziny bodi, rozpulime bodem O. Piimka SO protne
kruzZnici g je§té v bodé M. PHmky a = MA, b = MB
jsou te¢ny hledané kruZnice £, kterou jiZ snadno se-
strojime.

KruzZnice k takto sestrojend skuteiné vyhovuje poZa-
davkdm ulohy. Ma stfed v bodé S, dotyka se primek a,
b, z nichz prvni prochézf bodem 4 a druhd bodem B.
Obé te¢ny svirajf thel pfedepsané velikosti.

Uloha m4 nejvyse &tyfi rizné felenf, pokud O s §.
Bod O’ na kruZnici g, ktery ptlf deldf oblouk AB, vede
k dal§imu fefenf. V tomto p¥padé viak kruZnice k’, jez
je feSenfm na3f ulohy, leZf v tupém dhlu teéen o', 4.
K uvazované mnoziné bodl nilezf je§té kruhovy oblouk
na kruZnici g,, soumérné sdruZeny s kruZnicf g podle
AB, a to nas pfivadf k druhym dvéma reSenfm. Jestlize
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kruZnice g nebo g; prochdz{ bodem §, zmenif se po&et
FeSenf o jedno. Jestlize posléze O = §, m4 uloha neko-
neéné mnoho fefent.

Obr. 7

5. Jsou dany tii rizné rovnobézky g, b, ¢ a na pffmce a
bod A. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik ABC tak, aby
vrchol B lezel na pifmce b a vrchol C na pifmce c.

Resent (obr. 7). Mysleme si, Ze tloha je rozfeiena
a opi$me trojihelnfku ABC kruZnici k. Oznalen{ pifmek
1ze provést tak, Ze pifmka b lez{ mezi pffmkami g, c.
Pak pifmka & protne kruZnici £ kromé vrcholu B jesté
v bodé D. Je patrno, Ze

¥ ADB = & ACB = 60°, (2)

% BDC = < BAC = 60°. (b)

Z toho pak plyne tato konstrukce. Bodem 4 proloZfme
piimku p, svirajicf s pffmkou 6 thel 60°. Praseéfk pifmek
b, pje D. Bodem D prolozime pifmku ¢ 5% p, kterd s pifm-

a také
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kou b svird thel 60° a ta protne pf{mku ¢ v bodé C.
KruZnice opsand trojuhelnfku ACD protne pifmku &
v bodé B.

Sestrojeny trojihelnik ABC je skutené rovnostranny,
nebot podle rovnic (a), (b) jsou velikosti jeho thld 60°.

Uloha m4 dvé fefenf, nebot bodem A4 lze sestrojit dvé
pH{mky p, p’, které s prfmkou b svirajf uhel 60°,

Kdyby px"fmka a lezela mezi ptfmkami b, ¢, Fefila by
se uloha obdobnym zptsobem. (Viz cvig. 24.)

6. Je déna kruZnice k = (S, r) a jejf pevné te¢na ¢
v bodé T. Na kruznici zvolime hbovolny bod M # T,
jehoz vzdilenost od teZny ¢ je PM = d a vzdélenost od
bodu T je MT = a. Dokaite, Ze platf a2 = 2dr.

Reteni. a) Jestlize body M, T jsou krajni body
téhoZ pruméru, potom pifmky MT, ¢ jsou k sob& kolmé
a platf

a =2r, d=2r
a vyslovena véta je spravna.

b) Predpoklddejme tedy, Ze body M, T nele?f na
tomtéz priméru (obr. 8). Bod diametrilné protilehly
bodu M ozna¢me N. Z ného i z bodu M spustme na
te¢nu ¢ kolmice a paty ozna¢me po fadé Q, P. I platf

XOQTN = & TMN = a,
X PTM = X TNM = .

O téchto thlech viak vime, Ze
a +p =90°

A TPM ~A NTM.
TM : PM = MN : TM,

a proto

Odtud
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coZ zapsano jinak di
a:d=2r:a.

To je viak dand rovnice.

Obr. 8

7. Paty vySek libovolného kosothlého trojihelnfka
jsou vrcholy nového trojahelnika, tzv. ortického. Do-
kazte, Ze jeho dhly jsou plleny vyikami trojahelnfka
dan¢ho.

Dukaz provedeme nejprve pro trojihelnfk ostrothly
(obr. 9a). Paty vysek jsou po fadé oznateny A’ (na
strané BC), B’, C'. Vysky se protinaj{ v bod¢ V, ktery
nazyvame ortocentrem. Bod V je v tomto pifpadé vnitinfim
bodem trojtihelnfka. Trojihelntky AVC’, AVB’ jsou pra-
voihlé se spolednou pfeponou a. proto majf i spole¢nou
opsanou kruZnici k. Z tychZ divodi majf spole¢nou
opsanou kruZnici k, pravouhlé trojihelntky BVA', BVC'.

V kruZnici £, mame shodné obvodové thly:
90° —y = X CAA’ = X B'AV = X B'C'V.
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Podobné o obvodovych thlech v kruZnici £, platf
90° —y = X CBB' = S A'BV = < 4A'C'V.

Z toho vidime, Ze vyska CC’ je osou (vnitiniho) dhlu
B'C’A’ ortického trojuhelnika. Stejné bychom postupo-
vali pii dikaze o vyskiach BB’, AA’ a proto miZeme
dikaz véty pro ostrouhly trojihelnfk povaZovat za pro-
vedeny.

V tupotihlém trojihelntku lez{ ortocentrum vné troj-
thelnfka. V obr. 9b je tupy thel pfi vrcholu 4. Viim-
néme si zde trojihelniku VBC. Ten je ostrouhly, nebot
v ném (a, B, y jsou vnitfn{ uhly daného trojihelnika)

X VBC = 90° —v, < VCB = 90° — B,
a 1hel 3 pfi vrcholu ¥ je dan rovnicf

3+ (90° —+) + (90°—p) = 1807,
3§ =B+ vy <90°
nebot a > 90°.

Pro ostrouhly trojahelnfk VBC plati véta odvozend
v odst. pfedchazejicim. Jeho orticky trojuhelntk je viak
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trojahelntk A"B’C’ a ortocentrum je 4. Pifmka CB’ pilf
proto vnitini thel C'B’A4’ ortickcho trojihelnika A'B°C’
a prfimka BB’, j. vyska dancho trojuhclnika, palf (v néjsi)
uhel zminéneho ortick¢ho trojuhelnfka. Tfm jsme v pod-
staté s dikazem vyslovené véty hotovi.

Pozndmka. Vyloutili jsme pravouhly trojihelnfk. V ném
totiZ ortocentrum splyvé s vrcholem pravého thlu, a or-
ticky trojuhelnik se redukuje na vysku jdouci vrcholem:
pravého uhlu.

8. Vyiky trojihelnfka protnou opsanou kruZnici v bo-
dech, které jsou soumérné sdruzené s ortocentrem podle
stran daného trojuhelnfka. Dokazte.

Dukaz. Vylou¢ime opét pravotihly trojihelntk, n: bot
vy.lovené tvrzeni je v tomto pfipadé samczirjmé.

a) Je-li dan ostrouhly t-ojihelnfk ABC (obr. 10a),
potom jeho ortocentrum je vnitinf bod trojuhelnfka.
Dalsf priseéiky vysek s kruznicf £, kterd je danému troj-

Obr. 10a, b
17

KruZnice



thelnfku opsana, oznaéme 4", B", C"'. Podle véty o ob-
vodovych uhlech platf

% BAC” = ¥ BCC" = 90° — B.
Ale také X VAB =90°—p

a ponévad? VC" | AB, je trojihelnfk AVC" rovnora-
menny se zdkladnou VC’. Z toho pak vyplyva spravnost
vyslovené véty pro ortocentrum a bod C’. Ponévadi
stejnym zpisobem se d4 véta dokdzat i o bodech 47,
B, je tim pod4n dikaz véty pro ostrouhly trojihelnik.

b) Méjme dén tupouihly trojihelntk ABC (obr. 10b)
s tupym dhlem pFi vrcholu C. Ortocentrum V je vnéjsf
bod trojuihelnfka. Druhé prusedtky vysek VA, VB, VG
s npsanou kruZnicf oznatme po fad¢ 4", B", C". Opét
muaZeme psit

X BAC" = & BCC" = 90° — B.

Av3ak také
& BAA" = 90° —B.

Z toho opét plyne, Ze trojtihelnftk VAC” je rovnoramenny
a body V, C” jsou soumérné sdruzené podle strany AB.
Ponévadz se dd totéz dokdzat i o bodech 4", B”, je tim
dtkaz vyslovené véty proveden.

9. Dvé dané kruZnice k, k' majf spolciné dva rizné
body A4, B. Bodem 4 proloZme libovolnou pffmku a #
# AB, kterd dané dvé kruZnice protne v dal§ich bodech
P, P'. V nich sestrojme ke kruZnicim £, &’ teény. Dokazte,
Ze velikost (hlu téchto dvou teen nezdvisf na poloze
piimky a, tj. pro dané dvé kruznice je konstantnf.

Duakaz. a) Uvazujme nejprve ptipad, kdy bod 4 od-
déluje body P, P’ (obr. 11a). Body B, P, P’ jsou vrcholy
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trojahelnfka. V ném < APB =a a < AP’'B = f majf
velikost nezédvislou na poloze pf{mky a. Proto
y = < PBP' =180°— (a + B)

ma taky velikost nezdvislou na poloze ptimky a.
Pi{mka BA jej délf na dva uhly ABP, ABP’, o nich%
tedy platf

X ABP + & ABP' =180"— (a + B).

Obr. 11a, b

Vime viak, Ze (X je priseéik teden)
X ABP = & APX, <ABP' = X AP'X.
Dosadime-li, obdrZime
X APX + X AP'X = 180° — .

Z toho je patrno, Ze bod X leZ{ v poloroviné opaéné

k poloroviné aB.
b) Bod A4 leif vné dsetky PP’ (obr. 11b). Ponévadz
je dukaz obdobny, nebudeme jej provadét.
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