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8. kapitola

STAROVEKY PROBLEM
CINSKYCH MATEMATIKU
A PSEUDOPRVOCISLA

V této kapitole budeme zkoumat délitelnost Cisel tvaru
27 — 2, kde n je Cislo pfirozené. Pritom se ukaZe, Ze je vel-
mi uZitecné, dovedeme-li rychle uréit nékteré délitele ¢isel
2" —1a2"+4 1, coZ ndm pomiZe Casto rozloZit tato Cisla
v prvodinitele. K tomu muZeme vyuZit vzorca (1,3), (1,4)
pro rozklad dvojéleni a” - . Pfipomeneme je znovu pro
ty ptipady, kdy b = 1 a n je Cislo sloZené.

T,3 Pro kaZdé slogené &islon =rs,kder > 1 as > 1 jsou
Cisla pfirozend, je a* — 1 délitelné ]ednak a"-— 1,jednak
a' — 1, af je a jakékoli &slo prirozené; je-li a > 1, je
takéa” — 1> l,a—1> 1.
Zigim& plati a» — 1 =a™ — 1 = (@ — 1 = (&) —
— 1. Odtud v$ak podle vzorce (1,3) plynea — 1 [a™* — 1
arovn&ta —1|a” — 1.

T,y Pro kazdé slogené &islo n = rs, kde r > 1 je &slo liché,
a s> 1 lbovolné Eislo pfirozené, je an + 1 délitelné
éislem a* 4 1, af je a jakékoli &islo pFirozené.

PonévadZ a"+ 1=a"” +1 = (a) + 1, dostaneme

pouzitim vzorce (1,4) vztah a* + 1 |a™ + 1.

PFiklad 42. UzZitim vét T, a T, najdéte nékteré délite-
le &isla 212 — 1 a rozloZte je pak v prvocinitele.

Cislo 212 — 1 = 234 — | a mi tedy podle T,, délitele
22— 1=17a2t—-1=15= 3.5. Kdybychom viak pro~
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vedli nejprve rozklad 212 — 1 = (2¢ — 1) (2% + 1), dostali
bychom pro prvniho Cdinitele podle véty T,; délitele
22 —-1=3, 22— 1=7, zatimco pro druhého Cinitele
2% 4 1 bychom podle véty T, dostali délitele 22 - 1 = 5,
Tertto rozbor vlastnosti soucinu (2% — 1) (2% + 1) ndm
nepfinesl nic nového. Vime-li viak, Ze 20 1 =65 =
= 5.13, zname tim dal$iho délitele 13 &isla 212 — 1. Tyto
vysledky ndm vSak velmi usnadni, abychom nasli rozklad
v prvocCinitele 212 — 1 = 3%2,5.7.13.

Pouziti vzorci (1,3) a (1,4) i v&t Ty, a T, si jeSté pro-
cviCite na pfikladech, které si sami zvolite. Pfi hledani roz-
kladu v prvocinitele Cisel 2# — 1 a 2+ 1 pro n < 25
miuZete vysledky svych vypodti zkontrolovat podle tabulky
III na konci této kniZky. Tato tabulka je uZiteCnd i pfi
feSeni jinych uloh. Vime-li napf., Ze 73 | 2° — 1, pak jist&
plati téZ 73 | 2% — 1 (podle Ty), at je k jakékoli pfirozené
¢islo. Vime-li, Ze 43 | 27 + 1, pak 43 | 2" + 1 (podle véty
T,,), kde r je libovolné liché pfirozené &islo, napt.

43221 4 1 apod.

Priklad 43. DokaZte, Ze plati 41 | 24! — 2.
a) Ma-li byt 41 | 241 — 2, . 41 | 2 (2% — lr, pak vzhledem
k nesoud€lnosti ¢sel 41, 2 musi platit 41 | 24° — 1 (podle
véty T,,). Z tabulky III snadno zjistime, Ze 41 | 219 + 1
a tedy také 41 | (21© 4 1) (20 — 1) ¢ili 41 | 22 — 1. Avsak
odtud jiZ plyne 41 | 22-20 — 1 ¢ili 41 {29 — 1.
b) Jiné feSeni je moZné uZitim véty T,, v kap. 3 (obdobné
jako v ptikladé 14). Politejme nejprve zbytek pfi déleni
281 Cislem 41. 281 = (25)8.2 = 328.2 = (41.1 — 9)8.2,
co? je Cislo, které pfi déleni 41 di stejny zbytek jako ¢islo
(—9)8.2 =982 = 814.2 = (41.2 — 1)2.2. Toto ¢&islo pfi
déleni ¢islem 41 dava stejny zbytek jako &islo (—1)%.2 = 2.
PonévadZ 24! pfi déleni 41 davé zbytek 2, dostaneme pfi
déleni 24! — 2 Cislem 41 zbytek 0.
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Abychom v dalsi &4sti této kapitoly dosahli stru¢nosti
v zapisech nékterych vztaht, zvolime oznaceni ¢, = 2" — 2.
Budeme-li vySetfovat délitelnost Cisla ¢, ¢islem n pro 7 ==
=1,2,3,4,5, ..., dostaneme tyto vysledky:
1]ep,2)cos 3|0 4bcy, 5]cs564c4 7]y 8hcg 94cy,
10 4 ¢y 11 lcm 124 iy 13 | Cyay 144 cyyy 158 cy5, 16 Hcyg,
17 | ¢175 181 ¢cyg 19 [ €19y 20t cyg, ..., pFi¢emZ platnost
viech vypsanych vztahd snadno potvrdime uZitim tabulky
I1I. Nalezené vztahy nds opraviiuji k tomu, abychom vyslo-
vili tuto domnénku:

Kdy% n | cn, pak n je prvodislo.

Tato véta zfejm& plati pro viechna pfirozend Ccisla
n < 20, jak jsme se o tom pfesv&d¢ili vypoétem. Pfitom
oviem ¢islo 1 pocitime v tomto pfipadé& téZ mezi prvocisla,
jak to bylo zvykem ve starSich dobdch vyvoje matematiky.
Uvedenou domnénku lze symbolicky zapsat ve form& vy-
roku, Ze pro kazdé pfirozené Cislo # plat{

n | ¢ = n je prvocislo. 8,1)

K tomu, abychom mohli rozhodnout, zda uvedena
domnénka je nebo neni pravdivi, Ize zvolit jen dvé rizné
cesty:

1. uZitim znamych pravdivych matematickych vét a pra-
videl logického usuzovini dokazat, Ze vyrok (8,1) plati pro
kazdé pfirozené Cislo n;

2. dokazat, Ze vyrok (8,1) neplati pro kazdé prirozené
Cislo m, tj. Ze existuje aspofi jedno takové pfirozené Cislo #,
Ze plati vztah 7 | ¢, a Ze zdrovenl n neni prvocislo.

Bylo by chybou domnivat se, Ze o pravdivosti vySe uve-
dené domnénky své&d¢i velky pocet pfirozenych cisel »,
pro ktera vyrok (8,1) plati. Této chyby se dopustili jiZ pfed
2500 lety cinSti matematlkove, kdyZ z plamosti vyroku
(8,1) pro mnoha pnrozcna ¢isla n usuzovali na jeho prav-
divost pro viechna pfirozend ¢isla n. Jisté asi provéfovali
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pravdivost véty (8,1) pro mnoha ¢isla n < 341, nebot pro
takovi Cisla # vztah (8,1) plati.

Teprve v 19. stoleti bylo zji§téno, Ze 341 | 234t — 2, ale
piitom 341 = 11.31 neni prvodislo. K tomu, abychom
dokdzali, Ze Cislo 341 je délitelem disla 23! — 2 =
= 2 (230 — 1), je tfeba dokdzat, ze 341 | 234 — 1, nebot
gisla 2 a 341 jsou nesoud&lni. AvSak platnost vztahu
341 | 2340 — ] dokdZeme podle véty T,, a podle dasledku
I véty Ty, ze vztahu, které snadno odvodime: 11 | 2340 — ]
a 31| 2340 — 1. Pon&vadZ vsak 31 |25 — 1, plyne odtud
ihned 31 | 25-68 — ], &li 31 | 2%4° — ], Ponévad? 11 | 21° —
— 1, platitéz 11 | 21034 — ] &ili 11 | 240 — 1. Kdybychom
oviem byli nahlédli do tabulky III, mohli jsme zpsnt, Ze
11.31| 210 — ], odkud ihned plyne 11.31 | 2340 — 1.

D,, Slogend &sla n, pro kterd plati vztah n| 2" — 2, se na-
2yvaji pseudoprvodisia.

Ve smyslu pravé uvedené definice patfi Cislo 341 mezi
pseudoprvodisla. Dodejme hned, Ze zname jiz dlouho i jina
lich4 pseudoprvodisla, a vime dokonce, Ze jich je nekone¢né
mnoho. Ale teprve r. 1950 nasel americky matematik D. H.
Lehmer prvni sudé pseudoprvoéislo 161 038. Jeho nalezeni
bylo velmi obtizné, avSak diikaz, Ze 161 038 | 2161038 .2,
je moZno pomérné snadno provést zpusobem, ktery jsme
jiZ poznali. Plati 161 038 = 2.73.1103, cislo 161 037 =
= 32,29.617. NaSim tkolem je nyni dokazat vztah
2.73.1103 | 2 (2*.29.617.— 1). Zfejmé& plati
2|2 (211037 _ 1), Z tabulky III zjistime, Ze 73 |2° — 1,
odkud ‘plyne 73 |2°-29-617 — 1) ¢ili 73 | 2 (2%-29-017 — 1),
Z rozsahlejsi tabulky rozkladu Cisel 2 — 1 v prvocinitele
se snadno zjisti 22° — 1 = 233.1103.2089. Odtud plyne
1103 | 2% — 1, a protoZe 1103 |229-3-617 _ ] tedy také
1103 | 2 (220-3-617 _ 1), UZitim véty T;, a T, dostaneme
hledany vztah 2.73.1103 |2 (2117 — 1). Jakmile bylo
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nalezeno prvni sudé pseudoprvodislo, nebylo ji2 obtiZné
najit dalsi a dokdzat, Ze takovych (isel je nekone¢né mnoho.

Domnénka starovékych c¢inskych matematiki, v jeji
pravdivost vé&fil i slavny némecky filosof a matematik
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716), ktery se v mate-
matice proslavil nejvice jako spoluzakladatel diferencidlniho
a integrilniho po¢tu, se tedy ukazala jako nepravdivd. Pro
nis musi byt tento pfipad varovnym piikladem, abychom
v matematice nevyvozovali obecné zavéry o vlastmostech
vSech prvki néjaké nekoneCné mnoZiny z toho, Ze takovou
vlastnost najdeme ve velkém poctu specidlnich pfipadi.
Tak zv. nedplnd indukce je pro matematika velmi cennou
pomiuckou pro vytvifeni domnének; jejich spravnost je
oviem nutno dokizat podle platnych pravidel logického
usuzovini.

D,, SloZend &isla n, pro kterd plati n | a* — a pro Lbovolné
pFirozené &slo a, nazyvdme absolutni pseudoprvodisla.
Ne;menm absolutni pseudoprvocislo je 561 =3.11.17,

-coZ znamend, Ze plati nejen 561 [ 2561 — 2, ale i
561 | 35* — 3 atd.

Cviéeni

8,1. RozloZte na prvocinitele &isla tvaru 2" — 1 a 27 4 1 pro
n = 22, 24, 26, 28, 30.

8,2. RozloZte na prvocinitele &isla tvaru 2* — 2 pron = 31,
33, 35, 37, 39.

8, 3 Dokaite, Ze Cisla 561, 645, 1105 jsou pseudoprvodisla
(Vyuzwe]te tab. III).

8,4. DokaZte, ie plati 561 | 3561 — 3; 1105 | 31106 — 3;

561 | 33881 —
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