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’ 5. kapitola

VICEROZMERNE PROSTORY

Uvshy o &tytrozmérném prostoru lze bez nesnizi zevie-
obecnit na prostory s vétsim podtem rozmérti neZ 4. Na-
znalime si to zde jen strucné, protoZe myslenkové uz to ve
srovnani s pfedchazejici kapitolou neznamend v podstaté
nic nového. Reknéme si tedy hned, co rozumime eukli-
dovskym #n-rozmérnym prostorem E,, pfitom # je jakékoli
pevnédzvolené pfirozené &islo, tedy n =1, 2, 3, 4, 5, 6,
... atd.

MnozZinu (souhrn) jakychkoli prvka, jimz Fikime
body, nazveme euklidovskym 7n-rozmérnym prosto-
rem E,, kdyZ jsou splnény tyto dva pifedpoklady:

1. Je mozZno zavést v E, takovou soustavu soufad-
nou, Ze kazdy bod 4 tohoto prostoru je jednoznaéné
urcen n soufadnicemi a,, a,, ..., a.; tyto soufadnice
jsou vzijemné na sob& nezivislé a kaZda probiha
mnozinu vSech redlnych ¢isel. Toto uréeni bodu A4
soufadnicemi a,, a,, ..., a, zapisujeme stru¢né¢ sym-
bolem A (a;; a5 . .. ; an).

2. Jsou-li A (a,; a,; ...;an) a B(b;; by5 ...; bs) dva
body v prostoru E,, je jejich vzdilenost » dana vzor-
cem

v=JGr—af+ O —aff + ...+ (s — an)
(s1)

PiSeme také v = AB. Pravé popsani soustava soufadnic
v prostoru E, nazyva se kartézskd.
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Bod, jehoz viechny soufadnice jsou rovny nule, nazyva'
se poldtek prislusné soustavy soufadnic.

Ze vzorce (5,1) plyne, Ze dva rizné body se li§i aspon
v jedné soufadnici, nebot z poZadavku v = 0 plyne ihned
b, = ay;, b, = ay, ..., bu = an. Ale je-li vzdalenost dvou
bodu rovna nule, pak pfirozené fikdme, Ze tyto body sply-
vaji, Ze jsou totoZné; v takovém pfipad¢ se nejednd o dva
razné body.

VSechny zakladni poznatky z pfedchézejici kapitoly pfe-
piSeme nyni do vicerozmérnych prostori; vyklad uz zde
viak je stru¢ny, rovnéz diukazy jednotlivych vét jsou piene-
chény pili ¢tenafe nebo jsou jen strucné naznaCeny, protoze
myslenkovy postup je doslova stejny jako v prostoru E,.

Véta 5,1. Stied S usecky, jejiz krajni body jsou
A(ay; as5 .. .5 an)y B(by; by . . . 3 by), md souradnice
a, + b, a, + b, an + by

§ = 2 ,52‘— 2 cvey S = 2

(5:2)

Dikaz. Pomoci vzorce (5,1) ovéfime platnost vztahu

AS = BS = -;— AB.'— AZCtenaf na zakladé véty 5,4 zjisti,

jak vypada analytické vyjadfeni pfimky v prostoru E,,
dokaZe i zde, Ze stfed useCky AB leZi na pfimce urlené
body A, B; sta¢i k tomu opakovat postup, ktery vedl od
rovnice (4,16) k rovnici (4,17) v pfedchazejici kapitole.

Stied S usectky AB neni jedinym bodem v prostoru E,,
ktery je stejné vzdilen od bodu A jako od bodu B. Viechny
body X, pro které je AX = BX, vytvofi mnoZinu bodia
v prostoru E., kterd se podobné jako ve &tyfrozmérném
prostoru nazyva nadrovina v prostoru E,; pfedpoklidime
ptitom, Ze body A4, B jsou razné.
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Analytické vyjadfeni nadroviny je obdobné jako dfiv, na
misto linedrni rovnice ve Ctyfech proménnych nastoupi
linedrni rovnice v #» proménnych.

Véta 5,2. V kartézskych soufadnicich md nadrovina v pros-
toru E, rovnici linedrni.

Dikazje ste;ny jako uvety 4,2. Jsou-li A(a,; a5 .. .5 an)
a B(by; by; ...;bs) dva rizné body a X(x;5 Xp5 ... 3 Xn)
bézny bod zkoumane nadrovmy, kterd je ,,0s0u soumér—
nosti* useCky AB, vede uZitim vzorce (5,1) podminka
AX = BX na rovnici

Pr¥1t+pXet+ oo+ PaXnt Pu1 =0, (5,3)
kde je pfio + 0,

P = Q(bl - al), P= g(b2 - az)s ey Pn=290 (bn - an):
P11 = % (a*— b+ a? — b*+ ... +- an’— ba®). (5:4)

Dile se uZ jen opakuje uvaha z diikazu véty 4,2.

ProtoZe pojem vzdalenosti dvou bodi.v prostoru E, je
ndm uZ zndm, miZeme hovotit i zde o nadkouli. Nadkoule
v prostoru E, je mnogina viech takovych bodii tohoto prostoru,
jeZ jsou od daného bodu, tzv. stfedu nadkoule, stejné vzddleny
vzddlenost kasdého bodu nadkoule od jejiho stiedu nazyvd se
polomér nadkoule. Obdoba véty 4,3 plati ovSem i zde,
X(x%;3 %55 ...3%,) znamend pfitom zase b&Zny bod nad-
koule s jeho soufadnicemi:

Véta 5,3. Nadkoule o stiedu S(s; s55 . .. S») a poloméru
r>0 md v kartézskych soutadnicich v prostoru E, rovmici

(0 — 52+ (30— 5902+ ...+ (x5 — sw)2 =12 (5,5)
Z tohoto tvaru rovnice nadkoule pozndvame ihned sou-
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fadnice jejiho stfedu a velikost poloméru. Uspoiddidme-li
tuto rovnici podle mocnin proménnych x;, Xy, ..., Xn,
nabude tvaru

x12+ x22 + DY + xn2+ Mlxl "‘I“ M2x2 + e + Mﬂxn _l"
+ N=0, (5,6)
kde jsme poloZili
M, = — 25, My = — 254y ...y Mp = — 25,
N = s+ 5,2+ ... 4- 5.2 — r2 (5,7)
Z obecného tvaru rovnice nadkoule (5,6) ur¢ime jeji stfed
a polomér nejpohodiné)i tim, Ze tento tvar pfevedeme ob-

vyklym zplsobem zpét na tvar (5,5) nebo feSenim rovnic
(5,7), odkud plyne

TZ_;_VM12+ M2+ + M.* — 4N.

V rovnici (5,6) se tedy pfedpoklada, Ze je
M2+ M2+ ... + M2 — 4N > 0.
Obratme se nakonec k soustavim lineirnich rovnic.
Vime uZ, Ze kaZd4 linedrni rovnice
G+ aky ... F At a1 =0  (59)

znamena nadrovinu; pfitom a,, a,, . . ., dn, @5 1 jsoU kon-
stanty, z nichZ a,, . . ., d» nejsou viechny rovny nule, kdez-
to X5, Xay . . .5 Xn jsou soufadnice b&Zného bodu této nad-
roviny, tedy proménné. Chceme-li néjaky bod v takové
nadroviné urdit, volime pouze n — 1 jeho soufadnic, kdeZto
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zbyvajici n-tou soufadnici uZ musime vypocitat z rovnice
(5,9). ProtoZe bod v nadroviné je tedy uréen n» — 1 soufad-
nicemi, je nadrovina v prostoru E. prostorem (n — 1) —
rozmérnym. Na zvld$tnim pfipadé nadroviny x, = 0 si
miiZe kazdy podobné jako v predchazejici kapitole ovéfit, Ze
jde opét o euklidovsky prostor, Ze tedy nadrovina v prostoru
E. je sama prostorem E,_;. (Uvédomujeme si oviem, Ze
takovéto ovéfeni né&jaké vlastnosti na zvlaStnim pfipadé
neni ditkazem obecné véty.)

Pfidame-li k rovnici (5,9) dalsi takovou rovnici, dostdva-
me soustavu dvou rovnic o # proménnych x;, x5, ..., Xa
a tato soustava znamend geometricky prinik dvou nad-
rovin, Takovy priinik md pak podobné jako dfiv o dalsi
rozmér méné, je to tedy prostor E,..» vnofeny do plivodni-
ho prostoru E,. Prost€ pfidivinim kaZd¢ dalii linedrni
rovnice sniZuje se o jednu pocet rozméru pfisluSného pri-
niku nadrovin. Vyslovme hned pfislu§nou vétu, analogic-
kou k vét€ 4,4; o pfedpokladech, za kterych plati, pohovo-
fime dodate¢ng.

Véta54. V kartézskych soutadnicich je prostor E, v pros-
toru E, (p<n) uréen q linedrné nezduvislymi linedrnimi rovni-
cemz, PTl ems3 76 qg—=n— P

Dikaz této véty zde nepodavame, jeji obsah i vyznam
je uZ Ctenafi po prapraveé z pfedchdzejici kapitoly srozu-
mitelny. Musime oviem vytknout pfedpoklady, za nichZ
tato véta plati. Je to stejné jako u véty 4,4. Prvni pfedpo-
klad je samozfejmy, Zddné dv€ z téch ¢ rovnic, o kterych
se tu mluvi, nesmi byt ve vzdjemném Sli‘ ru, jedna nesmi
odporovat druhé (jinak by pfislusné dvé hadroviny nemély
spoleény bod a nemohli bychom tedy mluvit o jejich pra-
niku — to nastivd napf. u dvou rovnob&Znych rovin
v prostoru E;). Druhy predpoklad 1e sloZitéjsi, soustava
nasich ¢ linedrnich rovnic musi byt tvorena rovnicemi line-
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drné nezivislymi; nemdme zde moZnost formulovat to
algebraicky, fekneme si jen, Ze je tento pfedpoklad ekviva-
lentni s poZadavkem, Ze kterdkoli z pfislu$nych nadrovin
nesmi obsahovat cely prinik viech zbyvajicich nadrovin,
jeZ jsou témito rovnicemi urleny.

Véta 5,4 ma ovSem své dasledky. Tak napf. v prostoru
pétirozmérném je podle toho rovina urcena tfemi rovnice-
mi, nebot pro n =5, p = 2 je ¢ = 3. Dvé rlizné roviny
maji zde tedy celkem Sest rovnic a ty uZ v péti proménnych
X135 Xp5 . . .5 X; Nemusi mit spolecné fedeni; v takovém pFi-
padé tedy dvé roviny v prostoru E se neprotinaji, jsou mimo-
bézné. Priklad toho mime ve cvié. 5,11.

Z véty 5,4 také poznime, Ze napf. trojrozmérny prostor
E; je v prostoru E, urlen soustavou » — 3 linedrnich rov-
nic atd. (Viz cvi¢. 5,12.) Hleddme-li spolené body » nad-
rovin v prostoru E, znameni to Fe$it soustavu » linearnich
rovnic o n nezndmych xy, x, ..., x,. Takova soustava ma
za nalich pfedpokladd privé jedno fefeni; v prostoru En
protind se pak » nadrovin pravé v jednom bodé. I toto
tvrzeni je ve vété 5,4 obsaZeno, uZijeme-li tak jako u véty 4,4
oznaceni E, pro bod jakoZto prostor bez rozmért (ptfiklad
je ve cviceni 5,10).

Cuiéeni

5,1. Vypoététe vzdilenost bodu 4 (a;; ay; - .. ; @) od poditku v pro-
storu E,.

5,2. V prostoru E, je dan bod 4 (a,; a;; ...; a,). Urlete takovy
bod B, aby pocatek byl stfedem usecky AB.

5,3. Pfesvédcte se poétem, Ze stfed secky leZi v nadroviné, kteri je
jeji osou soumérnosti.

5.4. Co je nadrovina a) v prostoru E, (tj. v roving), b) v prostoru E,?

5,5. Co je nadkouli a) v prostoru E, (tj. v roviné), b) v prostoru E;?
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5,6. Napiste rovnici nadkoule v pétirozmérném prostoru E;, ktera
m4 a) stfed v potitku a polomér r = 1; b) stfed S (1; —1;2;4;0)
a polomér r = 5.

5,7. V Sestirozmérném prostoru je ddna nadkoule rovnici
xy2 + xp% - xg? k.2 + g L xg? — dxy — 2%, + 6xy — 10x, —
— 2x5 — 2xqg + 25 = 0.

Urdete jeji stied a polomér.

5,8. V pétirozm&mém prostoru uréete rovnici nadkoule, kterd m4
stted S(—1;0;5; —3;2) a prochdzi bodem A4 (2;1;3;1;4). Jak
velky je jeji polomér?

5,9. V prostoru E,, urete stfed a polomér nadkoule, jejiZz rovnice je
%2 + %32 + ... + x,® — 2ax, = 0, pfitemz pfedpoklddame a > 0.

5,10. V pétirozmémém prostoru uréete prisedik nadrovin, jejichz
rovnice jsou

X, 2%y — X3+ %3+ 3x5—-2=0,
3x;, — xy L a3 — 2%y F x5 — 12 =0,
x, - 3x, — X3 + %, — x5 +-6=0,
2x, — 3x,— 8 =0,

4xg + x4 — x5 - 4 = 0.

5,11.V pétirozmérném prostoru jsou diny dvé roviny. Prvni rovi-

na je urlena rovnicemi
2%, — Xy + X3 — %3 + 3% — 6 =0,
% —x3+-x53—1=0,
X, — %3 - 1=0,
druha rovnicemi

X L Xy — Xy — %4+ 2x5 - 1=0,
X — X+ x +x —3=0
% +x+x, —4=0.

Dokazte, Ze tyt6 roviny se neprotinaji v Zadném bodé.
5,12. Kolika linearnimi rovnicemi je v prostoru E, uréena a) rovina,
b) pfimka?
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