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4. kapitola

CTYRROZMERNY PROSTOR

Algebra nekonci u soustav rovmic o tfech nezmamych.
Studuje i rovnice o Ctyfech, péti a vice nezndmych. Nava-
Zeme-li na pfedchazejici kapitoly, vznikne pfirozena otdzka,
maji-li takové rovnice také né&jaky geometricky vyznam.
Uvidime, Ze ano; nevystaime pfitom ovSem s dvojroz-
mérnou rovinou nebo trojrozmérnym prostorem. Matema-
tikové si zde pomahaji tim zpisobem, Ze zavidéji nové,
umélé pojmy. Cini tak analogicky ke znimym pojymim
z geometrie prostortt dvojrozmérnych a trojrozmérnych.

KdyZ jsme v roviné uréili bod 4 pomoci jeho dvou sou-
tfadnic a,, a,, znamenalo to témérf totéZ, jako kdybychom
uspofadané dvojici Cisel® a,, a, divali nové jméno, totiz
jméno ,,bod A*“; podobné jsme si pocinali i v prostoru
trojrozmérném, jenze tam uZ Slo o trojice Cisel. Pro¢ by-
chom nemohli pokracovat stejné i pro Ctvefice Cisel nebo
viibec pro skupiny o vét$im poctu Cisel ? Ziistarfime proza-
tim u Ctvefic.

Pokusme se o tuto abstrakci: KdyZ jsme poznali geo-
metricky vyznam dvojic a trouc disel, rovnic mezi nimi
a jinych aritmetickych pojmi, odloZme na chvili geometric-
ky obrazek ¢i prostorovy model a odmysleme si skoro celou
tu geometrii; jediné, co z ni podrZime v paméti, bude
geometrické ndzvoslovi. Usporadanou <tvefici &isel —
a,, a,, d,, a, nazveme prosté opét ,,bod A* a zapiSeme to
zase znakem A(a,; a,; ay; a,4) a Jednotliva Cisla této Ctvefice
prohlasime za soufadnice tohoto bodu A. (Ctenaf si jisté

38



domysli, Ze v matematice skutecné existuji konkrétni ob-
jekty, jeZ lze charakterizovat pravé popsanou Ctvefici Cisel
— ukaZeme si je hlavné v posledm kapitole — a Ze tedy
nejde jen o vyumélkované feci, které by se prakticky nikde
neuplatnily.)

Poznali jsme, Zze bod urleny dvéma soufadnicemi se
zobrazuje v roviné a bod urceny tfemi soufadnicemi v pros-
toru. O roviné jsme fikali, Ze je dvojrozmérnd, body urené
tfemi soufadnicemi vyplnily trojrozmérny prostor. Stejné
tedy fekn€me, Ze vSechny body, jeZ lze charakterizovat
Ctyfmi soufadnicemi, vyplni prostor étyfrozmérny. Dlle¥ité
pfitom je, Ze pfi urceni bodu A4 ve ¢tyfrozmérném prostoru
muZeme Cisla ay, a,, a3, a, (jeho souradnice) volit nezivisle
jedno na druhém. A podobné jako v pfedchazejicich kapi-
tolich budeme i zde pfedpokladat, Ze kaZdd soufadnice
probiha celou mnoZinu realnych &isel. Bod, jehoZ viechny
Ctyti soufadnice jsou rovny nule, nazyva se i zde poédtkem
piislusné soustavy soufadnic.

Abychom mohli mluvit o néjaké geometrii v takovémto
Ctyfrozmérném prostoru, zavedeme si v ném pojem vzdale-
nosti dvou bodi. Rodivéme se nejdfiv na vzorce (1,1), (2,1)
aB3Dv predchazeucmh kapitolach a analogicky k nim
zvolime méfeni délek i zde.

Fsou-li A(a,3a,3a43a,) a B(b,3b,;b,3b,) dva body v prosto-
ru étyfrozmérném, pak za jejich vzddlenost prohldsime Eislo
v dané vzorcem

U= V(bl — @)+ (by — ap)* + (by —— a3)* + (by - ay)™
41)

Piseme zde oviem také AB = v.

Dopliime to hned daliim pojmem, totiz pojmem eukli-
dovského prostoru (srovnej se zdvérecnymi slovy pfedcha-
zejicich kapitol).
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Euklidovskym ¢&tyfrozmérnym prostorem rozu-
mime kaZdou takovou mnozinu (kazdy takovy souhrn)
néjakych pravé popsanych objektd ¢ili boda, kdyz
méFeni vzdalenosti dvou takovych bodu provadime
podle vzorce (4,1).

Pro strucnost budeme euklidovsky Ctyfrozmérny prostor
znadit E,.

Pfisluinym soufadnicim budeme i zde fikat soufadnice
kartézské. Pojem vzdalenost je na né vazan. Z toho, co
bylo feceno, neplyne, Ze bychom v tomtéZ prostoru E,
nemohli zavést vedle téchto soufadnic jeSté néjaké jiné
soufadnice, v nichZ by se vzdailenost dvou bodt pocitala
podle jiného vzorce nez je (4,1). To jsme mohli zkusit uz
v roviné nebo v trojrozmérném prostoru, vzorec pro vzda-
lenost dvou bodu by se pak byl patfi¢n¢ zménil; nebylo by
tam napf. nutno volit osy soufadnic k sobé kolmé. Upusti-
me viak od toho a zistaneme jen pfi nasi nejjednodussi
kartézské soustavé soufadnic.

Pro nade ¢tendfe bude tedy prozatim nejpohodlnéjsi tato
pfedstava prostoru E,: je to mnoZina viech uspofadanych
Ctvefic Cisel, kazdé takové Ctvefici Fikdme bod prostoru E;
a vzdélenosti mezi nimi méfime podle vzorce (4,1).

UzZ na zdkladé téchto nékolika pojmli miZeme feSit
nekteré ulohy geometrie v E,, jak je patrné ze cviCeni 4,|
az 4,5; ptitom napf. stranou AB trojihelnika ABC rozu-
mime i zde vzdilenost jeho vrcholi 4, B; rovhoramennym
trojuhelnikem rozumime trojuhelnik, jehoZ dvé strany jsou
stejné dlouhé atd.

Podobné jako v predchdzejicich kapitolich budeme i zde
sttedem usecky AB rozumét bod S, ktery puli vzddlenost
AB, pro ktery tedy plati AS = BS = LzAB(srovnej se
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cvi¢. 2,4 a 3,3). Soufadnice tohoto stfedu uréin;g stejné
snadno jako v pfedchazejicich kapitoldch (viz vétu 132, vétu
2,2 a vétu 3,2):

Véta 4,1. Stied S tiselky, jejig krajni body jsou A(a,; a,;
ay; a4) B(by; by by by), md souradnice

a, + b a, + b, a; + b,
51:%,522—2‘5—'553:' : 3 A,
+ b
54:;‘1_42_4. (4,2)

Dtkaz se opira o vzorec (4,1). Pro vzddlenost bodu A4S,
kde soufadnice bodu § jsou dény vzorci (4,2), vychazi

N ) 2
AS:V(FIZLI,I'—‘ZI) + ...+ (ﬂé_b_“. *a‘,) =

1 2
=7 Vo~ a2 4. 4 by - a) = 7143

a stejné tak BS = ;— AB;je tedy také AS == BS a tvrzeni

véty 4,1 je dokazino.

Tento zpisob dikazu jsme doporucovali Ctendfam ve
cvié. 2,4 a 3,3, neni tedy pro né novinkou. Véta 4,1 se
vzorci (4,2) potvrzuje existenci stfedu tusecky v prostoru
E, a poskytuje i ndvod pro vypocet jeho soufadnic. Nutno
zde vSak upozornit na to, Ze tato véta nefika nic o tom, zdali
vedle bodu S neexistuje jesté né&jaky jiny bod v E,, ktery
také pili useCku AB; nedokazali jsme tedy, Ze tiseCka ma
v prostoru E, jen jediny stfed (v pfedchazejicich kapito-
lach to bylo zfejmé z nazoru.i z toho, co Ctendfi znaji ze
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Skoly). Ale i to lze ve Ctyfrozmérném prostoru dokazat.
Nemant€ viak na to v této broZurce ani misto, ani patfi¢né
prostiedky ; zdjemce to najde v udebnici E. Cecha, citované
vzadu v seznamu literatury, a to v L. dile na str. 18.

Pristupme nyni podle vzoru predchazejicich kapitol
k hledani vSech takovych bodi X leZicich ve Ctyfrozmér-
ném prostoru E,, které jsou od bodu A stejné vzdileny
jako od bodu B. Stfed S twseCky AB, ureny ve vété 4,1,
je oviem jednim z nich. Jisté viak existuji jesté¢ daldi body
X, pro které je AX = BX. V roviné vytvofi takové body
pfimku, v prostoru trojrozmérném rovinu, pokazdé totiz
»»05u soumnérnosti‘ usecky AB. Byla o tom feC v pfedché-
zejicich dvou kapitolich. Co bude touto osou soumérnosti
useCky AB v prostoru E,? Bude to zfejmé analogicky
pojem k pojmu pfimky v roviné nebo k pojmu roviny ve
trojrozmérném prostoru. ProtoZe viak v prostoru E, ne-
mime dosud pfislusny pojem, nezbyvd neZ ho definovat
nebo pojmenovat. Provedeme tento kfest velmi jednoduse,
uZijeme bézné vzitého nazvu nadrovina. Nadrovina v pro-
storu E, je tedy mnoZina (souhrn) viech takovych bodu,
které jsou od danych dvou vzdjemné riznych bodu stejné
vzdaleny. A hned miZeme pfistoupit k analytickému vy-
jadfeni nadroviny (srovnej s vétami 2,3 a 3,3).

Véta 4,2, V kartézskych soufadnicich md nadrovina
v prostoru E, rovnici linedrni.

Dukaz. Jsou-li A(a,; a,; a,;a,) a B(b,; by; bys b,) dva
rizné body, pak nadrovinu vyplni takové body X(x,; x,;
X33 %,), pro které je AX = BX, tj.

Pp—

= V(xl — by)? - (xz — by)? 4 (x5 — by)® + (x3 — by).
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Po umocnéni této rovnice dvéma a po jednoduché pocetni
upravé vychazi odtud linearni rovnice

P1Xy + PoXe + PaXs + paxy + py =0, (4,3)
kde jsme pro strucnost poloZili

pr=o0(b, — a)sp, = 0(by — ay), p3 = 0 (by — ay),
P1 =0 (by — ay), (4,4)

b5 = %(aﬁ—bﬁ - ag?- byt at—by? +- af- - bf);.

pfitom o + O je libovolny koeficient. V§imnéte si, Ze Cisla
D> P2> P3» P4 DEjsou viechna soucasné rovna nule. Vsechny
body X zde vySetfované nadroviny maji tedy tu vlastnost,
Ze jejich soufadnice vyhovuji rovnici (4,3), ktera je oviem
v proménnych x,,.x,, X3, x, linedrni. Jiné body neZz body
této nadroviny uvedené rovnici nevyhovuji, nebot z rov-
nice (4,3) plyne pfi oznaceni (4,4) zpét podminka AX =
= BX, jak se kazdy snadno pfesvéddi. Je tedy rovnice nasi
nadroviny vskutku linedrni. Ddle je k diikazu véty 4,2 jesté
nutno dodat, Ze obracené kazda linedrni rovnice tvaru (4,3)
je rovnici nékteré nadroviny. Dikaz je i zde myslenkové
stejny jako byl ditkaz véty 2,3 nebo véty 3,3, nebudu jej uz
opakovat. Ctendf si jen znovu promysli diskusi rovnic (2,6)
az (2,8) z druhé kapitoly a pfepise si ji do pomérua ve Ctyi-
rozmérném prostoru, tj. do ¢tyf proménnych x,, x5, X3, X3,
pti ¢emZ rovnice (2,4) a (2,5) nahradi rovnicemi (4,3) a
(4,4). Tim je véta 4,2 dokdzana.

Zkoumejme dal$i geometricky uttvar v prostoru E,,
ktery je obdobou kruZnice v roviné a plochy kulové v pro-
storu. Budeme mu fikat nadkoule, alkoli by presnéjsi nazev
byl kulova nadplocha. Nase strucné vyjadreni, jeZ je ob-
vyklé, nevede vSak k nedorozuméni. Nadkoule je prosté
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mnoZina (souhrn) viech takovych bodii v E,, jeZ jsou od da-
ného bodu, tzv. stfedu nadkoule, stejné vzddleny; vzddlenost
kaZdého bodu nadkoule od jejtho stredu nazyvd se polomér
nadkoule. Ctendf si jist& viimne, %e o nadkouli a jejim stiedu
i poloméru miZeme v prostoru E, mluvit proto, Ze v nénr
dovedeme méfit vzddlenost a Ze k tomu vlastné nic jiného
nepotfebujeme. V daldi v&t¢ (podobné jako ve vétich 2,4
a 3,4) znamenaji pismena x;, x,, xg, x, kartézské souradnice
libovolného bodu X dané nadkoule.

. Vé&ta 4,3. Nadkoule o stfedu S(s,; 555 S35 5,) a poloméru
r > 0 md v kartézskych souradnicich v prostoru E, rovnici

(% = $1)% -+ (%3~ 82)* -+ (%3 — 53)2 + (%1 — 5,)° ==
= r2 (4,5)

Dikaz. Podle toho, co bylo feCeno, je nadkoule tvofena
body X, pro které je SX = r, a jen témito body. Podle
vzorce (4,1) to vede k rovnici

Yoy — s+ (x2 — 522 + (5 — 53 + (6 — 83 = 15
kter4 vzhledem K podmince r >> 0 je ekvivalentni s rovnici
(4,5).

Rovnici (4,5) lze pfepsat na tvar
X3+ x,2 + x,24 1% - Mx, 4- Nx, + Px; 4 Qx;+ R=

= 0, (4,6)

kde je
M = — 25, N == — 25,, P == — 285, Q == — 25y,
R = 52+ 5,2+ 542+ 5,2 -— r2 (4,7

Je-li rovnice nadkoule dina ve tvaru (4,6), poznime jeji
stfed a polomér tim, Ze ji zpét pievedeme na tvar (4,5),
jak uZ jsme to poznali ve dvou a tfech proménnych u rovnic
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(2,9) a (2,10) a u rovnic (3,5) a (3,6). Pfimo ze vzorcu (4,7)
také snadno urlime stfed a polomér nadkoule; je
M N P Q

'2—' b

BV I R R

r:%VMz—{-NZ 4 P24 Q2 -

Za piedpokladu M2 + N2 P2+ Q% — 4R>0jer>0a
rovnice (4,7) je pak rovnici nadkoule. Pfiklady jsou ve cvic.
4,6;4,7;4,12;4,13; 4,14.

Kdy?Z jsme uZ poznali nejjednodussi nadplochy v prostoru
E,, totiZ nadrovinu a nadkouli, postoupime k dalS$im po-
jmim, ale zustaneme pro jednoduchost jen u ttvari line-
arnich, tedy u 1tvari vytvofenych nadrovinami. Za tim
ucelem se vyplad fici si jeSté néco o nadroviné. Z véry 4,2
vime, Ze¢ nadrovina ma rovnici lineirni (proménné —
X1, Xay X3, X, S€ Vv 0 vyskytuji jen v prvni mocniné). Rovnice

% =0 (4,8)

je také takova linedrni rovnice, piedstavuje tudiZz néjakou
nadrovinu. Z rovnice (4,3) ji dostaneme, klademe-li tam
P =ps = p3 = p; = 0, p, = 1. KaZdy bod leZici v nad-
roving (4,8) je charaktenzovan tim, Ze jeho Ctvrta soufad-
nice je rovna nule; jsou-h ¥(y,;y,;¥,;0)a Z(215 235 235 0)
dva takové body, je jejich vzdalenost v prostoru E, urcena
podle vzorce (4,1) vyrazem

YZ = VG 3T T G 3T @ o)
To je oviem aZ na oznaceni bodi a jejich soufadnic pfimo

vzorec (3,1) ze zaatku kapitoly 3. To znameni, Ze vzdale-
nost dvou bodd Y, Z nadroviny (4,8) méfime zde stejné
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jako v trojrozmérném euklidovském prostoru, tudiz Ze tato
nadrovina je sama trojrozmérnym euklidovskym prostorem.

“Toto tvrzeni viak plati pro kazdou nadrovinu leZici
v prostoru E,, tedy nikoli jen pro nadrovinu danou rovnici
(4,8). Soustavu soufadnic muZeme totiZz vidycky zvolit
v prostoru E, tak, aby dand, pevné zvolena nadrovina méla
rovnici (4,8), tj. aby byla soufadnou nadrovinou. Nebudeme
to zde podrobn¢ dokazovat, rad bych jen upozornil, Ze to
viechno neni Zddné piekvapeni; v prostoru trojrozmér-
ném jsou poméry podobné. Tam je sice ze $koly i z ndzoru
kazdému zfejmé, Ze rovina, leZici v trojrozmérném eukli-
dovském prostoru, je sama dvojrozmérnym prostorem
euklidovskym, ale je dobfe si uv&domit, Ze i tam kazdou
rovinu mohu zvolit za rovinu soufadnou.

Ostatné skutecnost, Ze nadrovina v prostoru E, je sama
prostorem trojrozmérnym, plyne uZ z urleni bodu v takové
nadroving. Je-li X(x,;x,; x4; x,) bod takové nadroviny,
vyhovuji jeho soufadnice rovnici (4,3) a nemiZeme je tedy
volit zcela libovolné, MuZeme volit pravé jen tfi z nich,
Ctvrtou uZz musime vypocitat z rovnice (4,3). Je tedy bod
v nadroviné urcen tfemi soufadnicemi, proto je kaZzda nad-
rovina v prostoru E, sama prostorem trojrozmérnym. Do-
kézat viak obecné, Ze je to euklidovsky trojrozmérny pros-
tor, dalo by uZ vic prace; spokojime se zde tedy jen s ukdz-
kou, kterou jsme si pfedvedli pro nadrovinu o rovnici
(4, 8).

Jsou-li nyni ddny dvé nadroviny rovnicemi (a;; b; jsou
konstanty, x; jsou proménné)

ax, + agx, + azx; + agxy 4-a; =0,
blxl + b2x2 —|“ b3x3 "’_ b4x4 + b5 == 0, (4,9)

muzeme v béznych pfipadech dvé z proménnych soufadnic
(napf. x,, x,) volit libovoln¢ a zbyvajici dv& (zde tedy x4, x,)
vypolitat pak z téchto dvou rovnic. Tak dostaneme sou-
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fadnice vSech bodit X(x,: x, : x5 : x,), jeZ leZi v obou zvole-
nych nadrovinich soucasné. Kolik je takovych bodu? Je
jich nekonené mnoho, protoZe dvé soufadmice kazdého
z téchto bodi muZeme pritom volit libovolné, tedy neko-
necné¢ mnoha zpusoby. ProtoZe dvé soufadnice jsou voli-
telné, vytvofi tyto body dvojrozmérny prostor. To ndm uZ
ptipomina tvahy z kapitoly 2 a mame tedy podezfeni,
neni-li tento dvojrozmérny prostor zase euklidovsky, neni-li
to prosté rovina. NasvédCuje tomu i to, Ze jde o Utvary
lineirni, dané linedrnimi rovnicemi. A skuteCné je tomu
tak; miZeme si to opét pohodlné ovéfit na zvlastnim pii-
padé, kdyZ za rovnice (4,9) zvolime rovnice

Xy = 0, x, = 0. (4,10)

Body, leZici v obou téchto nadrovinach souc¢asné€, maji prvni
dvé soufadnice libovolné a druhé dvé jsou nuly; pro vzda-
lenost takovych dvou boda Y(y,; ¥,; 0; 0) a Z(z,; 2,5 0; 0)
dava vzorec (4,1) vysledek

YZ = | (2 — 31 + (22 — 32
To je oviem vzorec (2,1) a vidime tedy, Ze spolecné body
nadrovin (4,10) vytvofi dvojrozmérny euklidovsky prostor,
tedy rovinu.

V celé této uvaze pfedpoklidime, Ze nadroviny dané
rovnicemi (4,9) vibec né&jaky spoleény bod maji, tj. Ze
obé rovnice (4,9) si vzdjemné neodporuji, a Ze zaroveil neni
jedna z nich niasobkem druhé, {ili, jak se odborné fikd, Ze
tyto dvé rovnice jsou lineiarné nezavislé. Kdyby totiZ jedna
byla niasobkem druhé, dostali bychom vhodnym délenim
druhé z rovnic (4,9) prvni z nich a obé by tedy urcovaly
tutéZ nadrovinu; v tom pfipadé by tyto ,,dvé*“ nadroviny
splynuly v jedinou a neprotly by se jen v roviné. Za pied-
pokladii prdvé vytienych miiZeme viak ¥ici, Ze dvé nadroviny
v prostoru E, se protinaji v roviné. Rikdme také, e primk
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dvou nadrovin v prostoru E, je rovina. Ve star§i literatuie
se misto slova prunik vyskytuje ve stejném vyznamu i slovo
prusek. Zarovell poznivame, Ze rovina v prostoru E, je
uréena dvéma linedrnimi rovnicemi. Tyto rovnice musi byt
oviem linedrné nezavislé a nesmi si vzijemné odporovat,
jak uz o tom byla fe¢. Napf. rovnice

X+ % — 2%+ x,—1=0,
2%, + 2x, —4x;, + 2x, — 1 =0

si odporuji, jimi uréené nadroviny nemaji Zadny spolecny
bod (jak se kazdy snadno pfesvédci) a neprotinaji se tedy
v roviné.

Urleni roviny v prostoru E, je tedy obdobné urleni
ptimky v trojrozmérném prostoru; pokazdé je pfislusny
geometricky utvar uréen dvéma linedrnimi rovnicemi.

Ptejme se dile, co je prunikem tfi nadrovin v prostoru
E,, tj. co vytvoii body spolecné tfem nadrovindm ? Analy-
ticky to znamen4 hledat spole¢né feSeni i linearnich rov-
nic (a;; b;; ¢ jsou konstanty, x; jsou proménné)

A%, + axxy, + asx; + ax, + a; = 0,
blxl '*" b2x2 + b3x3 + b4x4 + b5 = 0, (4,11)
Xy €Xp + Ca3X3 1 C4x4 + 5 =0,

z nich? kaZda je rovnici jedné z danych t¥i nadrovin. Zde
miZeme jen jednu z proménnych x,, x,, X3, x, volit libo-
volné, kdeZto zbyvajici tfi uZ musime vypotitat feSenim
soustavy tfi rovnic (4,11). Volitelni je jedna soufadnice,
body takto uréené vytvofi tedy prostor jednorozmérny,
pfimku. Zvlastni pfipad soustavy (4,11) jsou rovnice

Xy = 0, x5 = 0, %, = 0;

jsou-li ¥(y,50;0;0) a Z(2;;0;0;0) libovolné dva body
spole¢né vSem témto nadrovinim, je jejich vzdalenost
podle vzorce (4,1) dina vyrazem
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YZ = V(zl — Y1) =z — il
To je vzorec (1,1) z prvni kapitoly, nase tfi nadroviny se
tedy protinaji v obycejné euklidovské pfimce.

O soustavé (4,11) musime pfi tom oviem zase pfedpo-
klddat totéz, co jsme pfedpoklddali v diskusi o soustavé
rovnic (4,9). Zadné dvé z t&chto rovnic (4,11) si nesmi na-
vzajem odporovat a celkemn musi byt tyto rovnice lineirné
nezavislé. Oviem linearni nezévislost tfi rovnic je uZ pojem
znalné sloZitéjsi neZ byl u dvou rovnic a nemame zde misto
na vyklad tohoto pojmu. Pfipojme jen upozornéni, Ze
kdyby napf. tfeti z rovnic (4,11) byla sou¢tem prvnich
dvou, pak by oviem kaZd¢ feSeni prvnich dvou rovnic bylo
i feSenim tfeti z nich; geometricky by to znamenalo, Ze
tfeti nadrovina by obsahovala vSechny body spolecné
prvnim dvéma nadrovinam, tedy viechny body roviny
jimi uréené. V takovém pfipadé by tyto tfi nadroviny mély
spoleCnou celou rovinu a neprotinaly by se tedy jenom
v pfimce. PoZadavek linedrni nezavislosti rovmic (4,11)
geometricky prosté znamena pozadavek, aby Ziadna z pfi-
slusnych nadrovin neprochazela prinikem zbyvajicich nad-
rovin takové soustavy. A s timto vysvétlenim pojmu line-
arni nezavislosti se zde spokojime.

Ze viech pravé uvedenych pfedpokladii miZeme tedy
struéné fici, Ze (¥ madroviny v prostoru E, se protingji
v pFimce. Zaroven vidime, Ze primka v prostoru E, je uriena
tiemi linedrnimi rovnicemi.

Dosavadni vysledky muZeme pro prehlednost vyjadfit
jedinou vétou. UZijeme pfitom struéného oznaCeni E,
pro p-rozmérny euklidovsky prostor, tedy E, pro ptimku,
E, pro rovinu a E; pro trojrozmérny prostor. Pfitom pifed-
poklidame, Ze soustava linedrnich rovnic, o které hovoti-
me, je tvofena rovnicemi linedrné nezivislymi a navzéjem
si neodporujicimi, jak uZ bylo nékolikrite zdtraznéno. Za
téchto pfedpokladii 1ze nade vySetfovani shrnout takto:
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Véta 4,4. V karrézskych souradnicich je prostor E, v pros-
toru E, (p<<4) uréen q hinedrné nezdvislymi lLinedrnimi
rovnicemi, pii cemZ je ¢ == 4 — p.

Véta 4,2 je zvlaStnim pfipadem této véty 4,4. Ve vété 4,4
je viak zahrnut i pfipad ¢tyr linedrnich rovnic, pfijmeme-li
oznaceni E, pro bod jakoZto prostor, jehoZ pocet rozméri
je nula. Skute¢né soustava Ctyf linedrnich rovnic o &tyfech
neznimych md za naSich pfedpokladi jediné feSeni, je
tedy jediny spolecny bod Ctyf nadrovin v prostoru E,.
Celkem tedy miZeme ve vété 4,4 klast p = 0, 1, 2, 3.

UkaZme si na piikladech nékteré dusledky véty 4,4.

Hledejme spolecné body dvou rovin v prostoru E,.
Podle véty 4,4 je zde kazda rovina dina dvéma rovnicemi.
Necht prvni rovina je ddna napf. rovnicemi

X, + x, 4+ x3+x4——2=0
X kX — % —x, =0, (4,12)
a druha rovina rovnicemi

2% — Xy + %3 — %, — 5=0,
X, — X+ x4 = 0. (4,13)

Vsechny spolecné body téchto rovin maji tedy tu vlastnost,
Ze jejich soufadnice vyhovuji jak rovnicim (4,12) tak rovni-
cim (4,13). To jsou celkem Ctyfi linedrni rovnice o étyrech
nezndmych x;, x5, X3, %, a stojime pfed tkolem feSit tuto
soustavu rovnic. ReSeni je zde jediné, jak se kazdy snadno
piesvéddi tim, Ze tuto soustavu skuteéné rozie$i. Snadno
dostaneme vysledek

%= 1lyx=0,%3==2,x, = — L. (4,14)

Je tedy jediny bod X (1;0;2; 1) spoleény obéma danym
rovinim. Neni to nic dlvneho, i podle véty 4,4 nae Ctyfi
rovnice (4,12) a (4,13) urcuji v prostoru E, prostor E,,
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tedy jediny bod. Cely tento piiklad ndm tedy ukazuje piipad,
kdy dvé roviny ve étyFrozmérném prostoru se protinaji v jed-
nom bodé.
Sledujeme dile otiazku praseciku pfimky s rovinou
v prostoru E,. Rovina necht je ddna zase rovnicemi (4,12).
Pfimka je tu podle véty 4,4 dina tfemi linedrnimi rovnice-
mi; necht to jsou rovnice (4,13), k nim?Z jako tfeti pfipojime
rovnici
2%+ %, — %3+ 3x, — 7= 0. (4,15)

Soufadnice priseCiku této pfimky s danou rovinou vyho-
vuji tedy viem péti rovnicim (4 12), (4,13) a (4,15). Ale
takovy bod neexistuje. Jediné feSeni soustavy rovnic (4,12)
a (4,13) dévaji hodnoty (4,14), ty viak nevyhovuji rovnici
(4,15), jak se pouhym dosazenim kaZdy presvedc1 Mdme
tedy przpad kdy primka a rovina v prostoru CtyFrozmérném
se neprotinaji, jsou mimobéZné.

Podobnych disledki véty 4,4 l1ze ukazat celou fadu.
Neékteré mame ve cviCenich na konci kapitoly.

Doplfime nyni vétu 4,1 v jednom sméru. KdyZ uz znime
analytické vyjadieni pfimky v prostoru E, pomoci tfi
linedrnich rovnic, snadno dokiZeme, Ze stfed usecky AB
leZi na pfimce urlené témito body A, B. Uvaha je zde
stejnd, jako byla v kapitole 3 pfi odvozeni rovnice (3,10)
z rovnice (3, 9). Budiz

g1%; + go2Xa + gaxX3 + g%, + g5 =0 (4,16)

(¢: jsou konstanty, x; proménné) rovnice nadroviny obsa-
hujici body A(a,; a,; a35 a,) a B(by; by; by; b,). Soufadnice
téchto bodu pak rovnici (4,16) vyhovuji, plati tedy

¢19; + Gud: + 333 + a0y + g5 = 0,
@by + o + gabs + qabs + g5 = 0.
Settenim téchto rovnic a délenim dvéma dostivame
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a, + b a, + b, a; + b
4 l;_ L+ g _12 2+ gy 32 2+

a, -+ b
o 850 g =0 (4,17)

To znamena, Ze souradnice (4,2) stfedu § useCky AB vy-
hovuji rovnici (4,16), Cili Ze stfed useCky AB lezi v kazdé
nadroviné prochazejici body A4, B. ProtoZe kazda pfimka
je podle véty 4,4 urena tfemi linedrnimi rovnicemi, je
prunikem tfi nadrovin a pro kaZdou z nich plati rovnice
(4,17). LeZi tudiz stfed aseCky AB v kazdé z téchto tfi
nadrovin urcujicich pfimku 4B a tedy také na této pfimce
samé. I v prostoru ¢tyfrozmérném md tudiz stfed usecky
viechny ty vlastnosti, které zndme z geometrie v prostoru
trojrozmérném.

Zakonéeme tuto kapitolu je$té zkoumdnim uréeni nad-
koule v prostoru E,. Vime, Ze kruZnice je v roviné uréena
tfemi body, jeZ neleZi v pfimce. Pfesn€ fefeno je to tak, Ze
takovymi tfemi body prochdzi pravé jedna kruZnice. V troj-
rozmérném prostoru je podobné plocha kulovd uréena
Ctyfmi body, jez neleZi v téZe roviné; pfiklad toho byl
uveden ve cviceni 3,8. Podobné v prostoru E, je nadkoule
uréena péri rakovymi body, které nelesi v téfe nadroviné.
UvaZme, Ze v rovnici nadkoule tvaru (4,6) je celkem pét
volitelnych koeficientd M, N, P, Q, R; lezi-li dany bod
A(al, as; ag; a4) na této nadkouh, vyhovu)i jeho soufadnice
jeji rovnici, coZ je ]edna podminka pro urceni koeficienti
M, N, P, Q, R, totiz

Ma, + Na, + Pa, -+ Qa, + R =
= — (a* + a® + a;* + a,%).

To je lineirni rovnice pro koeficienty M, N, P, Q, R;
abychom je urdili jednoznacné, potfebujeme pét takovych
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linedrnich rovnic, tedy pét bodd, jimi%Z md nadkoule pro-
chazet (viz cviCeni 4,12).

Pohovofme jesté o tom, kde leZi stfed S takové nadkoule
uréené pét takovymi body A, B, C, D, E, které neleZi
v téZe nadroviné. Za¢néme se dvéma body 4, B. Z vykladu,
ktery pfedchazel vété 4,2, vime, Ze stfedy viech nadkouli
prochdzejicich dvéma body A, B vyplni nadrovinu o rovnici
(4,3), kterd je osou soumérnosti usecky AB. Pfidime-li
tfeti bod C, pak pro stfedy S vSech nadkouli, jeZ proché-
zeji body A, B, C, bude platit nejen AS = BS, ale také
AS = CS§ a v disledku toho uZ i BS == CS. Tyto stfedy
leZi tedy jak v nadroviné, ktera je osou soumérnosti usecky
AB, tak také v nadroving, ktera je osou soumérnosti Gsecky.
AC. Prunik takovych dvou nadrovin je ov§em rovina, nebot
je to utvar ureny dvéma linedrnimi rovnicemi (viz vétu
4,4). Poznivame tedy, Ze stFedy vSech nadkouli prochdzeji-
cich tiemi body A, B, C vyplni v prostoru E, rovinu. Podobné
pfidanim dalsiho poZadavku, aby naSe nadkoule prochizela
jesté Ctvrtym bodem D, pfidivame jesté dalsi nadrovinu,
napi. osu soumérnosti GseCky AD, v niZ hledany stfed leZi.
MuZeme v nasem pripadé¢ tedy fici, Ze stiedy vSech nadkouli
prochdzejicich &tyrmi body A, B, C, D vypini v prostoru
E, piimku. Pfiddnim dalSiho poZadavku, aby na nasi nad-
kouli leZel i paty bod E, dochdzime k rovnici dal$i nadro-~
Viny a tedy uZ jen k jedinému stfedu nadkoule, urené
témito péti body Sestaveni rovnic téchto nadrovin, 1e2 jsou
osami soumérnosti pfisluSnych tdsecek, nemélo by uZ na-
$emu Ctenafi pusobit Zddné potiZe, protoZe jsme tyto rovni-
ce odvodili ve tvaru (4,3) pfi oznaceni (4,4) v diikazu véty
4,2. Rovné? feSeni pfislusnych soustav linedrnich rovnic
nemélo by pisobit zasadnich potiZi, i kdyZ je nékdy dost
pracné, (jde o soustavy rovnic o ¢tyfech nezndmych). Pfi-
slu$né pfiklady jsou zafazeny pfimo ve cviCeni 4,// a 4,12,

Rovnéz hledani prusecika pfimky s nadkouli je zafazeno
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rovnou do cviceni 4,13 a 4,14 (viz i ndvod ve vysledku cvic.
4,13). Mé-li pfimka s nadkouli jen jeden bod spole¢ny,
fikime, Ze se této nadkoule dotyka, Cili Ze je jeji relnou.
Je to obdoba tecny kruZnice nebo plochy kulové.

Zavérem této kapitoly si znovu pfipomefime, Ze jsme v ni
téma Ctyfrozmérného prostoru ani zdaleka Gplné nevycer-
pali. Slo jen o ukazky, jak lze geometrii v takovém prostoru
vytvafet. Mnoha geometrickych pojmi jsme si viak pfitom
vibec nevS§imli. Nemluvili jsme o tihlech a jejich méfeni,
a tedy ani o kolmosti, rovnobé&znosti apod. Neprobirali jsme
uréeni vzdalenosti bodu od nadroviny, roviny nebo pfim-
ky, ani napf. o vzdalenosti dvou rovnob&’nych nadrovin
atd. Nehovofili jsme vibec o transformaci soufadnic. To
viechno musi zdjemce hledat v podrobnéjii literatufe, kterd
je uvedena na konci této knizky.

V souvislosti s tim bude snad né&kterého ¢tenafe mrzet,
Ze jsme zde merysovali Zddné obrazky z prostoru Ctyiroz-
mérného. (Mald ukazka je jen v kapitole 6, obr. 8.) Neméli
jsme totiz k dispozici ani nejjednodussi kolmé promitani,
protoZe jsme o kolmosti v prostoru E, nemluvili. Nutno
vsak upozornit, Ze obrazky se rysuji na papir, tedy na dvoj-
rozmé&rnou rovinu, Tak to déldme i se zobrazovanim troj-
rozmé&rného prostoru. Ale studentiim, ktefi nejsou zvykli
na deskriptivni geometrii nebo nemaji dostatek prostorové
predstavivosti, se stava, Ze v takovém obrazku nic prostoro-
vého nevidi; vidi prosté jen zmét Car na papife. Tyto obtize
ovSem rostou, zvySujeme-li pocet rozméru prostoru, ktery
zobrazujeme. ZileZi pak hodné na cviku a zrucnosti. Je
oviem moZné uZitim promitdni zobrazovat Ctyfrozmérny
prostor na dvojrozmérnou nakresnu; bylo uZ feceno, Ze
se timto zpisobem v deskriptivni geometrii zobrazuje uZ
prostor trojrozmérny. Podobné lze Ctyfrozmérny prostor
promitnout nejdiiv do prostoru trojrozmérného a vysledek
pak dile promitnout na dvojrozmérnou nikresnu, tedy na
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papir. To vSechno patfi do deskriptivni geometrie a znalost
zdkladnich pojmi z prostoru Ctyfrozmérného, které jsme
si ani zde vSechny nevyloZili, se pfitom pfedpoklida.
V seznamu literatury vzadu je uvedena i uebnice deskrip-
tivni geometrie, v niZ o promitdni v prostoru Ctyfrozmér-
ném je pojedndno.

Cuileni . .

4,1. Vypoététe vzdilenost bodu A (a,, a,, a3, a,) od poéitku v pro-
storu E,.

4,2. THi body 4 (—1;2;5;3), B(3;2; —1;7), C(3; —1;2;3)
tvofi v prostoru E, trojihelnik. DokaZte, Ze je to rovnoramenny troj-
thelnik. .

4,3. Dokazte, Ze trojuhelnik ABC v prostoru E,, kde je 4 (—1;2;
5;3), B(1;2;2;5), C(3; —1;2; 3), je pravouhly a rovnoramenny.

4,4. Vypoététe soufadnice stfedu S use¢ky PQ, kde je P (—1;2;5;
3), Q(3;2; —1;7) a vysledek srovnejte se zadianim pfedchéazejicich
dvou cviceni.

4,5. Dokazte, 7¢ body 4 (—1;0;3)/2; — 3)/2, B (1505 — §]/2;

%]/2), (o) (] ;V3; %VE, %VG) tvofi v prostoru E, trojithelnik rovnostranny.
4,6. Napiste rovnici nadkoule v prostoru E;, kterd ma
a) stfed v po&atku a polomér r = 1;
b) stfed S (2; 0; 0; 0) a prochazi pocitkem ;
c) stted S (3; —1; 23 2) a polomér r = 4.
4,7 UrZete stied a polomér nadkoule, jejiZ rovnice je
a) 1,2 L a2 -k xy? + x,% + 2x; 4 8x, — 6k + 1 = 0;
b) 2,2 + x,% + x5 + x,2— 2ax; = 0,kdejea > 0.
4,8. Urgete pruseik dvou rovin v prostoru E,, je-li prvni rovina
déna rovnicemi
X+ xy +x3—x,—12=0,
X+ X —x3+x,—-13=0,
a druh4 rovina rovnicemi
X, — X x4+ %, —-5=0,
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X, — X3 — %3 —x; +8=0.
4,9. V prostoru E, je dina pfimka rovnicemi
% + 3%, —6x3 —6xy —7T=0,
2%, - xy —4xy — 2%, — 15 =0,
4x, — xy — 5%3 -+ 5%, — 30 =0
a nadrovina rovnici
5%, + 10x, — 20x, — 22x, — 38 = O.
Které jsou prusediky této pfimky s touto nadrovinou ?
4,10. V prostoru E, je dina rovina rovnicemi
Xy + %y + x5 — 10 =0,
Xo+ %3+ % —20=0
a nadrovina rovnici
2% - xy — x3 — x3 — 30 = 0. .

Najdéte soufadnice bodu pfimky, v nizZ dand rovina protind danou
nadrovinu. (N4vod: postupujte obdobné jako u fefeni soustavy (3,8)
v kapitole 3.)

4,11, V prostoru E, ur¢ete bod S, ktery m4 od bodt 4 (3; —2; 4; 0),
B(1;0;4;0), C(1; —2;6;0), D(1; —2;4;2), E(2; —1;5;1) ve-
smés stejné vzdalenosti.

4,12. Napiste rovnici nadkoule, kterd prochézi péti body 4, B, C,
D, E ze cvideni 4,11 a vypottéte jeji polomér r.

4,13. Ukazte, Ze v prostoru E, pfimka dani rovnicemi

Xy — Xy — X3 — %4 +2=0,
Xy — X3 =0,
X3 —x,=0
protind nadkouli o rovnici
"12 + xzz + x32 + x42 =4
ve dvou bodech. Najdéte je.
4,14. Ukazte, ze pfimka dan4d rovnicemi
X+ %+ % +x—~4=0,
x — x, =0,
Xq — %y == 0
je te&nou nadkoule o rovnici
g A x? 4 xg? - ox,2 =4
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