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6. kapitola

TROJUHELNIKOVA
cisLa

Mezi kombinaénimi ¢isly byla v posledni dobé studovina
zejména Cisla tvaru (’,f), kterd se pfi n=2 nazyvaji Cisly
trojuhelnikovymi. Nézev je odvozen z toho, Ze Cislo (g)

udivi (zhruba fefeno) polet shodnych kruZmic, jeZ lze
umistit v trojuhelnikovém schematu tak, jak to pro n = 2,

o&;é&x@x@&

Obr. 7.

3, 4, 5, 6 ukazuje obr. 7. Pojem trojiihelnikového Cisla se
vyskytuje jiz r. 1762 u E. de Joncourta, ale teprve v posled-
nich desetiletich studovali vlastnosti trojihelnikovych Cisel
zevrubnéji néktefi matematikové, a to zvlasté autofi polSti
(A. Makowski, A. Schinzel, W. Sierpiriski*), K. Zaran-
kiewicz aj.). UkdZeme si zde téZ néco z této problematiky.

*) W. Sierpinski, vicepresident Polské akademie v&d a profesor
variavské university, je dobfe znidm i u nis. Je &estnym doktorem
Karlovy university v Praze a zahrani¢nim &lenem Ceskoslovenské
akademie véd. .
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Nejprve uvedeme tabulku trojuhelnikovych &isel pro
nékolik hodnot 7.

2| 3| 4| 5| 6| 7| 8 9(10|11 1213

n
(g) 1 3, 6|10]15]21]28]|36|45]55 66|78

Také obrazek nim prehledné ukdZe, jak vzriistaji troj-
uhelnikova Cisla, vzrista-li ¢islo »#. Je to vidét na obr. 8,
kde prvnim sedmi hodnotam z nasi tabulky odpovida 7 bo-
du oznaCenych malymi krouzky. Vzpomeneme-li na to,
co jsme se ulili v nauce o funkcich, mtizeme v obr. 8 se-
strojit i graf funkce

1
=—x(x—1);

grafem této funkce je parabola, jeji¥ Cist tu naznaluje
teCkovand &ara. Nyni vSak uZ pfistoupime k pfikladiim.

P¥iklad 37. Cisla 6, 66 a 666 jsou trojihelnikova, aviak
Cislo 6666 neni trojihelnikové. Dokazte.

Reseni. Ze &isla 6 a 66 jsou trojuhelnikovd, je ndm uZ
zZnamo, nebot je (§)=6 a (122)= 66. Zabyvejme se tedy
Cislem 666 a ptejme se, zda pro nékteré pfirozené Cislo
n plati (;’)=666. Tento vztah vede k rovnici

n(n—1)=1332,

coZ po malé apravé dava n® — n — 1332 = 0. Tato kva-
dratickd rovmice ma kofeny » = 37 a n = —36, z nichZ
druhy nevyhovuje pozadavkim ulohy.

Kofen n = 37 vyhovuje nasi uloze.

Konelné zbyva uvaha o &isle 6666. Zde dochazime ke
kvadratické rovnici
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nt—n—13332=0,
ktera ma diskriminant D = 53329. Podle tabulek se mi-
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Zeme piesvédit, Ze ne-
existuje Zddné pfiroze-
né Cislo7, aby bylo 72 =
= 53329. Tento vysle-
dek znamend, Ze uva-
Zované kvadratické rov-
nici nevyhovuje Zidné
pfirozené Cislo 7, jiny-
mi slovy, Ze Cislo 6666
neni trojihelnikové.

Priklad, ktery jsme
probrali, ndm znovu
ukazuje, jak duleZity je
matematicky diikaz né-
jakého tvrzeni. Z pfi-
padu cisel 6, 66 a 666
bychom totiz mohli
dojit k ukvapené do-
mnénce, Ze v desitkové
soustavé kazdé Cislo
psané Sestkami, je troj-
uhelnikové. Toto tvr-
zeni je ovSem nesprav-
né. V dal§im pfikladé
se setkime s obdobnym
tvrzenim o trojuhel-
nikovych cCislech, psa-
nych Cislicemi 2 a 1;
tam vSak se obdobna
domnénka ukéZe sprav-
nou.



P¥iklad 38. V posloupnosti
21,2211,222111, 22221111, ...
je kaZdy Clen Cislo trojuhelnikové. DokaZte.
Reseni. Cisla v na$i posloupnosti jsou psina &islicemi
2 a 1, pfi¢emZ v kazdém Clenu se nejprve napise nékolikrat
Cislice 2 a pak se doplni ve stejném poctu &islice 1. Clen
n-ty mizeme tedy schematicky vyjadfit ve tvaru

a,=222...2 111...1

—— N ——r
n-krait  n-krat
coZ v jiném tvaru dava
a,=(2.10"-14-2,10%-3 ., . +2.10"14-2,10") 4
+(10"-14+10"-24...410+1).

Z mnoho¢lenu v prvni zavorce vytkneme 2.107 a v takto
ziskaném vyrazu provedeme dalsi dpravu, jeZ vede k vy-
sledku

an=(2.10"+1)(10"-1410"-24-... + 10+ 1).

Podle znimého vzorce pro ¢isteny soucet geometrické

posloupnosti dostdvame dalsi dpravu

ay=5(2.10"+1)(10"—1).

Nyni jsme ¢len a, vyjadfili ve tvaru, ktery nim umoZni
vySetfovat, zda je toto Cislo trojihelnikové. Ptejme se,
zda se a, d4 vyjadFit ve tvaru (’2‘) To vede k rovnici

2D 2 (21004 1) (10°—1),
kterd po odstranéni zlomk( a malé tpravé dava
9x2—9x—2.(2.10"+1) (10n—1)=0.

Jeji diskriminant je D=9248.9.(2.10"+1)(10"—1), coZ
po tpravé dava

>
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D=9(16.10>"—8 .10+ 1)=32.(4.10"—1)2,
Pro kofeny kvadratické rovnice tedy nachizime

x=5(2.10"41), resp. x=-2(1—107).

Druhy kofen muZeme hned zamitnout, nebot pro kazdé
ptirozené Cislo n je to Cislo zdporné. Pohlédneme-li na
kofen pivni, mohlo by se zdat, Ze ani ten nebude vyhovovat
nasi tloze, nebot je tu jmenovatel 3. Cislo 2.10"+1 je
viak podle zndmého znaku délitelnosti délitelné tfemi (pro
kazdé pfirozené Cislo #) a proto prvni kofen je Cislo pfiro-
zené. Je to vysledek, ktery vyhovuje nasi tdloze a je tim
dokédzino, Ze v uvedené posloupnosti jsou viechny Cleny
Cisla trojihelnikova,

V dal$im pfikladu bude dino pfirozené (islo, které bu-
deme vyjadfovat jako soucet nékolika ¢isel trojihelnikovych.
Tato otiazka ma vidycky smysl, nebot ¢islo 1 je trojithel-
nikové a lze tedy libovolné pfirozené ¢islo # trivialnim zpt-
sobem vyjadfit jako soucet » trojuhelnikovych Cisel. Nas
ovSem budou zajimat vyjadfeni, jeZz nejsou zcela trivialni.

Priklad 39. Vyjadiete Cislo 80 jako soucet co nejmensi-
ho poctu trojuhelnikovych cisel.

Reseni. S trochou pocetni ndmahy (a s vyuZitim tabulky
na str. 61) najdeme, Ze plati 80 = 10 + 15 + 55, pficemz
vSechny tFi séitance jsou ¢isla trojuhelnikovd. Dané cislo
Ize tedy vyjadfit jako soucet tfi trojuhelnikovych Cisel. Je
moZno najit vyjadfeni s menSim poétem séitancu ? Nékolik
pokustl ndm ukédZe, Ze 80 nelze vyjadfit jako soucet dvou
trojithelnikovych ¢isel. NemuZeme se oviem spokoiit jen
nezdarem nahodilych pokust, a proto toto tvrzeni dokaze-
me. Dtkaz spolivd jen v systematickém probrani vSech
moZnosti.
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Dejme tomu, Ze plati 80 = a + b, kde a, b jsou vhodnd
trojihelnikova Cisla. Bez Gjmy na obecnosti miZzeme pfed-
poklddat, Ze je @ = b. Pak mame odhad

ata<a}5b=80,

li 22 < 80. Pro a tedy vychédzi ¢ < 40. Nyni vyhledime
tabulku na str. 61 a zjistime, Ze pro a pfichdzeji v uvahu
hodnoty*) 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28 a 36. Pro druhé trojihel-
nikové Cislo & mame vztah b = 80 — &, coZ pro naleze-
nych osm hodnot dava po fadé vysledky 79, 77, 74, 70,
65, 59, 52 a 44. Z4dné z téchto &isel viak neni trojuhelniko-
vé, jak nim ukaZe op&t nale tabulka. Nebyl tedy spravny
nas pfedpoklad, Ze cislo 80 lze vyjadfit jako soucet dvou
trojihelnikovych Cisel.

Tim jsme viak s feSenim jiZ hotovi; ¢islo 80 neni troj-
uhelnikové, nelze je vyjadfit jako soucet dvou trojuhelni-
kovych Cisel a vztah 80 = 10 + 15 + 55 ukazuje, Ze je
Ize vyjadfit jako soucet tfi trojihelnikovych Cisel. To je tedy
skutecné vyjadfeni s nejmensim poctem scitanci.

V pfedchazejicim pfiklad€ jsme nezkoumali otazku, zda
vyjadfeni cisla 80 soutem tfi trojihelnikovych dcisel je
jednoznatné (nehledime-li na pofadi scitancl) nebo zda
existuje vice takovych vyjadfeni. Tomu se vénujeme v dalsi
uvaze,

Priklad 40. VySetfete, kolika zpisoby je moZno vy-
jadFit Cislo 80 jako soucet tfi trojihelnikovych Eisel. "
*) Zde se trochu opirdme o nizor. Neni snad pfedem jasné, zda pro
Dektera velkd &isla 7, jeZ v padi tabulce nejsou uvedena, neplati znovu
(;’)gm. Tato moZznost je viak vyloufena a miZeme to i dokdzat.

Tvrzeni je jisté zndmé Etendftm, kteff znaji pribéh tetkované para-
boly z obr. 8, nebo je miZeme odvodit snadnou Gvahou o nerovnostech.
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Releni. Pisme 80 = a + b + ¢, kde a, b, ¢ zna&i vhodna
trojihelnikova Cisla. Jejich oznaleni je v nas$i moci, takZe
muZeme mezi nimi pfedpokladat vztah a = b = ¢. Odtud
plyne 3a = 80, cili

a§26;.\

Podle tabulky uvedené na str. 61 pfichdzeji pro trojihelni-
kové Cislo a tyto mozZnosti: 1, 3, 6, 10, 15 a 21. Probereme
kazdou z nich zvlast.

Pro a =1 se naSe puvodni rovnice pfevede na tvar
79 = b +c. Protoze je b = ¢, plyne odtud 2b = 79 <Cili
b = 39,5. Pro b tedy pfichazeji v uvahu moZnosti 1, 3, 6,
10, 15, 21, 28 a 36, jimZ odpovidaji tato Cisla c: 78, 76, 73,
69, 64, 58, 51 a 43. Jediné ¢islo 78 je trojiihelnikové a nasli
jsme tedy jedno z moZnych vyjadieni, totiz 80 =1 4 1 +
+ 78.

Pro a = 3 dostivime rovnici 77 = b + ¢, coZ vede
k nerovnosti 2b =< 77 a ddlek odhadu 3 = b < 38,5. Pro b
mdme tedy moZnosti 3, 6, 10, 15, 21, 28 a 36, jimZ odpovi-
daji &sla ¢ = 74, 71, 67, 62, 56, 49 a 41. Zadné z téchto
¢isel ¢ neni trojihelnikové, takZe jsme v tomto pfipad€ ne-
nasli Zadné vyjadfeni Cisla 80.

Pro a = 6 dostivime rovnici 74 = b + ¢, coz dava
2b = 74,¢li 6 = b =2 37. Trojuhelnikovym ¢islim b = 6,
10, 15, 21, 28 a 36 odpovidaji ¢isla ¢ = 68, 64, 59, 53, 46
a 38. Ani zde nevyslo Z4dné ¢islo trojihelnikové.

Pro ¢ =10 mame 70 =54+ ¢, Cili 2b = 70 a dile
10 = b = 35. Cislim & = 10, 15, 21 a 28 odpovidaji
¢ = 60, 55, 49 a 42, z nichZ jen ¢islo 55 je trojuhelnikové.
Tim jsme nadli vyjadfeni 80 = 10 + 15 + 55, které je
ndm znamo jiZ z pfedchazejiciho ptikladu.

Pro a = 15 vychazi rovnice 65 = b + ¢, coZ vede k ne-
rovnosti 2b < 65 a dile 15 = b < 32,5. Cislam b = 15,
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21 a 28 odpovidaji ¢ = 50, 44 a 37, z nichZ Zadné neni
trojuhelnikové.

Konetné pro a = 21 mame 59 = b + ¢, ¢&ili 2b = 59,
coZ dava odhad 21 = b = 29,5. Cislim b = 21 a 28 odpo-
vidaji ¢ = 38 a 31, takZe ani zde nevychazi zidné vyjadreni
¢isla 80.

Odpovéd. Nehledime-li na pofadi sCitanci, Ize ¢islo 80
vyjadfit dvéma zptsoby, totiz 80 =1+ 1 +78 a 80 =
= 10 + 15 4 55. Kdybychom piihliZeli k pofadi s¢itanci,
méli bychom celkem devét moZnosti.

V dalsim pfiklad¢ se budeme zabyvat vzorcem

_ (3422 —(3-2) 2"
an— — .
42

Snadny vypocet ukazuje, Ze @, = 1. Také pron = 2an =
= 3 mame jednoduché vysledky:

- 9+12V2+8—(9—12V 2+8) -6

2 4VE ]
(27+54V 2472 +16V 2) — (21—54V 2+72—16V 2)
az= W2 =35.

Uz tyto tfi pfipady ukazuji, Ze ¢isla a, jsou pfirozena
(aCkoliv jejich vyjadfeni zlomkem a odmocninou je dosti
slozité). Toto podezieni je celkem sprivné a plyne z bi-
nomické véty; v pfikladé 41 si o Cislech a, dokaZeme jesté
vice.

P#iklad 41. Pro kaZdé pfirozené Cislo n je Cislo a,”
trojuhelnikové. DokaZte.

Reseni, Budeme se zabyvat rovnici
x
(5)=a
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ktera pfejde na tvar

x3—x—2a,:2=0,
Diskriminant této kvadratické rovnice je &islo D =1 +
-+ 8a,% Budeme se nyni zabyvat upravou Cisla D; zfejmé
chceme ukazat, Ze ¢islo D je druhou mocninou nékterého
pfirozeného cisla. Plati

" __ n n / Hy\an
D=148. (3421 2) 2(3+21/ 2)3;3 —2V 2+ (32} 2
Zkratime osmi, uvedeme na spolecného jmenovatele a do-
stdvame
p=1+B+2V B —263+2V 232V B+ (3 -2) 2
3 .
Misto Cisla 4 miZeme do Eitatele psit soucin
4(3+2]/2)(3—2)/2)", jak nds presvédei vypolet. V Citateli
zlomku mime uZ vyraz —2(3—}—2]/2)"(3 2|'2)", takZe po
slouceni dostidvame
D=(3+2V2)'n+2(3+2V§)"(3—2V§)n+(3—2V§)2n
3 .
Citatele miieme upravovat podle vzorce #*+-2uv+-v°=
=(u+v)?, pfitem? u=(3+2)2), v=(3--2]/2)". Vychdzi
D_( G+22n+(3-2/2 )2
= 5 .

Vratme se k vychozi kvadratické rovnici. Jeji kofeny jsou

1+]/B 1—VB.

x= , Tesp. x=

Druhou moZnost hned zamitneme, nebot vede k zdporné-
mu &islu. Upravou prvniho vzorce dostavime

2+(3+2)2r+ 322

xX= 3
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Tento vysledek se di jeSté¢ zjednmodusit, pouZijeme-li
vyjadfeni =~ i B _
34+2)2=(1+)2)2 3—2)2 =(—1+]2)x
Cislo 2 lze napsat jako 2(1+2)(—1+]/2) nebo téz
2(14+-/2)"(—1+}2)%. Pro &islo x tedy vychdzi vyjidfeni

e (L V2PP 4204+ 12y~ 14 Y2+ (— 1+ 2y
4

_( A+ 24+ (=14 2y )2
x= 3 .

Musime se jeSté pfesvédéit o tom, Ze toto Cislo x je pfiro-
zené. K tomuto vySetfovani ndm poslouzi binomicka véta,
podle niZ plati

A-+)2r=((). 1" +(}). 1. )24 (3) . 122 ..+
+(;)-(2r,
(—14V2r=(3).(— D+ () (=12 2+ (G )~ 122+
oA G)- 2y

Je-1i n ¢islo sudé, pak seCtenim obou vyrazi na pravych

stranch se zrusi viechny &leny tvaru m)/2 (m celé) a soudet
je tedy celé ¢islo. Dokonce vidime, Ze je to Cislo sudé,
takZe po déleni dvéma vyjde rovnéZ Cislo celé.

Umocnime-li je§t€ na druhou, vychazi Cislo x, jeZ je tedy
piirozené.

Je-li n ¢islo liché, pak naopak zUstavaji vSechny scitance
tvaru m [/2 a ostatni Cleny se zruS$i. MiZeme vytknout
Cislo ]/2 a koeficient, ktery tak dostavime, je sudy. Délime

dvéma a dostavime zase &islo tvaru m |/2. Zbyvé umocnit
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na druhou a vysledek 2m? je opét Cislo pfirozené. Rozbor
ukdzal, Ze x je vzdycky pfirozené Cislo. Ponechaviame Cte-
nafi, aby si rozmyslel, Ze je x > 1 pro kazdé prirozené
¢islo n. Pfiklad je tim rozfeSen.

Co plyne z probraného pfikladu? ProtoZe Cisel a, je
nekonecné mnoho*), miZeme vyslovit toto tvrzeni : Existu-
je nekonecné mnoho trojuhelnikovych Cisel, z nichz kazdé
je rovno druhé mocning€ nékterého ptirozeného cisla.

Ulohy

24, Rozhodnéte, zda v posloupnosti 55, 5050, 500500,
50005000, ... jsou viechny Cleny Cisla trojuhelnikova.

25, Vyjadtete cislo 60 jako soucin dvou trojuhelnikovych
Cisel.

26. Ukazte, Ze existuje nekonecné mnoho pfirozenych
Cisel, kterd nemiZeme vyjadfit jako soucin nékolika Cisel
trojuhelnikovych.

27. Najdéte pfiklad pfirozeného Cisla, které muZeme
alespori dvéma riznymi zpiisoby vyjadiit jako soucin né-
kolika Cisel trojuhelnikovych vétsich nez 1.

28. Jsou ddna dvé pfirozend Cisla m < n. Potom plati
am < an (viz vzorec na str. 67). Dokazte.

*) QOtazce, Ze raznym &islim n odpovidaji rdznd &isla an, je vEénovina
téZ dloha 28 na této strance.
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29, Rozhodnéte, zda rovnice

x W[z

G)+)=6)
ma konetn€ nebo nekonetné mnoho feleni v pfirozenych
Cislech x, y, =.
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