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4. kapitola

BINOMICKA
VETA

Kombinacni Cisla se pouZivaji v tzv. binomické vétg,
jejiz znéni si zde nejprve uvedeme (a kterd je Ctendfuim
rovnéz zndma ze $koly). Binomickd véta zni:

Jsou-li a, b hibovolnd &sla (redind nebo komplexni) a n pFi-
rozené &islo, plati

(@+by=(g)a"+(})a-b+(5)am=22+. .. +(, 2 )ab -2+
+()pr.

Jeji pouzZiti si opét procvi¢ime v pfikladech.

P¥iklad 25. Pomoci binomické véty vypoltéte (x® +-
+ 2y)°.

Resent. Podle binomické véty plati

(x® +2y)5=(g)x15 —{—G)xlz 2y —I—(g)x*’ A2
—k(g)x“.8y34—(i)x3.16y4—k(g).32y?

Binomické koeficienty (g), G), ces (g) mtZeme urCit

tfeba z Pascalova trojt’lhelnikla:
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Dostdvime tak
(x® +29)5 =x15 +10x'%y 4 40x°y% - 80x8y® 4 80x3yt 4325,
V dalsim pfikladé si dokdZeme dva vztahy o kombinac-
nich dislech, které jsou dosti uzite¢né v mnoha tvahach.

Pxiklad 26. Je ddno pfirozené Cislo n. DokaZte, Ze plati
2) @+OHE) TG+ ) ) =2
DY) +G)G)+--- =1, 7))+

+ (- 1y(7)=o0.

Resent. Budeme pouZivat binomické poucky

(a+b)"=(g)a"—l—('l')a"—lb—l—(g)a"-?bz—i— ek
(2 Jabr2 (Yo

a) Dosadime sem @ = b = 1 a dostavame pfimo vztah,
ktery mame dokdazat.

b) Dosadime a = 1, b = —1; snadnou tpravou dosta-
neme pak Zidany vysledek.

UkaZeme si hned pouziti téchto vzorcil. V dalSim pfikla-

Cisly.

Piiklad 27. Je ddno pfirozené Cislo » > 1. DokaZte, Ze
plati

L(D—2.(3)+3.(3)—4.()+- - - +n(—1r1(})=0.

Reseni. Uva¥ovany soulet oznatime S,.. Budeme postu-
povat matematickou indukci (kterd ovSem zaCne az pfipa-
dem n = 2). Pro n = 2 dostavame
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S=1.(3)—2 .(§)=2—2=0,

takZe vzorec plati.*) Pfedpokliddejme nyni, Ze nd§ vzorec
plati pro nékteré pfirozené Cislo » a uvaZujme soucet

Sn+1=1.("{1)—2.("§1)+3.("§1)—...+
+oH (= 1r(iE ),
ve kterém -ty Clen je
ak=(—1)k—1.k("j;1).

Tento vyraz miZeme upravovat podle znamého vzorce
n+1\_/(n n
2=+
a dostdvame

a=(—D1 k() + (DL E(). ()

Abychom vypocetli S,,,, musime seist vSechny ¢leny
arprok=1,2,3,...,n -+ 1. Podle vzorce (1) dostdvame
pfi tomto sCitani nejprve soucet S, (seCtenim prvnich n
sCitancli v ax), potom vyraz

V=(—1)(n+ 1)(,, : 1)
a konefné& soulet
s=1.(5)—2.()+3.G)—- - +(n+ (—1r(}).

Je ztejmé& V = 0 a budeme se tedy zabyvat souctem s.
Zde miZeme A-ty Clen napsat ve tvaru

b—(—1p-1H(, "),

*) Doporucuji vam, abyste si sami vypo¢itali téz Cisla s, 54, 55 COZ
vam priblizi na§ pfiklad a snad i umozni pochopit dikaz.
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coz lze upravit na tvar

=(—1)k-1k— 1)\k 1) (‘Dk_l(kﬁl)-

Dosazu;eme—h k=1,2,3,...,n+ 1, dostdvime tedy
vysledek

o= Sut (GG + ()
Podle induk¢niho pfedpokladu a podle ptikladu 26 b) je

proto s = 0. Tim je druhy indukéni krok proveden a ditkaz
uvedeného vztahu je podan.

Nyni si odvodime jednu nerovnost, kterou budeme v dal-
$im potfebovat.

Piiklad 28. Pro kazdé pfirozené Cislo 7 a pro kazdé
nezaporné Cislo x plati (1 + x)” = 1 + nx. Dokazte!*)

Reseni. Nerovnost vyplyva z binomické véty

(42r=1+(])x+. ..

V misté, kde jsme napsali tfi tecky, jsou Cleny**) tvaru
(Z)xk, které jsou za nasich pfedpokladii vesmés Cisla neza-

pornd. Jestlize tedy na pravé strané tyto Cleny vynechdme,
bud se tim tato strana zmen$i nebo se nezméni. Vidycky
tedy plati

(+xr=1+(D)
coZ po malé tpravé jiz divd Zddanou nerovnost.
*) Nerovnost z této ulohy se obvykle nazyvd Bernoulliho ne-
rovnost.
**) Pro n=1 oviem tyto ¢leny jiZ neexistuji, ale pro tento trivialni

pfipad je platnost Bernoulliho nerovnosti ziejma.
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Jiné Feseni. Muzeme postupovat téZz matematickou
indukci. NeZ vSak pfistoupime k tomuto druhému feSeni,
piipojime jesté jednu pozndmku. Obor Cisel x z nadi dlohy
je moZno totiZ roz$ifit a dokazat platnost Bernoulliho ne-
rovnosti pro viechna redlna Cisla x > — 1.

Matematickou indukci zacneme pfipadem n = 1. Pak

m4 nerovnost tvar
(1+x)t=1+x,
coZ je ziejmé spravné. Predpoklidejme tedy, Ze pro né-
které pfirozené Cislo n plati
(I4x)=1+nx. \
Obg strany této nerovnosti zndsobime kladnym &slem
(14-x); vychazi
(+x)yz (1+nx)(1 +x). (D
Na pravé stran€ vyndsobenim dostidvime
1+nx+x+nx?=14(n+1x+nx2
Cislo nx? je nezdporné, takZe po jeho vynechdni se pfi-
sluSny vyraz bud zmen$i nebo nezméni. Z toho plyne
(I4nx)(14-x) = 14 (n4Dx.
Pripojime-li toto k nerovnosti (1), dostdvime
(I4+x)y+z 14 (n+Dx.

Tim jsme vSak Bermoulliho nerovnost dokazali téZ pro
n--1 a dikaz je tim podin.*)

Bernoulliho nerovnost nam umoZni odvodit jeden za-
jimavy vztah. Tomuto odvozeni je vénovan pfiklad 29.

Priklad 29. DokaZte, Ze pro kazdé pfirozené Cislo » plati

*) Rozmyslete si sami, zda Bernoulliho nerovnost platd téZ pro x=
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1\n
[1-|—7) =2
Reseni. Stadi dosadit x=% do Bernoulliho nerovnosti.

Po zkraceni jiz okamZité dostavime Zidany vztah. Prosime
étenéi"e, aby si uvédomil, Ze znaménko = v tomto vztahu
plati pravé tehdy, je—h n=1

S prikladem 29 uzce souvisi dal$i nerovnost, kterd rovnéz

podava informaci o mocning (1—}— ]
Priklad 30. DokaZte, Ze pro kazdé pfirozené Cislo n
plati
1\n
(1+7] <3
Resent. Pro n=1 dostivime

(1+1)'=2<3,

takZe nerovnost skutené plati. V dal§im textu budeme
ptedpokladat, Ze prirozené Cislo n je vétsi neZ 1. Podle
binomické véty mdme

(1+l]"—1+(?)1 + (@t Gt + ()=

1 2) 1
=114 7452 ?+"("1;(§ Dt

nn—1).. 1
+1 2. ....n n
Ve zlomcich
n(n—1) nn—1)(n— 2) - nn—1).....1
1.2~ 1.2.3 1.2. ... .n

upravime Citatele tim, Ze zde kaZdého Cinitele nahradime
Cislem n. Tim se kazdy z téchto zlomki zvétsi a ptejde na
tvar
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21’ 31 ,m

Dosadime-li tyto zvétSené hodnoty do naSeho vypoctu,
vidime, Ze muZeme kratit a dostavame tak nerovnost

(1+3) <24 5+5+ - +ap (1)

Zbyva odhadnout &islo
1.1 1
a=3it3it .- +?J'

Zde ve jmenovatelich budeme misto Cisel 2!, 3!, ..., n!
klast Cisla 21, 22, ..., 2*~L, Tim se zfejmé (poclinaje od
druhého ¢lenu) kaZzdy jmenovatel zmensi a pro Cislo a tim
nachizime odhad

1 1 1 1
a<—21+¥+ “es +En—-_l=1—§n_—‘f <1.

Je tedy a < 1. Vritime-li se ke vzorci (1) a pouZijeme-li
zde vysledku pravé dosazeného, dostivime tim uZ okam#ité&
nerovnost, kterou jsme méli dokdzat.

Zustanime jesté na chvili u pfikladid 29 a 30. Zde se vysky-
tuje vyraz

Cn== (l‘l"%]”’

ktery ma v matematické analyze dosti Casté upotfebeni.
Dosazujeme-li totiz do e, po fadé n = 1, 2, 3, ..., dosta-
vame tak posloupnost Cisel, jeZ jsou — jak jsme pravé vi-
déli — vesmés vétsi nebo rovna ne? Cislo 2'a mens$i neZ
Cislo 3. Na obr. 4 vidime ¢ast Ciselné osy a na ni jsme zobra-
zili ¢ast nas$i posloupnosti, to je Cisla ey, €,, €4, €4, €. Dase
dokazat, Ze tato posloupnost je rostouci, tj. Ze pro kazdé
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Obr. 4.

n plati e, <eny;. JiZ z ndzoru je patrné, Ze se tato Cisla
€. musi ,hromadit” kolem urcité hodnoty; toto ,,mezni*
Cislo oznaCujeme pismenem e. Vypolet ukazuje, Ze je
e = 2,71828. Mnozi nasi Ctenafi jist€ uméji pocitat s li-
mitami a védi proto, Ze se v takovém pfipadé mluvi o kon-

vergenci posloupnosti e, €,, €5, ... a Ze se piSe
lim e,=e.
n—>o0

Rikdme, Ze &isloeje limitou posloupnosti e;, €5, €3, . . . *)

Nerovnosti, které jsme aZ dosud probrali, ndm umozni
odvodit nékteré véty o faktoridlech. Témto odvozenim jsou
vénoviny dalsi ptiklady.

Priklad 31. DokaZte, e pro kaZdé pfirozené Cislo n

plati
nl> (—;]”

Reseni. Budeme postupovat matematickou indukci. Pro
n=1 mame

1
1 ! > ?)
coz zfejmé plati. Pfedpokladejme tedy, Ze pro nékteré
*) Ctenafe, ktefi se zajimaji o pojem limity, odkazujeme na dvé pfi-
stupné psané knihy. Prvni mé nazev ,,Deset kapitol z diferencialniho

a integrilntho poftu‘ a napsal ji K. HruSa; druh4d ma nazev ,,Dife-
rencidlni pocet pro zadateéniky‘ a jejim autorem je K. Havlic¢ek.
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piirozené Cislo » uvaZovand nerovnost plati a budeme do-
kazovat nerovnost

e+1)!> (5™ W

Levou stranu nerovnosti (1) 1ze upravovat podle induké-
niho pfedpokladu takto:

(r+D)!=nl.(a+1)> (5. 1+ D). )
Abychom dokazali vztah (1), musime posledni vyraz v fad-

ku (2) porovnat s Cislem ("_;—1]"“

platit
(3) @+ =4 3)

Kdyby tato nerovnost platila, pak bychom po vyndsobeni
(kladnym) ¢islem 3#+! dostali

3.m7.(n+1) =(n4-1)nHL,
Dile Ize kratit Cislem # + 1, coZ dédvi
3. =(n+1).

Délime-li obé strany Cislem 7", pak po smadné upravé
pravé strany vychazi

1\n

3 §[1+7] :
To vSak je spor s tim, co jsme dokizali v pfedchizejicim
piikladé. Vztah (3) tedy neplati a naopak je spravna ne-

rovnost
(3> (57

Pfipojime-1i tuto nerovnost k fadku (2), dostavame zivé-
rem vztah (1), ¢imZ je hotov druhy indukéni krok. Dukaz
uvedené nerovnosti je tim podén.

. Ptejme se, zda miZe
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P¥iklad 32. Dokaite, Ze pro kaidé pfirozené &islo
n 6 plati

m<g¥. (1)

Reseni. 1 zde pouZijeme matematické indukce, ale ta
zaéne u Cisla » = 6. Pro tento pfipad totiz dostdvime
6! < 38, ¢ili 720 < 729, coZ je zfejmé spravnd nerovnost.
Piedpokladejme tedy, Ze nerovmost (1) plati pro n&které
pfirozené Cislo n = 6 a budeme dokazovat obdobnou ne-
rovnost pro Cislo » + 1. Plad

m+m—m@+n<[]@+n 2)

Porovnime nyni Cisla

(2Y+n o (5™

(S e+0= ()

pak by odtud plynulo
2w+ 1)> (- 1+,
¢ili po dalsi malé dpravé
2.17> (n+ 1),
Obé strany bychom délili ¢islem #” a dostali bychom
2> (1+4)"
To viak je spor s pfikladem 29. Nasli jsme tak vztah

(o=
ktery pfipojime ke (2). Tak vychdzi

Kdyby platilo



n+1yntl
(n+D < (T) .
Tim jsme prokazali platnost také pro Cislo # -+ 1 a dikaz
je hotov.
Jesté nékolik slov k pfedchazejicim dvéma prikladtim.
Vysledky, se kterymi jsme se tam seznimili, maZeme shr-
nout do strucného vyjadfeni

n\n nyn
» |
(3) <n'<(5)" )
coz plati pro vSechna ,dostatené velkd”“ pfirozend
Cisla n. ‘
Z pocitani s faktoridly vime, Ze Cislo »! vzrista, dosazu-

jeme-li za n po Fadé &isla 1, 2, 3, ... Vyjadfeni (1) ukazuje,
Ze n! vzrista ,,rychleji neZ (%]" a ,,pomaleji‘ nez [%]"

Tak napf. pro » = 300 mdme odhad*)
100300 < 300! < 15030,

Plati 100%° = 10%%, coZ je Cislo, které ma (v desitkové
soustavé) celkem 601 misto. Z toho je tedy patrné, Ze
Cislo 300! mé také alespoii 601 misto. Z druhé strany jsme
Cislo 300! odhadli ¢islem 150°°, Abychom si uvédomili,
kolik ¢islic ma (v desitkové soustavé) Cislo 1503, budeme
pocitat logaritmicky. V logaritmickych tabulkich najdeme,
ze log 150 = 2,1761. Musime si oviem uvédomit, Ze toto
je neuplné Cislo, které zastupuje vyjadieni

2,17605 =1og150 =2,17615.
Odtud plyne

300.2,17605 <300.1og150 <300.2,17615,

¢ili

652,815 <1og150%0° <652,845.

*) Srovnej téZ vysledek, k nému? jsme doili v pfikladé 3.
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Toto vyjidfeni viak znamend, Ze &islo 1503%° m4 (v desitko-
vé soustavé) pravé 653 Cislice. Celkem je tedy vidét z fadku
(1), Ze cislo 300! ma nejvyse 653 Cislice.

Souhrnné lze tedy fici, Ze Cislo 300! ma alespoi 601
Cislici a nejvySe 653 cCislice. Tento odhad je ovSem jen
velmi hruby; kdybychom chtéli urcit pfesny pocet Cislic
v Cisle 300!, potfebovali bychom k tomu zfejmé velmi
zdlouhavy numericky vypocet. V integralnim poltu se
odvozuje tzv. Stirlinguv vzorec, ktery dovoluje urcit
Cislo n! pomérné dosti pfesné, jestliZe Cislo # je ,,dostatecné
velké”“. V tomto vzorci se vyskytuje Cislo e, o kterém jiz
byla fe¢ na strankich této knizky. Stirlingtiv vzorec md

tvar
nl= [%]"VZTUZ.

Ukazali jsme si tedy, Ze binomicka véta slouzi k odvozeni
nékterych vztaht, jeZ jsou dosti uzitecné i pfi numerickém
pocitani. Tento paragraf ukonfime jednim pfikladem,
ktery ndm osvétli uZiteCnost binomické véty i v teorii
Cisel.

P¥iklad 33. Necht p je libovolné prvocislo a # libovolné
pirozené Cislo. Potom rozdil »» — n je délitelny prvo-
Cislem p. Dokazte.

Reseni. Budeme postupovat matematickou indukci podle
n. Pfitom ovSem budeme prvocislo p pokliadat za pevné.
Pro n = 1 je uvedeny rozdil roven nule, takZe tvrzeni plati.
Pfedpoklidejme, Ze tvrzeni je dokdzdno pro nékteré priro-
zené Cislo » a budeme je dokazovat pro Cislo #» 4+ 1. Bu-
deme tedy pracovat s vyrazem (n + 1)» — (n + 1), ktery
muZeme upravit podle binomické véty na tvar

o G+ O+ Gt
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Vyraz n? — n je délitelny Cislem p podle indukéniho pied-
pokladu, zatimco kaZdy ze zbyvajicich Clend je délitelny
prvocislem p podle ptikladu 14. Je tedy také rozdil (n4-1)?

(n 1) délitelny prvocislem p. Druhy indukéni krok
je tim proveden a diikaz je podin.

Poucka, s niz jsme se setkali v pfikladé 33, se nazyva
mala véta Fermatova. Pfipomind nim jméno fran-
couzského matematika a privnika P. Fermata (1601—
1665), ktery na3el fadu vét z teorie ¢isel. Ptivlastkem ,,ma-
1a“ odliSujeme tuto vétu od jiného tvrzeni, které vyslovil
rovnéz P. Fermat a které se dnes nazyva velka véta
Fermatova. Toto druhé tvrzeni se tykd neurcité rovnice
x" +y" = 27, kde n je dané pfirozené Cislo. Fermat se
zabyval pfipadem # = 3 a pokousel se dokazat, %e uve-
dend rovnice nemé Zadné feSeni pfirozenymi Cisly x, y, 2
Ze zapisu, jenz se nim zachoval, je vidét, Ze se Fermatovi
Zddné feSeni nepodafilo najit; domnival se dokonce, Ze
nasel dikaz pro nemoZnost takového feSeni. V jeho tvaze
viak byla )1sté néjaka chyba, nebot tento problém nebyl
dodmes rozfeSen a o velké vétd Fermatové existuje jiZ
velmi obsahld literatura.

Ulohy

18. Vypodtéte: a) (14]/3); b) (1+i).

19. Je déno pfirozené C&islo # a redlné &islo x, o ném¥
plati |x| =1. DokaZte nerovnost '

r (4t (1—x)rz 2.
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20. S pfesnosti na dvé desetinnd mista vypoctéte
€300=1,011,
21. Dokazte, Ze pro viechna pfirozeni Cisla n plati*)
1 n+ l]ﬂ'
nls (—2

22, Podle Stirlingova vzorce vypoltéte pfiblizn& 300!.

*) Srovnej tuto tulohu s pifkladem 32.
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