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Kapitola 5.

DELENf KONVEXNfHO UTVARU
NA CASTI TEHOZ OBSAHU

V této kapitole se budeme zabyvat vyhradn& omezenymi
dvojrozmémmnymi t1tvary, vétSinou konvexnimi. Prvni
tloha, kterou budeme fesit, je rozdéleni tvaru pfimkou
na dv& Cisd téhoZ obsahu. Zaneme dvéma pfiklady,

P¥iklad 17. Je dén trojihelnik ABC a mezi vrcholy
A, B bod D. Bodem D mime vést pfimku p tak, aby roz-
délila dany trojthelnik na dva obrazce téhoZ obsahu.

Reseni. Oznatime strany a tihly trojahelnika obvyklym
zpusobem, vzdalenost 4D oznacime v a budeme pfedpo-
kladat, %e plati v = %c. [Kdyby bylo v > % ¢, vyménili
bychom oznaceni vrchold 4, B (a tim i stran a, b, uhld
a, ) a postupovali bychom déle naznacenym zptisobem.]
Je-li v = ¢, pak trojuhelniky ADC, BDC maji tj%
obsah a tloha je rozfeSema. Na obr. 31 je naznalena
situace, kdy je v< —;— ¢ tj.v <c¢— v. V tomto pfipadé

pro obsahy trojthelniki plati A ADC < A BDC (pro¢?),
kde napf. znak A ADC znali obsah trojihelnika ADC;
hledana pfimka p bude tedy protinat stranu BC v jejim
vnitfnim bodé¢ X. OznaCme BX = x a uplatnéme pod-
minku A ABC = 2.A BDX. Podle znamého vzorce je

A ABC = jacsin, ABDX = x(c— v)sinf.
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Z ptedchozi podminky vyplyva - acsinﬂ =x(c— o).
sin B, neboli po vpravé

x:a=%c:(c——v). (21)

c-v
Obr. 31

Z rovnice (21) vyplyva podle znimé véty konstrukce
bodu X: patrn¢ je CD || MX; pfitom M znadi stfed
strany AB.

Tuto konstrukci muZeme ovéfit i jinak: ProtoZe je
CD | MX, plati pro obsahy trojuhelniki A CDM =
= A CDX; ma tedy trojuhelnik AMC ty? obsah jako

(vypukly) éryfuhelnik 4DXC, a to - A ABC.

P¥iklad 18. Je dan trojihelnik ABC a pfimka s. Mame
vést pfimku p rovnobéZnou s pfimkou s tak, aby pfimka
p rozdélila dany trojthelnik ve dva obrazce téhoZz obsahu.

Reseni. Piedpoklidejme mejprve, e ptimka s neni
rovnobéZna se Zidnou stranou trojuhelnika ABC. Vedeme
vrcholy A4, B, C po Fadé piimky s, s, s3 rovmobéZné
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s pfimkou s. Pravé dvé z téchto pEimek jsou opérné
(proc?), tfeti protind protéjsi stranu trojuhelnika v jejim
vnitfnim bodé. Zvolime-li vhodné oznaceni vrcholt
trojihelnika, jsou s, s, opérné pfimky, s; protind stranu

A

AB v jejim vnitinim bodé¢ D (obr. 32). MiiZeme jeité
piedpoklidat, ze je AD = AM, kde M je stfed strany
AB; i toho miZeme dosihnout pfipadnou vyménou
oznaceni vrchold A, B. .

Je-li AD = AM, je hledanid piimka p =s,; Je-li
AD < AM, je N ADC < N BDC a hledand pfimka
p protne strany BC, BA po fadé v bodech X, Y, pro
néz plati BX < BC, BY < BD. Ozna¢me strany a tuhly
trojuhelnika ABC obvyklym zpusobem, dédle oznalme
BX = x, BY = y. Z podminky pro obsahy plyne

Obr. 32

1 . 1 .
5 @ sinf = 2 - 2% sinf,

2xy = ac. (22)

Z podobnosti trojuhelnikd A BXY ~ A BCD dosta-
neme x :a =9 : (¢ — v) neboli

neboli
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a
c—v” (23)

Dosadime-li z (23) do (22), vyjde po upravé

X =

¥ = %c (c — o). (24)

Z rovnice (24) vyplyva, Ze tuseCka BY je stfedni geo-
metrickou imérnou useéek BM, BD. Sestrojeni bodu ¥V
napf. pomoci Eukleidovy véty pfenechdvime Ctenafi.

Je-li pfimka s rovnobéZznd s nékterou stranou trojihel-
nika ABC, je jeho ,rozpileni“*) znima Skolska tloha,
kterou nebudeme fesit.

V ptikladech 17, 18 §lo o rozptileni konvexniho atvaru —
trojuhelnika — dvojim zpisobem: jednak pfimkou pro-
chdzejici danym bodem, jednak pfimkou daného sméru.

vvvvvv

vexnich Gtvart. Plati nédsledujici velmi obecna véta:

VII. Nech? je ddin v roviné omezeny dvojrozmérny
utvar U obsahu P a ddle pFimka s téro roviny. Pak existuje
Jedind pFimka p rovnobéind s p¥imkou s, kterd déli vrvar U
na dvé Cdsu obsahu%P.

Ptitom se ve vé&t& VIII nepoZaduje, aby tutvar U byl
konvexni; véta plati dokonce i v takovém ptipadé, kdyz
se utvar U skldda z kone¢ného poctu od sebe oddélenych
Casti.

Véta VIII zaruCuje sice existenci takové pfimky p, ale

vvvvvv

tfeba v uloze 18, muZe byt konstrukce pfimky p velmi

*) Tim rozumime rozdéleni trojuhelnika v ¢4sti téhoz obsahu.
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obti2na. Uvedeme je$t& jeden p¥iklad pilileni nekonvexniho
dtvaru.

i’i‘iklad 19. Je din nekonvexni $estitihelnik ABCDEF,
skladajici se ze t¥i shodnych ¢tverca ABCH, CDEG,

Obr. 33

CGFH (obr. 33). Déle je dina pfimka s = CM (bod M
lezi mezi D, E) tak, Ze <x MCD = 30°. Dany $estiuhelnik
mame rozpulit pfimkou p rovnob&Znou s pfimkou s.

Reseni. Zvolme tsetku AB za jednotku délky. Pimka s
odd&luje z daného Sestifthelnika U trojuhelnik CDM
a lichobéinik ABCQ, které dohromady tvofi utvar U,
o obsahu 1; plati totiz shodnost trojuhelniki A CDM ~
=~ A CHQ, tj. obsah ttvaru U, je roven obsahu &étverce
ABCH.

Ptimka s’ || s vedena bodem E protne pfimku AE v bodé
N lezicim mezi A, H (oddvodnéte!). Pfimka s* oddéli od
Sestithelnika U trojihelnik A EFN = U,, jehoZ obsah je
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-EEF FN::J- F? 1g 30° = Va—- V§>1.

Prumk pasu roviny omezeny rovnobézkami s, 8
s Sestitthelnikem U je rovnob&mik ENQOM (na obr. 33
vysrafovany). Tento rovnobéZnik je tfeba rozdélit vhodnou
pfickou p = XY || s (X mezi E, M, Y mezi N, Q) tak,
aby obsah lichob&Znika EFYX byl roven % Obsah P
tohoto lichobéZnika vyjadfime podle zndmého vzorce

P=_ (EX + EX 4 EF tg 30°) . EF. (25)
Oznalime-li EX = x, dostaneme ze vztahu (25) rovnici

2y 3
a odtud
=E@—4W)

Pfemyslejte, zda dovedete udat eukleidovskou konstrukci
bodu X.

Uloha 43. Je dén pravouhly nerovnoramenny trojiihelnik
ABC s pteponou AB. Nad jeho odvésnami
jsou sestrojeny (vné trojihelnika) ctverce
ADEC, BCFG. Vedte pHimku rovnobéZnou
s AB tak, aby rozpilila utvar sloZeny z obou
ctverci.

Uloha 44.*Doka¥te, Ze rovinny wtvar (konvexni & nekon-
vexni) soumérny podle stfedu S je ptlen
jenom vSemi t¢mi pfimkami, které prochazeji
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jeho stfedem soumérnosti S. VyloZte na ne-
konvexnim tutvaru vySrafovaném na obr., 34.

okruh

Obr. 34

P¥iklad 20. Je dén utvar V z pfikladu 8. Utvar V je tedy
useC paraboly omezena pfimkou m, kolmou k jeji ose.
Utvar V médme rozpulit pfimkou p, ktérd svird s osou
paraboly thel velikosti 60°.

Reseni. Nejprve uvedeme bez odvozeni vzorec pro
obsah tzv. UseCe paraboly, tj. konvexniho omezeného
utvaru, ktery je prunikem utvaru z piikladu 4 a polo-
roviny (vySrafovany utvar na obr. 35). Necht je use
omezena tétivou, jejiz krajni body jsou [x;, x}], [xs x1],
x, < x,; pkitom je lhostejno, zda obé soufadnice x,, x,
jsou ¢isla kladnd nebo ziporni, ¢i zda jedno je kladné
a druhé zidporné (jako na obr. 35), ¢i zda jedno z nich je
rovno nule. OhlaSeny vzorec pro obsah P vySrafované
useCe zni
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P— %(x2 — %) (26)
Pimka p v nadi dloze mé smérnici g 30° = |3
(pfipadem smérnice — —;]/5 se nemusime zabyvat,
y
/y=Xf/
.
60. [&:_l]
ba. % \
O
{ x
0.0/ -
Obr. 35

nebot 1itvar V je soumérny podle osy y). Pfedpokladejme,
Ze hledand pfimka p protne ve dvou bodech oblouk
paraboly a nikoli v jednom bodé oblouk a v druhém
tétvu AB. Vypoltem se ukaZe, zda byl tento pfedpoklad
spravny. Jsou-li [x;, x7], [x,, x?] pruseciky pfimky p
s parabolou (x; < x,), pak plati

x)—x3

2 1
=% tx
Xy — %, 1 25

1.
Xy 4 x, = %1/3‘. @7)
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Obsah utvaru V podle vzorce (26)je P, = % 2—-(—2) =

- 3—32 Podle tého¥ vzorce (26) pak plati

1 s, 1 32 16
—6—(x2—x;) —E'?—3. (28)

Z rovnice (28) dostaneme x, — x, = 31/ 32, 1.

x, — %, = 2 3)/4. (29)
Spojenim rovnic (27), (29) vyjde

n=tV3-W8 nm=3+Y5  (30)

numericky x, = 0,289 — 1,587 = — 1,298, x, = 0,289 +
+ 1,587 = 1,876. Na§ pfedpoklad se tedy potvrdil,
nebot je —2 <x, <x, <2(—2, 2 jsou soufadnice
x krajnich bodd 4, B).

Z vysledka (30) a z rovnice paraboly y = x2 dostaneme
soufadnice obou bodd, v nichZ protind hledani pfimka p
hranici Wtvaru V.

Uloha 45. Je din lichob#%nik ABCD se zikladnami
AB < CD. Sestrojte pfimku a) rovnobéZnou
se zdkladnami, b) rovmnob&Znou s uhlopfi¢-
kou AC, kterd déli lichobénik ve dva obraz-
ce téhoZ obsahu.

Pfiklad 21. Je din pillkruh omezeny primérem AB =

= 2r. Mame pilkruh rozpilit pfimkou, rovnob&Znou
s AB.
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Retent. Hledana pfimka p oddéli od ptlkruhu tsed,
jez ma obsah %ﬂ: r? (obr. 36). Oznatme C, D pruseciky
piimky p s polokruZmici k, dile ¢ velikost (ve stupnich)

r
A S B

Obr. 36

thlu < CSD (S je stfed pruméru 4B). Obsah vysrafované
usede je pak

_17-"-2?) _ _1,.2 sin ®;

360 2
plati tedy
l 2 — 1 2 — l 2
3_60 T E re sme —‘I r
Po upravé dostaneme
1 1 .
mﬂq’—‘Z*TC:Sln(p. (31)
PoloZime-li y =sin¢g, je y = g™ — 3™ o je

kli¢ ke grafickému feSeni rovnice (31). Re3eni je nazna-
¢eno na obr. 37; vysvétlete je podrobné! (Pfimka m na

65



obr. 37 je sestrojena pomoci useki, které vytind na osich
soufadnic.)

y
V=259~ ¥
1 4 i yesing
A | 4
N¥IB 483888
7T < 1,57
Obr. 37

Dal3i ulohy se tykaji rozdéleni omezeného dvojrozmér-
ného konvexniho utvaru U dvEéma navzijem kolmymi
pfimkami na Ctyfi Cdsti téhoZ obsahu. Lze dokdzat, Ze ta-
kové rozdéleni je vidy moZné; oviem sméry téchto pfimek
nejsou libovolné volitelné a také jejich prisecik neni
libovolny bod utvaru U. Rozdéleni konvexmiho utvaru
navzijem kolmymi pfimkami p, ¢ na Ctyfi Cdsti téhoZ
obsahu ukazuje obr. 38.

PFiklad 21. Mime dokizat, Ze¢ obé navzijem kolmé
ptimky, které dé€li omezeny konvexni stfedové soumérny
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utvar na Ctyfi Casti téhoZ obsahu, se nutné protinaji
v jeho stfedu soumérnosti.*)

Resent (obr. 39). Necht je utvar U rozd&len dvéma na-
vzdjem kolmymi pfimkami na Ctyfi Casti téhoZ obsahu;

Obr. 38 Obr. 39

oznalime tyto &asti (i jejich obsahy) U,, U,, U,, U, podle
obrizku 39. Protoze je U, =U,=U;=U,, je téz
U +U,=U, +U, a U, +U,=U, +U,, tj. kazdd
z pfimek p, ¢ pili dtvar U. Podle vysledku tlohy 44 pro-
chazeji obé primky p, ¢ stfedem soumérnosti S.

Pozndmka. Sestrojime-li dvé navzijem kolmé pfimky,
z nichZ kaZdd puli konvexni ttvar U, neni tim zaruceno,
Ze je titvar rozdélen na ¢tyfi Casd téhoz obsahu. Po-
drZime-li totZ oznaleni z obr. 39, plati U, 4+ U, =
=U,+U;, a U, +U,=U, +U,;; z téchto dvou
rovnosti dostaneme (odeétenim druhé od prvni) U, = U,
a pak i U, = U,; tim v3ak neni zaruCeno, Ze plati rovnost

*) D4 se dokizat, Ze omezeny titvar mi nejvyse jeden stfed soumér-
nosti.
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U,=U, a pak i rovnost U, = U,. Aby tato rovnost
platla, je tfeba zvolit urcitou dvojici navzajem kolmych
»pulicich® pfimek, jak ukazuje tfeba piiklad 22.

Obr. 40

Priklad 22, Je dén rovnobéinik ABCD, jehoZ strany
maji délky AB = a, BC = b a vnitini uhel << DAB mé
velikost a; pfitom je a =2 6, a = 90°. Mame rozdélit
rovnobéznik ABCD dvéma navzijem kolmymi pfimkami
na Ctyfi Césti téhoZ obsahu.

Reseni. Podle vysledku pfikladu 21 prochizeji hledané
pHmky p, ¢ sttedem soumérnosti S daného rovnobéznika.
Vedme bodem S pfimku m | AB, ptimku n | AB a
oznatme body P, O, R podle obr. 40. Ozna¢me dale U,
lichobéznik SPCQ, U, lichobéznik RSQD; pro jejich
obsahy zfejmé plati U, > U,, urditéji

Uy = U, + g besin2a, 31

-----

vodorovné Srafovanych trojuhelnikd v obr. 40.
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Hledané, navzijem kolmé pfimky p, ¢ dostaneme otoce-
nim dvojice m, n kolem stfedu S o ostry nebo nulovy thel
velikosti ¢, jak je naznaceno na obr. 40. Oznac¢ime-li body
P,, O,, R, podle tohoto obrazku a oznalime-li dile 4,
4’y 4" po fad& obsahy trojihelniki SPP,, SQQ,, SRR,,
pak pro obsahy obrazcu U,, U,, 4, 4’, 4" plati

U —4+4=U,—4a 4", (32)
Trojuhelniky s obsahy 4, 4" jsou soumémé sdruZeny
podle stfedu S, proto jsou shodné; pro jejich obsahy pak
plad 4 = 4", Z rovnost (32) pak dostaneme

2(4—-4)Y=U, — U, (33)
Spojenim vztahd (31), (33) vyjde

, 1,
4— 4 = b sinda (34)
Nyni vyjidHime obsahy A, 4. Plati
SQ= 5 bsing, QQ,= ,bsinatgp,
(35)

1, sina |
2" sin(a—¢)’
posledni ze vztahi (35) se dostane pouZitim sinové véty na
trojihelnik SRR,. Déle dostaneme s pouZitim vztaht (35)

SR=ja, SR =

4=150.00 = bsintatgp,

1 , sinasin ¢

, 1 o1 nasin ¢
4 —ESR.SRlsmqo— g9 sin (@ — ¢)°
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Dosadime z (36) do (34) a délime rovnici &islem % sin a

(které je rtizné od nuly); vyjde
__sing b2 sin a 2P _ p2 cos a.
sin (@ — ) S

Po odstranéni zlomkd a dalsi dpravé dostaneme

a

a? sin ¢ cos ¢ = b*(cosacosgp +sinasing)sin(a — ),

neboli ;| _ | .
5a%sin 2 ¢ = b? cos (a — @) .sin (a — @),

neboli dale
% a?sin2 ¢ = %bz sin (2a — 2¢).

Rozvedeme-li sin(2a — 2¢) podle vzorce, dostaneme
konecné rovnici

(a® + b2 cos 2a) sin2p = b? sin2a cos2¢p, 37

coZ je jednoduch4 goniometrickd rovnice pro nezndmou ¢
a s parametry a, b, a. Obricenim pfedchazejiciho postupu
zjistime, Ze kaZdy ostry nebo nulovy thel, jehoZ velikost
@ spliiuje rovnici (37), dava feSeni dané ulohy.

Napf. pro a = 90° (obdélnik) nabude rovnice (37) tvaru

(@® — b?)sin 2 ¢ = 0; (38)

dostaneme jediné feSeni ¢ = 0 — stfedni pficky obdélnika,
pokud je a > b. Je-lia = b ((tverec), ma rovnice (38) za
feSeni kteroukoli velikost ¢ intervalu 0° =< ¢ < 90°.

Vysetite podobné pfipad a = b (kosoltverec) a ovéfte si,
Ze kazdy rovnobéZnik, ktery neni Ctverec, lze rozdélit
ve Ctyfi Casti téhoZ obsahu jen jedinou dvojici navzijem
kolmych pfimek.
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Uloha 46. Rozdélte na Ctyfi &asti téhoZ obsahu dvéma
navzijem kolmymi pfimkami nékteré titvary
osové soumérné, a to a) rovnoramenny licho-
béinik (pouzijte vysledku tlohy 45); b) utvar
V z ptikladu 20 (pouZijte vysledku tohoto
pfikladu); ¢) utvar U z tlohy 3b); zde volte
lichobéznik ABCD tak, aby platilo <x ACE =
= 60°, 'x DHE = 150° a vypoc¢téte velikosti
ostatnich potfebnych uhla z obr. 4b.
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