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3. kapitola

KVADRATICKE ROVNICE

Dtive, nez uvedeme nékolik fefenych piikladd, pfi-
pomeiime, Ze nam v této kapitole pujde predeviim
o zkoumdni Feitelnosti kvadratické rovnice v oboru
redlnych &isel. Vime, Ze o reditelnosti a poltu fedeni
kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty, tj. rovnice

ax? + bx + ¢ = 0, (1)
kde je a # 0, rozhoduje jeji diskriminant

D = b — 4ac.

Je-li D < 0, nema rovnice (1) Zadny redlny koien.

Je-li D = 0, mé rovnice (1) jeden reélny kofen, tzv.
dvojndsobny.

Je-li D > 0, mé4 rovnice (1) dva rizné redlné kofeny.
Diskusi budeme providét vétSinou pomocf diskrimi-
nantu.

Uloha 1. Reite v oboru realnych &isel x rovnici
(@ — 2)x2 — 2ax + 2¢ — 3 =0, (2)
kde a je reilné &islo.

Pti rozboru je tfeba rozlisit dva ptipady:
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1.Je-i ¢ — 2 =0, tj. a =2, mé rovnice (2) tvar
—4x + 1 = 0 a vyhovuje ji jediné &islo x = }.

2. Je-lia—2+#0, tj. a # 2, je rovnice (2) rovnici
kvadratickou a jeji feSitelnost zavisi na diskriminantu
D = 4(—a? 4 7a — 6). Podminka fefitelnosti je
—a%+ 7a — 6 2 0, neboli

—(a—1)(a—6) =0. 3)

Nerovnost (3) je splnéna pravé tehdy, plati-li podminka
l=ac<6.

Proa =1 nebo ¢ = 6 je D = 0 a rovnice (2) ma je-

diny kofen. Po dosazeni téchto hodnot parametru a do
rovnice (2) dostaneme rovnice

x4+ 2+ 1 =0,
452 — 12x + 9 =0,
z nichZ prvni mé kofen x = —1 a druhd x = %

Prol <a <6 je D> 0 a rovnice (2) mé4 dva rizné
reilné kofeny. Jsou diny vzorci .

=a—|—V—a2+7a—6

%1 a—9 ) (43')
a—|=a*+7a—6
ty = £ : (4b)

Zkou¥ku provedeme dosazenim do rovnice (2). Napf.
pro 1 < a < 6 dostaneme pro koten x;:

o). (2 vm—e)z_

a—2



_20a+]/—a2+7a—6

pR— + 22 — 3 =
_a2+2al/—a2+7a—6—a’+7a—6— 2a2+
o a—2
_ — 2 - —4q —
+ 2= a +7a -6 + 2 —4a 3a+6=0.
a—2
Vysledek diskuse shrneme do tabulky:

Parametr a Polet Fefeni
a<l,a> 6 zaddné
a=1l,a=2,a=6 jedno
l <a<6,a+#2 dvé, viz (4a), 4b)

Graficky lze fefit Glohu 1 takto: Rovnici (2) upravime

na tvar

(@ —2)x* = 2ax — 2a + 3
a oznatime

= (a— 2)¥%; (52)

¥y = 2ax — 2a + 3. (5b)
Rovnice (5a) je analytickym vyjadfenim mnoZiny pa-
rabol, prochézejicich po&itkem pravoihlé soutfadni-
cové soustavy s osami x, y (pro ¢ = 2 dostaneme piim-
ku y = 0). Osou kazdé z téchto parabol je osa y, jejich
parametry jsou ¢isla

1

P =g
Jaky je geometricky vyznam rovnice (5b)? Vygetite,
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jaké utvary vyjadfuji rovnice (5a), (5b) pro hodnoty
a=—1l,a=0,a=1,a=2,a=3,a=6, a=10.
(V obr. 7 je zvoleno a = 1.)

Obr. 7.

ye-x*

Predchozi zplsob grafického fefeni je nevyhodny,
nebot vyzaduje rysovani mnoziny parabol. Vyhodné&jii
je tento zpusob: Vylou¢ime piipad ¢ = 2 a rovnici (2)
uvedeme na tvar

2 2a 2a — 3
x a_2x+ P = 0.
Polozime
y =3
_ 2a 2¢ — 3 (6)

e M L

Tim jsme zavedli novou pomocnou neznadmou 3. Gra-
fem prvni rovnice (6) je urita parabola (nezdvisla na
volbé parametru a), grafem druhé rovnice (6) je mnozina
piimek; snadno lze dokazat, Ze tato mnoZina je svazkem
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ptimek o sttedu § = [%, —%] s vyloutenim ptimky
¥ = }. Dané hodnoté¢ parametru ¢ odpovidid uréitd

pfimka p svazku; soufadnice x bodi, které ma tato
piimka p spole€né s parabolou, jsou feSenim rovnice (2).

J=3x -4

Y=2%4

Na obr. 8 je zobrazena pfimka p pro hodnotu ¢ = 5;

pfimka p ma rovnici y = 1% — % Z obr. 8 je zaroven
vidét, Ze rovnice (2) neni feSitelnd pro kazdou hodnotu
a; ma-h byt rovnice (2) feditelna pro uréitou hodnotu a,

musi byt pfisluind pfimka p se¢nou nebo te¢nou para-
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boly. Tak napt. ptimka y = — %, kter4 odpovida hod-

not¢ ¢ =0, nema s parabolou Zidny spole¢ny bod.
To souhlasi s vysledkem diskuse (viz tabulku), podle
néhoZ je rovnice (2) pro a = 0 skutelné nefefitelna.

Uloha 2. Pro které hodnoty parametru a spliiuji ko-
feny x,;, x; rovnice
222 —(a+lx+a+3=0
podminku x;, — x, = 1?
Ff Pfi fefeni dlohy 2 uZijeme zndmych vztaht pro kofe-
ny x,, x, kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty
ax® + bx +¢c=0,ato
. b
xl +.x2 = — z,
.
X1Xg = E‘.

V nalem piipad¢ musf platit soustava rovnic

1

* + Xy = a-;— >
3

x1x2=a; ’

% —xy=1
o nezndmych x,, x,, a. Odtud vypoéteme, Ze podminky
ulohy 2 spliiuji &isla a = —3, @ = 9. Provedte zkousku!

Uloha 3. Stanovte podminku, kterd musi byt splnéna,
aby bylo moZné do kruZnice o priméru d vepsat obdél-
nik o daném obsahu a2 > 0.
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Podle obr. 9 oznalme x = AB = CD, y =AD =
= BC. Potom plati soustava rovnic

x4 y2 = d? -
o = at (7
0 —\C
A x 8
Obr. 9.

Pro kazdou dvojici x, y, kterd spliuje soustavu (7), musi
byt splnéna rovnice

x4 2xy 4+t = d* 4 242

a déle rovnice

(x + )% = d% + 2a2 (8)

ProtoZe x, y jsou velikostmi stran obdélniku, plyne z (8),
Ze je

x+y=|dF 2 (9)

Utzijeme-li ve spojenf s rovnici (9) druhé rovnice sousta-
vy (7), zjistime, Ze kaZdé Feeni x, y soustavy (7) je také
feSenim soustavy
x+y=|dF 2,
xy = a?,
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coZ znamend, e &isla x, y jsou kofeny kvadratické
rovnice
2=V 124 a2 = (10)
o nezndmé z. Co muZeme fici o znamenich kofena?
Podminku fefitelnosti alohy stanovime pomoci diskri-
minantu rovnice (10). Podminka zni D 2 0, tj. 4% 4
+ 242 — 44® 2 0. ProtoZe je d > 0, a > 0, je podminka
FeSitelnosti 3
dzal2

Uloha 4. Reite v oboru realnych &isel x rovnici

2% + ax = Jx, (11)
kde a je redlné &fslo.

Piedpoklddejme, Ze rovnice (11) ma feleni. Potom
kaZdé x, které je jejim kofenem, splituje postupné tyto
rovnice:

4x2 4 4ax? 4 a%x2 = x,
%% (a® + 4a + 4) ==, (12)
%2 (a+ 2)2=nx.
Rovnice (12) ma kofen x = 0, dalii jeji kofen x £ 0
je kofenem rovnice

x(a + 2)2 =1,
kterd pro a # —2 m4 jediné fefeni
] :
R )
a pro a = —2 nema 24dné fefeni.

Provedeme zkousku, zda nalezené vysledky vyhovuji téz
rovnici (11). Dosadime-li ze vztahu (13), dostaneme, Ze
ma platit rovnost
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2 n 1
(a+2) (a + 2 a2
Je-li a + 2 > 0, d4 leva strana E + (

(13a)

a—[—2)2

% coZzznamena, ze

(+2

1 1
= 1 prava strana rEvr +
rovnice (11) ma pro a > —2 kofen dany vzorcem (13).
Je-lia + 2 < 0, neni rovnost (13a) splnéna.

Vysledek diskuse shrneme do tabulky:

Parametr a Poéet releni
a < —2 jedno, x = 0
a> —2 dvé, x = 0, viz (13)

Uloba 5. Reite v oboru redlnych &isel x rovnici

Jx=3+)x =7 =g, (14)
kde a je realné &islo.

Predpokladame-li, Ze rovnice (14) ma feSeni, musi
zfejmé byt a > 0. Pro ¢ = 0 rovnice (14) nema Zidny
realny kofen x. Po umocnéni a dalsich Gpravach rovnice
(14) dostaneme, Ze pro kazdé x, které je jejim fefenim,
musi postupné platit

Vx—3=a—Vx—7,

x—3—a2—2al/x— T7+x—17,

2 |x =7 = a® — 4,

4a%c = a* 4 20a® 4 16. -(15)
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ProtoZe je a > 0, je a2 > 0 a z (15) dostaneme:
__a* + 20q% + 16
402 )

Nyni provedeme zkoutku. UZijeme-li vztahu (16), zjisti-

(1
1 4
me, Ze je ¥ — 3 = 7 (* + 8a* + 16) = (a 4+ )’

(16)

1 (a® — 4)3
x—17 =ip (a* — 8a? 4 16) = —3F Leva strana
. . _ |/ (a* + 4)? (a® — 4)®
rovnice (14) je tedy L = V i + =

a®+4 |a®—4 :
= 2_}; +| % l,nebof_jea>0,a’+4>0-JC

tedy déle bud

l.L=aproa® 4,
nebo

2.L=%proa2§4.

Rovnice (14) mé jedno fe¥eni pro kaidé a = 2; pro
a < 2jen tehdy, je-li ¢* = 4, tj. ¢ = 2. Diskusi mizeme
shrnout pfehlednéji v tabulce:

Parametr a ~ Pocet fefeni
a<? z4dné
az? Jjedno, viz (16)

Reste rovnici Jx — 3 — [/x — 7 = ¢, kde a je redlné
&slo. Porovnejte postup feSeni této rovnice a rovnice
(14).
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Uloha 6. Je d4na &tvrtkruznice 4B o poloméru r
a stiedu S. Urtete bod M této &tvrtkruZnice tak, aby
bylo MP 4+ 2MQ =1, kde ! je kladné &fslo a P, Q
jsou paty kolmic spuiténych z bodu M na pi{mky S4,
SB (obr. 10). Stanovte podminku Fefitelnosti této lohy!

a M
S x P A
Obr. 10.

Pii feSeni dlohy hledejme velikost x se¢ky SP. Veli-
kost use¢ky MP je pak vyjaddiena vztahem
MP = |/t — 42, (17
Z geometrického vyznamu proménné x a ze znéni textu
ulohy vyplyvaji pro x podminky:
O=sx=r, 0sx=<3l (18)

Z podminky MP + 2M(Q = | dostaneme podle (17)
Ppro x rovnici

Jrr—=% + 22 =1 (18a)
Jejim umocnénim vyjde
2 —xt = (I — 2x)2 (19)
Po tipravé rovnice (19) dostaneme rovnici
5% — 4lx + (B —r*) = 0. (20)
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Rovnice (20) ma reélné kofeny pravé tehdy, plati-li ne-
rovnost
162 — 20(2 — 1?) 2 0,

2 — 1220,

neboli

neboli

I =r]|5. (21)
Kofteny rovnice (20) jsou pak dany vztahy

2 + |5rr — 12
- R

Q2T

Nyni je tfeba provést zkousku. Oba kofeny (22), (23)
vyhovuji (za predpokladu (21)) rovnici (20), tudiz
i rovnici (19). Budou-li splnény ob& podminky (18),
bude mozno obé strany (19) odmocnit a vyjde (18a),
tj. piislusny kofen x bude refenim Wlohy. Je tedy tieba
zjistit, zda jsou splnény podminky (18) za predpokladu

21).

( P)fedné je patrné, Ze je x, = x;. Kofen x; je vidy
kladny, kofen x, je nezdporny jen tehdy, je-li 2/ =
= V512 — [ neboli ! 2 r. Je-li [ = r, vyjde obrdcenim
postupu nerovnost x, = 0. Dale dokdzeme, Ze je vidy
% S r,atudiZix, < r. Skutené z nerovnosti

2l + ]/grz —F_

(22)

(23)

plyne po upravé
V5rf — 1 = 5r — 215

umocnénim této nerovnosti vyjde po upravé
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5(2r — )2 2 0. (23a)

Nerovnost (23a) je splnéna pro kaZdé /, r; obricenim
postupu z ni dostaneme nerovnost x; < 1.

Shraut{: Pro kofen x, platl vidy prvni nerovnost (18),
pro kofen x, jen v piipadé, Ze je [ 2 r.

Zbyva vysetfit druhou nerovnost (18). Je-li x, é%,
je 2|/57 — # <1 neboli 2r = [; obricenim postupu
dostancme z této nerovnosti nerovnost x, g - Je-li

2, je —2]/572 — I# < I, coz je splnéno pro kaidé
l r; obracenim postupu zjistime, Zc¢ je vidy x, = 7

Ldvér: Pro kofen x, plati oba vztahy (18) jediné v pH-
padé, Ze je 2r < [, pro kotfen x, jediné v pripadé, Ze je
lzr

Vysledek diskuse zapifeme pomoci podminek pro po-

mér parametrd —:
T

Podil parametrt é Pocet Fedeni
/ l =
— <1, =>15 74dné
T r
l l =
1§7<2, 7=V5 jedno
l _

57



Pri sestavovéni této tabulky jsme pouZili jedté skute€nosti

Ze x; = x, jen v tom pfipadé, Ze je - = 1/5.

Uloha 7. V oboru redlnych &fsel feste soustavu rovnic

4y =25,
2 —y+a=0, (24)

o neznidmych x, y, kde a je redlné ¢&islo.
Pfedpoklddejme, Ze soustava (24) méd feSenf. Kazdd

dvojice x, , kter4 ji spliluje, vyhovuje rovnici
y=2x+a (25)
x4+ (2x + a)? = 25,
z nfZ dostaneme pro nezndmou x po upravé rovnici
5x3 4 4ax + a2 — 25 = 0. (26)

Podminky Fefitelnosti rovnice (26) zjistime pomocf jeji-
ho diskriminantu. Rovnice (26) m4 asporn jeden redlny
kofen prévé tehdy, je-li splnéna podminka

164> — 20(a* — 25) 2 0,

a rovnici

neboli
neboli

125 — a2 2 0,
—5)5 = a = 5)5. (27)

Pro éfsla a spliiujfci nerovnosti (27) jsou kofeny x,, x,
rovnice (26) dény vztahy

_ —2 + [125 — &

X = 5 ] (28 a)
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—2 — /125 — &

xz = 5 (29 a)
Z nich dosadime do (25) a zjistime, Ze je
a+ 2)/125 — a*
= V5 ) (28b)
— 2125 — a®
p=a= W2 (29b)

Po provedeni zkousky shrneme diskusi do tabulky:

Parametra Pocet redeni

a < —5)5, a> 5|/5 74dné

a= —5|/5,a =5|/5 jedno, viz (28a), (28b)

_5)/5 <a < 55 ?;g;)v,l@gg)a), (28b),

Geometrické fefeni soustavy rovnic (24) je velmi
pékné. Prvni rovnice (24) je pocetnim vyjidienim
kruZnice se stfedem v polatku systému soufadnic
a s polomérem r = 5. Druha rovnice je poletnim vy-
jadfenim osnovy pifimek rovnobéZnych s pfimkou y =
= 2x (obr. 11). Které primky osnovy dostaneme, zvo-
lime-li hodnoty parametru ¢ = —5/5, @ = 5}/5?

Touto ulohou konéi naje knizka. Mohli bychom je§té
pokralovat v feleni dalSich a daldich uloh. Zvlast za-
Jimavé by bylo studium jejich grafického feSeni. Ale to
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bychom se museli podrobnéji zabyvat analytickou geo-
metrif, coz presahuje rdmec nasi knizky.

Obr. 11.

Nékolik neFesenych dloh

1. Reste v oboru realnych &isel x rovnici
a)a(a+ 2t 4 2x —a* +1=0,
by % 2¢  8a®
)x—a+x+a— x2 — a2’
kde a je reilné &islo.

2. Reite v oboru realnych &isel x rovnici

1 1 1 1
e Tr—b - a T

kde a, b jsou reédlna &isla a plati ab - 0.
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3. Pro které hodnoty parametru a plati pro kofeny x,,
x, kvadratické rovnice
2ax* — 2x — 3¢ —2=0
podminky x; <1, x, > 1?
4. Pro které hodnoty parametru a jsou oba kofeny

%;, x, kvadratické rovnice (2 — a)x? — 3ax + 22 =0
vétd nez 4?

5. Pro které hodnoty parametru a platf pro kofeny x;,
x, kvadratické rovnice
24+2+a=0
podminky —1 <, <x; <1?

6. DokaZte, Ze rovnice
2) (r — a)(x — b) + (x — a) (x —0) +
+ (x =b)(x — ¢) = 0;
b) a(x — b)(x —¢) + b(x —¢) +
+e(x—a)(x—05)=0
ma vidy redlné kofeny.

7. V rovin¢ je dano nékolik bodu, z nichz 24dné tii
neleZi v jedné pfimce. Stanovte jejich polet, vite-li, Ze
je jimi uréeno

a) 28 primek,

b) a pfimek.

8. Reste v oboru redlnych &sel x rovnici
Q_Vaz—i—x—a_l/az-{—x—l
Va2 4+ x4+ 1 a ’

kde a je redlny parametr, ¢ = 0.
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9. Pro jakou hodnotu parametru ¢ mé soustava rovnic
ta)# + 5 = 5;

Fec) f4x2 — 92 = 36,

2x—y+a=0
o neznamych x, y jediné fefeni? Jaky je geometricky-
vyznam téchto uloh?

10. Redte v oboru reilnych &isel soustavu rovnic
a)xt+?—2x— 3y =0,
ax +y — 3 =0;
b) 2x2 4+ 8y% = 16,
ax +y+22=3
o neznamych x, y, pfi€emz a je redlné &islo. Jaky je geo-
metricky vyznam téchto aloh?

Vyhledejte v nékteré ulebnici analytické geometrie, jak lze
poletné vyjddfit kruZnici, elipsu a hyperbolu.
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