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1. kapitola

LINEARNI ROVNICE
O JEDNE NEZNAME

V této kapitole se budeme zabyvat tlohami, které bu-
dou vyjadfeny linearnimi rovnicemi o jedné neznimé
s jednim parametrem. Poznamenejme na zalétku, Ze
o parametrech v rovnici hovotime tehdy, obsahuje-li
rovnice kromé neznamé x je§t¢ proménnou, kterou
budeme obvykle oznalovat pismenem a nebo &; té
budeme fikat parametr.

Uloha 1. V oboru ptirozenych &isel x fejte rovnici
2ax = (e + 1) x + 18, ()

kde a je pfirozené &islo.

Piedpokliddejme, Ze rovnice (1) ma feSeni. Potom
pro kazdé x, které rovnici (1) spliiuje, musf platit té2
rovnice

(@a—1)x =18 2)

Nyni musime rozbor 3tépit ve dva pfipady. Je-li a —
— 1 #£0, je kazdé ¢&islo x, které muzZe byt FeSenim
rovnice (1), nutné ddno vzorcem

x= 10 (2a)

a—1




Je-lia — 1 = 0, pak nema rovnice (2),a tedy ani rovnice
(1) zFeymé Zadné Fedeni.

Protoze kazdé feSeni rovnice (1) musi byt vyjadieno
vzorcem (2a) a protoZe hledime pouze pfirozend ¢&isla
x, musi byt &islo @ — 1 délitelem &isla 18.

Vysledek miZeme shrnout do tabulky:

Parametr a Prisluiné refeni
a= 2 x =18
a= 3 o x= 9
a= 4 x= 6
a= 7 x= 3
a=10 x= 2
a=19 x= 1

Pro jiné hodnoty parametru ¢ nem4 uloha Feeni.

Uloha 2. V oboru reédlnych &isel x feite rovnici
a(x—1)==x+ g, (3)

kde a je realné ¢&islo.

Kazdé redlné &islo x, které vyhovuje rovnici (3), vy-
hovuje téZ rovnici
x(a — 1) = 2q, (4)



kterd vznikne z rovnice (3) snadnymi dpravami, pfi
nichZ nezileZi na hodnoté parametru a. Podobné jako
v uloze 1 proviadime rozbor souhrnné, tj. fedime vlastné
najednou nekone¢né mnoho iloh. Pomoci rovnice (4)
nalezneme feSeni rovnice (3). Rozbor oviem musime
§tépit ve dva piipady:

Je-li a — 1 £ 0, je readlné fefeni rovnice (3) dano
vzorcem

X=—7. (4a)

a—1

Jeli a—1=0, tj. a=1, md rovnice (3) tvar
x — 1 =x 41 a nevyhovuje ji Zddné redlné ¢&islo x.

Zkousku provedeme dosazenim x z formule (4a) do
rovnice (3). Na zdkladé rozboru a zkoufky provedeme
diskusi a vysledek shrneme do piehledné tabulky:

Parametr a Potet reSend
a=1 zddné
a+# 1 jedno, viz (4a)

V§imnéme si, Ze pro a # 1 je feSeni rovnice (3) dano
formuli (4a). Reseni x rovnice (3) je funkci parametru a.
Sestrojime graf této funkce pomoci jednotlivych funké-
nich hodnot (obr. 1). Upravime-li rovnici (3) na tvar
(x — 2)(a — 1) = 2, zjistime, Ze je v pravouhlych sou-
fadnicich ¢, x pofetnim vyjidfenim rovnoosé hyper-
boly %; asymptotami jsou pfimky o podetnim vyjadieni
x=2,a=1.



Kazdému redlnému &islu ¢ # 1 odpovida jediny bod
[a, x] hyperboly k; z pfedchozi diskuse vime, Ze rovnice
(3) ma skutetné pro kazdé a # 1 jediné rfeSeni .
Asymptota o rovnici ¢ =1 neprotne hyperbolu £
v z4dném bodé&; rovnice (3) — jak vime z predchoziho
vykladu — nema pro ¢ = 1 Zidné fefeni.
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Obr. 1.

Kazd4 pfimka rovnob&znd s osou g, vyjma pfimku
o rovnici x = 2, protne hyperbolu £ v jediném bodé¢;
to znamend, Ze kaZdé realné ¢islo x == 2 je kofenem
rovnice (3) pti vhodné zvoleném parametru a. Cislo
x¥ = 2 neni kofenem rovnice (3) pro Zadné a; presvédéte
se.

Jednu nebo vice nezndmych funkci nalezneme pii
fefeni mnoha dalSich rovnic s parametrem; nezavisle
proménnou bude parametr rovnice. Je samoziejmé,
Ze jednotlivé funkce budou podstatné zaviset na tom,
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jakych ¢&iselnych hodnot mtiZe nabyvat parametr a
a do jakého &iselného oboru ma ndileZet refeni rovnice.
Predpokladdme-li napf., Ze v rovnici (3) je parametr
a piirozené ¢islo, a chceme-li, aby té2 fefeni této rovnice
nalezelo do oboru pfirozenych ¢&isel, zjistime, Ze dand
rovnice ma feSeni pouze pro dvé hodnoty parametru a.
Hodnoté a = 2 odpovida x = 4, hodnoté @ = 3 odpo-
vida x = 3. DokaZte uZitim vztahu (4a), Ze jiné dvojice
¢isel a, x nespliiuji pozadované podminky.

Uloha 3.V oboru redlnych &isel x feite rovnici

x—a x+a
l—a 1+4a (5)

kde a je realné (islo.

Z rovnice (5) vyplyva, Ze parametr ¢ nesmi nabyt
hodnot a =1 a a = — 1, pro néz by uloha neméla
vyznam. PouZijeme-li jiného vyjiddfeni, fekneme, Ze
oborem proménnosti parametru g jsou viechna redlna
isla's vyjimkou &isel 1 a —1.

Pro kazdé realné &islo x, které vyhovuje rovnici (5),
musi platit rovnice

(x—a) (1 +a)= (x4 a)(l —a)
a po jeji upravé rovnice
ax = a. (6)
Nyni musime rozbor $tépit. Je-li ¢ = 0, dostdvame je-
diné feSeni x = 1, a to pro jakoukoliv hodnotu para-
metru a s vyjimkou hodnot jiz vylou¢enych. Je-lia = 0,

ma rovnice (5) tvar ¥ = x a vyhovuje ji libovolné redlné
¢islo x.
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Provedeme zkousku dosazenim x = 1 do rovnice (5)
a vysledek shrneme v tabulce:

Parametr a Poéet redeni
a# —l,a#0,a#1 jedno, x =1
a=20 nekoneéné mnoho

Pri rozboru jsme byli nuceni zabyvat se vymezenim
oboru proménnosti parametru a. V ulohich byvé &asto
toto vymezeni provedeno jiz v zadani. Naje uloha by
znéla takto:

V oboru reélnych &isel x fefte rovnici (5), kde a je
redlné &islo, a # 1,a # —1.

Vysledna tabulka by se oviem zménila:

Parametr a Poéet redeni
a+*0 jedno, x =1
a=20 nekoneén& mnoho

Refeni rovnice (5) mlZeme vyloZit geometricky
dvojim zptsobem. Prvni zplisob zndme jiz z tlohy 2:
Povazujme a, x za pravothlé soufadnice v roviné a rov-
nici (6) upravime na tvar g (x — 1) = 0. Grafem této
rovnice je dvojice riznobézek, skladdajici se z osy x
a z pfimky x = 1, rovnobéZné s osou a. Nalrtnéte
graf rovnice (6) a provedte znovu diskusi jako v tlo-
ze 2,
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Druhy zpisob geometrického vykladu diskuse se opira
o obvyklou metodu grafického fefeni rovnice o jedné
nezndmé. V rovnici (5) poloZime
x—a x -+ a

)’1=1_a, )’z=m- (7)

Pii pevné zvoleném ¢&isle a vyjadfuji rovnice (7) dvé
linedrni funkce nezavisle proménné x; grafem kazdé
z funkci (7) je piimka. Refeni x rovnice (5) je pak sou-
fadnice x spole¢ného bodu (prusetiku) obou téchto pfi-
mek.

Pii pevné zvoleném parametru a vyjadiuje kazda
z rovnic (7) pfimku; méni-li se g, vyjadfuje kazda
z rovnic (7) mnoZinu pfimek. Zkoumejme napf. mno-
Zinu pfimek vyjddfenou prvni rovnici (7), tj. rovnici

x—a

I = | (7a)

Ka?d4 ptimka mnoZiny obsahuje zfejmé& bod S =
= [1,1] (pro¢?); do mnoziny patii viecky piimky pro-
chézejici bodem S s vyjimkou pfimky x = 1 (obr. 2).
Mnozina ptimek vyjddfenych rovnici (7a) pfi ménicim
se parametru g je tedy svazek pfimek se sttedem S s vy-
lou¢enim pfimky x = 1.

Obdobné zjistime, Ze mnoZina pfimek vyjadfenych
rovnici

_x+ta
J2 = T+a (7b)
je tyZz svazek se stfedem S opét s vylou€enim pfimky
x=1

Zvolime-li urdité &islo @ % 1, —1, vyjadfuji rovnice
(7a), (7b) dvé piimky p,, p, svazku. Primky p;, p, jsou
navzajem razné, je-li a # 0 (pro¢?); proto maji spo-

13



le¢ny jediny bod S. Pfimky p,, p, splynou, je-li a = 0.
Vyloite pomoci. toho geometricky diskusi rovnice (35).

Vratte se nyni k rovnici (3) z ulohy 2 a uZijte téhoZ
zplisobu pro geometrické provcdem diskuse; pfitom
budete vyietfovat dvé mnoziny pfimek dané rovnicemi

Nn=ax—1),3=x+a

“lae 2, - .
\ g sp (ae())

2
Pfas2)

| S=(1,1)
— -2 -1 ] 2\

Uloha 4. Pro kter4 reilna &isla @ ma rovnice

Obr. 2.

X
X —a

=a+1 (8)
aspoi jedno zdporné fedeni x?

Pii feSeni ulohy 4 jde o feSeni soustavy
x
x —

a=a—|—1,x<0. (9)
Kazdé #, které splituje soustavu (9), spliuje i soustavu
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x={(a+1)(x—a), x <0,
neboli
ax =ala+ 1), x <O0. (10)

Je-i a =0, splituji soustavu (10) viechna redlnd
x < 0; zkouska ukaZe, Ze spliiuji také rovnici (8).

Je-li a £ 0, musi platit

x=a+4+1, x <0,

coZ znamend, Ze musi byt a +1 <0, tj. a < —1.
Zkouskou se pfesvédéime, Ze fefeni x = ¢ 4 1 rovnici
(8) opravdu vyhovuje.

Shrneme-li dosavadni vysledky, dostaneme, Ze poZa-
davky dlohy spliiuji ¢isla e < —1 aa = 0.

Uloha 5. V oboru realnych &isel x fefte rovnici
%] + ] = 1, (11)
kde a je realné &fslo.

Pri feSeni rovnice (11) je tfeba rozbor rozdélit do dvou
¢asti (viz definici absolutni hodnoty redlného ¢&isla).

1. Je-li @ = 0, musi pro kazdé x spliujici rovnici (11)
platit téZ rovnice
|x| =1 — a. (12)

ProtoZe absolutni hodnota redlného ¢&isla je vidy Cislo
nezdporné, ma rovnice (12) feSeni jen tehdy, je-li
1 —a=0,t.a = 1. Potomplati bud x = 1 — 4, nebo

x=—(1—a)=a—1 pro kaidé a4, pro nézi je
0=a=1.
2. Je-li @ < 0, musi pro kazdé x spliiujici rovnici (11)

platit rovnice

x| =1+ a. | (13)
15



Opét snadno usoudime, Ze rovnice (13) ma fefeni jen
tehdy, je-li 1 +e¢ 2 0, tj. a 2 —1. Potom plati bud
x =14 a, nebo x = — (1 + a) pro kaidé a, pro néz
je —1 = a < 0. Snadno zjistime, jaky utvar je grafem
rovnice (11); je to obvod étverce (viz obr. 3).

Diskusi dlohy shrneme do piehledné tabulky:

Parametr a Polet fedeni
a<—l,a>1 Zadné
a= —l,a=1 _jedno,x=0
-1l <a<xl dvé, viz rozbor
X
1

P
DN

4

Obr. 3.

Uloha 6. V oboru redlnych &isel x feite rovnici
[* —2|—|x+2|=|a+2|—|a—2|, (14)
kde @ je realné &islo.
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ProtoZe v rovnici (14) se vyskytuji absolutni hodnoty
|a + 2|,|a — 2|, rozdélime obor proménnosti parametru a
na tf &¢asti, z nichZ kazdou se budeme zabyvat zvl4it.
Budeme vy3etfovat intervaly:

e =2,

2) 2 =a<2,

3)a < —-2.

1. Pro kazdé x, které spliiuje rovnici (14), musi platit

[x — 2| —|x+2|=a+2—a+ 2
a tedy rovnice
|x — 2] —|x+ 2| =4. (15)

Kazdé x, které splituje rovnici (15), musf spliiovat aspori
jednu ze soustav

(a) x—2 —(x+2)=4, x=2,
b) —(x—2)—(x+2)=4, —2=x<2,
) —(x—2)+(x+2)=4 x<-2.

Snadnym vypoétem zjistime, Ze soustava (a) neni
splnéna pro Zadné x, soustava (b) je splnéna pro x =
= —2, soustava (c) je splnéna pro kazdé x < —2.

2. Pro kazdé x, které splituje rovnici (14), musi byt
splnéna obdobné rovnice

|x — 2| —|x 4+ 2| = 2a. (16)

Kazdé x, které splituje rovnici (16), musi spliiovat aspon
jednu ze soustav

(a) x—2 —(x4+2)=2a, x=2,

(by —(x—2) — (x+2) =22 —2=x<2

(€ —(x—2) + (x +2) =24, x<—2.
Retime-li kazdou z uvedenych soustav zvladt, zjistime,
Ze soustava (a) ma pro a = —2 nekone¢né mnoho feSenf
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¥ Z2 a pro a> —2 74dné feleni, soustava (b) mi
jedno fefeni x = —a, soustava (c) nemé Zadné fefeni.
3. Kazdé x spliiujici rovnici (14) musi spliovat téZ
rovnici
x—2|— s 42/ =—(a+2) +a—2
a tedy rovnici
| — 2| —|x+ 2| = —4. (17)

Opét pro kaZdé x, které splituje rovnici (17), musi byt
splnéna aspofi jedna ze soustav

(a) x_2_(x+2)=_4) x =2,

(b) —(x—2) — (x+2) = —4, —2=x<2,

€ —(x—2)+(x+2)=—4 x<-—2.
Zjistime, Ze soustava (a) je splnéna pro kazdé
x 2 2, soustava (b) a soustava (c) nemd Zidné fefeni.

Zkousku provadime po dosaZeni kaZzdého ¢4stetného
vysledku.

V této tloze ma grafické fefeni je¥té vétsi vyznam
neZ v ulohdch predchiazejicich, protoze algebraické fe-
Seni je dosti nepfehledné. UZijeme pravoihlého systému
soufadnic s osami g, x. V obr. 4 jsou &asti roviny, jejichz
soufadnice a, x vyhovuji rovnici (14) vytaZeny silnéji
nebo vyfrafoviny. Provéite podrobné, Ze je grafické
zobrazeni provedeno spravné. Vysledek diskuse zkontro-
lované geometrickym znézornénim shrneme do tabulky:

Parametr a Potet reeni
-2 <a<?2 jedno
as —22=a nekone¢né mnoho
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Obr. 4.

NéEkolik nefeSenych dloh

1. Relte v oboru celych &isel » rovnici
x(a+4) t+a(x+2) =2,
kde a je celé &islo.
2. Redte v oboru realnych &isel x rovnici
ax —6 1
ax + 62 a’
kde g je realné &islo.
3. Reste v oboru ptirozenych &isel x rovnici
a 5

34+x «’
kde a je pfirozené cislo.
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4. Pro kter4 reilné &sla 2 ma rovnice
8x — 1 _
x—2

aspoii jeden kladny kofen?

2=a

5. Pro ktera realnd &isla @ m4 rovnice

a(x—1)
x4+ 1 =3
aspoii jeden zédporny kofen?

6. Reste v oboru redlnych &isel x rovnici

) x|~ lal =2

b) |#| +|a] +1—,3<|x—a|+|x+a|)=l/2+ L

c) [lxt —1al| =1,

d) ix1 +lel — 3| =3| =1,

3
& Yo (x| — 0 =a,

kde a je redlné ¢islo. Znazornéte geometricky!
7. Redte v oboru reélnych &isel x rovnici

x| = |x— 8| =|a+4| + |4 —al,

kde a je realné &islo. Geometricky znézornéte!

Vytvdrejte si sami podobné ilohy a Feste je!
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