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7. SOUSTAVY LINEARNICH
ROVNIC A NEROVNOSTI
O DVOU NEZNAMYCH

V 9. t¥id& ZDS jste Fedili soustavy dvou linedrnich rovnic
o 2 neznimych, pfifemZ grafické zndzornéni rovnic vim
usnadnilo jejich feSeni. Vase védomosti v tomto oboru
chceme nyni osvézit a trochu roz§ifit, a to zejména tim, Ze
budeme uvaZovat téZ o soustavich linedrnich rovnic i ne-
rovnosti 0 2 neznimych. Nerovnostem o dvou neznamych
odpovidaji pfi geometrickém zndzornéni poloroviny, jak
jste se o tom poucili jiZ v €l. 2, ktery si pfed studiem tohoto
¢lanku znovu preftéte. Pro omezeny rozsah této knizky
seznimime vas hlavné s témi novymi poznatky, které bu-
dete potfebovat ke studiu dal$iho ¢ldnku. Budeme vas
o nich poucovat hlavné na pfikladech s urcitymi Cisly.
Pro tsporu mista nejsou v této kniZce otiStény takové
obrizky, které si sami snadno narysujete podle znéni
textu.

Jedna linedrni rovnice o 2 neznadmych, napf. 3x + 2y —
— 15 = 0 mé nekonecny pocet feSeni. Kazdému z nich
odpovidd bod [x, y] pfimky, ktera je grafickym znédzornénim
ptislusné rovnice. V pfipadé ndmi zvoleném je to pfimka
r = PQvobr.2. Body P = [5;0],G= [0;%] najdete snadno

jako prusefniky dané pfimky se soufadnicovymi osami.

Rysujete-li obraz pfimky na Ctveretkovaném papife, pak
nékdy velmi snadno postiehnete, %e pfimka prochazi né-
kolika mfiZovymi body roviny, tj. takovymi body, jejichZ
obé¢ soufadnice jsou Cisla celd. Soufadnice téchto boda pak
pfedstavuji feSeni dané rovnice v oboru celych Cisel. Tak
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napf. u pfimky r snadno najdete mfiZové body [— 1; 9],
[15 6), {3; 3}, [5; 0], [7; —3] atd. Vsimnete-li si dobfe
zdpisu téchto po sobé jdoucich mfiZzovych bodi na pfimce,
pak snadno objevite, Ze pfi pfechodu od jednoho bodu k dru-
hému za nim nisledujicimu se prvai soufadnice zvétsi o 2,

AN

o

Ls

druh4 se zmensi o 3. Zvolime-li néktery bod z této mno-
Ziny za zékladni, pak miZeme vSechna celoiselnd Feleni
dané rovnice zapsat jednoduchym zpisobem. Zvolime-li
napf. bod [1 ;6] za zdkladni, pak pro vSechny mfiZové body
roviny na pfimce r plati: x =1 + 2r,y = 6 — 3t,kde r je
libovolné celé ¢islo. Snadno Ize dokézat, Ze na kaZzdé pfimce
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soufadnicové roviny leZi bud nekonecné mnoho mfiZo-
vych bodt nebo jen jeden nebo Zidny. Reseni rovnic v obo-
ru celych Cisel patfi k velmi starym obortim aritmetiky.
Jejich feSenim se zabyval mimo jiné téZ fecky matematik
Diofantos (il koncem 3. stol. n. 1.). Proto se nékdy téz
uZiva nazvu diofantické rovnice. Poznimky tohoto odstav-
ce nesméfovaly k tomu, abyste se naudili fefit diofantické
rovnice, nybrz jen k tomu, abyste n&co védéli o existenci
téchto problémi, které patti do ¢iselné teorie.

Je-li dana soustava dvou linedrnich rovnic o 2 neznai-
mych
ax +by+e =0 ax + by +¢y=0, (1.1)
v nichZ koeficienty pfi obou neznimych nejsou soulasné
rovné nule, pak pfi feSeni této soustavy mohou nastat tyto
ptipady:
a) Je a,:b, :¢,=a,:b,:¢, a plati @, = ra,, b, =rb,,
¢, = rcy, kde r je redlné Cislo rizné od nuly. Po dosazeni
do druhé rovnice soustavy (7.1) a po vytknuti r dostaneme
r(ax + b,y + ¢;) = 0, co? ukazuje, Ze tato rovmice je
ekvivalentni s prvni rovnici soustavy. Soustava rovmic,
kterd je v tomto pfipadé znizornéna dvéma splyvajicimi
pfimkami, méd nekonecny pocet fedeni.

b) Je a; :b, =a, : b,, aviak g, : ¢; = a, : ¢, TESP. €%
by : ¢, =+ b, : ¢, pak jde o rovnice tzv. sporné, které nemaji
spolecné feSeni. Dvé rovnice soustavy (7.1)jsou v tomto
pfipadé znazornény riznymi rovnob&Znvmi pfimkami, kte-
ré nemaji Zddny spolecny bod.

c) Nenastane-li Zddny z pfedchézejicich vyjime¢nych pFi-
padd, soustava rovnic (7.1) md pak jediné feseni. V tomto
pfipadé jsou rovmice znizornény dvéma riznob&Znymi
pfimkami a soufadnice x, y jejich pruseCiku udédvaji fe-
Seni dané soustavy.
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Je-li ddna soustava » lineirnich rovnic o 2 neznamych
(ai® 4 b2 # 0)
ax+by+ca=0:=1,273,...,n, (7.2)

pak ma jediné feSeni jen tehdy, kdyZ viechny pfimky odpo-
vidajici jednotlivym rovnicim soustavy (7.2) prochizeji
jednim bodem. Neexistuje-li bod, jim? vSechny pfimky
prochazeji, nema soustava (7.2) Zddné feSeni. Nekonecny
pocet feSeni by méla soustava (7.2) v tom pfipadé, kdyby
viechny pfimky odpovidajici jednotlivym rovnicim sply-
nuly v jedinou. V tom pfipadé by vsechny rovnice byly
nenulovymi nisobky 1edne z nich.

Jestlize v dané soustavé rovnic je nékterd rovnice nenu-
lovym nisobkem jiné rovnice soustavy, muZeme jednu
z t&chto navzdjem ekvivalentnich rovnic ze soustavy vy-
pustit, imZ si vySetfovani soustavy rovmic zjednoduSime.
O tom, jak lze pocetni cestou vysetfit feSitelnost soustavy
rovnic a vzijemné vztahy mezi jednotlivymi rovnicemi,
vas pouli ndsledujici pfiklady, v nichZ budeme pfedpokld-
iiat, Ze 7adné dvé& rovmice dané soustavy nejsou ekviva-
entni.

PFiklad 1. VySetfme feSitelnost soustavy linedrnich
rovnic

x—3y—4=0, 2x+y—8=0,

2x+5y—16=0, —2x+y—2=0.

Oznalme p;, Py, Py Py Primky, jeZ odpovidaji danym
rovnicim v pofadi, v ném?Z jsou v tloze uvedeny, a hle-
dejme priseciky vSech dvojic pfimek. Abychom méli pfe-
hled o postupu vypoltu a nezapomnéli vypocist prisecik
n&které dvojice ptimek, zapiime vysledky rovnic do tabul-
ky (7.3). Soufadnice priseciku pfimek p, p, jsou uvedeny
v tabulce tam, kde se protind fidek oznmadeny zahlavim
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p, se sloupcem se zdhlavim p, a obdobn& pro viechny
ostatni dvojice pfimek. Tabulka je ,,Ctvercova®, nebot ma
stejny pocet fadek i sloupci. Ze zfejmych davodi je sou-
mérna podle Ghlopficky jdouci z levého horniho rohu do
pravého dolniho a mista na vthlopfice zlistanou nezapl-
néna.

| h Pa ?s | y
n * [4;0] % 13] [— 25— 2]
| [40] Al (35 as
pl[s] [ sal | 353
P | [—25-2] [%;5] [%, 3] *

Prohlédneme-li si tabulku (7.3), zjistime, Ze viechny
priseCiky riznych dvojic pfimek jsou rizné, takZe dand
soustava nema FeSeni. Vsechny Ctyfi pfimky odpovidajici
danym rovnicim se protinaji po dvou v $esti bodech.

K tomu, abychom Z]lStlll Ze dand soustava nemd fe-
Seni, staCilo ovSem zjistit, Ze pouze dva body v tabulce
(7.3) )sou ruzné. UZiteCnost tabulky (7.3) poznime jesté
pozdep pfi jiné pr11czntost1 Kdybychom vsak chtéli do-
kazat, Ze soustava ma feSeni, museli bychom zjistit, Ze
viecky body v tabulce (7.3) splyvaji.

PFiklad 2. VySetfme feSitelnost soustavy linedrnich
rovoic

x—3y—4=0, —2x+y—
6x+ 7y — 24 =0, -2x+y—

0,
0
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Ozmalme ¢, ¢, g5 ¢; PEimky, odpovidajici rovnicim
dané soustavy a sestavme pFisluinou tabulku pro priisediky
dvojic pfimek.

R N N
) * 4;0) | [450] | [—2;—2]
g2 * | [450] 1” (7.4)
% | [z
¢ *

V tabulce (7.4) jsou zapsény priseciky jednotlivych dvo-
jic pfimek jiZ jen v horni ¢asti étvercové tabulky, a to nad
jeji thlopfickou vyzna¢emou hvézdi¢kami. Kdybychom
oznaceni v zahlavi jednotlivych fadek pfesunuli doprava
aZ na misto pfisluSnych hvézdifek, dostali bychom snad
jesté pfehlednéjsi ,,trojithelnikovou” tabulku. Ze zipisi
v tabulce je zfejmé, Ze priseCiky pfimek ¢,4¢,, 4143 9293
splyvaji, coZ znamend, Ze pfimky ¢, ¢,, ¢, prochdzeji bo-
dem [4; 0]; pfimky ¢, a ¢, jsou navzijem rovnobéZné, coZz
bylo na pfislusném misté tabulky vyznaceno znackou v ge-
ometrii pro rovnob&Znost uZivanou. Z hlediska algebraic-
kého to znamend, Ze soustava rovnic utvofend z prvmich
tfi rovnic dané soustavy ma feSeni a Ze ¢tvrtd rovmice je
ve sporu s druhou rovnici dané soustavy.

Priklad 3. VySetfme soustavu pfimek, které jsou diny
rovnicemi
y=0, x=0, x+2y—2=0,
x+4y—20=0, 2x+y—12=0
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a vyhledejme viechny body, v nichZ se protinaji aspofi dv&
pEimky této soustavy.

Oznalme 7y, 1y, 73, 74, 75 piimky v tom pofadi, jak jsou
dany rovnicemi. Ze zkuSenosti z piedchdzejici tabulky
vime, Ze do prvni fadky tabulky mame zapsat praseéiky
ptimek 77, n7ry, 71y, rrs do druhé Fadky priseciky
pimek ryr;, o7y, 7.rs, do tfeti Fiddky pruseciky pfimek
r3rys T3ts @ do Ctvrté radky prusecik pfimek r.r;. JestliZe
tento vypocet provedeme a zapiSeme priseciky v uvede-
ném pofadi, dostaneme celkem 10 riznych bodu, v nich
se protinaji pfimky dané soustavy, a to: [0; 0], [2; O],

(205 01, [65 01, [05 11, [05 51, [0 121, [— 165 91 %5 5],

30
[4; 4].

I kdyZ tabulkové metody nebudeme jiZ mnoho pouZi-
vat, vyvodime jejim uZitim vzorec pro nejvyssi moiny
pocet vSech bodd, v nichZ se protind soustava n danych
piimek. Ctvercovd tabulka n-fadovd obsahuje celkem
n? poli, z mnichZ je tieba vyplnit jen »* — n poli,
aviak jen polovina z nich stac1 pro zipis nejvys§1ho mo%-

ného poctu bodu. Je jich tedy -~ (n2 —n) c111 7" (n—1).

Pokud se tyka soustav hnearmch nerovnosn 0 2 nezna-
mych, je dobfe mit stile na paméti, Ze nerovnostem
ax + by +¢c =0, —ax—by—cz0 (1.5
vyhovuji soufadnice bodi ve dvou navzijem opalnych
polorovinach s hrani¢ni pfimkou o rovnici ax + by + ¢ =
= 0. Sjednocenim mnoZin bodd té&chto dvou polorovin
je mnozina vSech bodu celé roviny, jejich prinikem hra-
nicni pfimka. V 2. kapitole jsme se téZ naulili pravidlu,
podle né€hoZz lze rychle rozhodmout, kterou polorovinu
danid nerovnost popisuje. Dal§i uvahy o geometrickych
utvarech popsanych dvéma nebo nékolika nerovmostmi
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ukiZeme na pfikladech, v nichZ misto pismen a, b, ¢
v nerovnostech tvaru (7.5) budou zvolena urlitd ¢&isla,
Pritom budeme pamatovat na to, Ze mnoZina vSech
bodi, které vyhovuji aspon jedné nerovnosti dané sou-
stavy, je sjednocenim mnoZin, z nichz kazda je popsdna
jednou nerovnosti. MnoZinu vSech bodi, které vyhovuji
souCasné viem nerovnostem dané soustavy, najdeme,
kdyZz vyhledame prunik, tj. spole¢né¢ body mnoZin, kter¢
jsou popsiny jednotlivymi nerovnostmi. Vyhleddvani
pruniku nékolika polorovm budeme ¢astéji potfebovat,
a proto je budeme vice procviCovat.

Piiklad 4. Vysetfime, které poloroviny jsou popsiny
nerovnostmi
1. x+2y=0; 2. x+2y—52=0;

3. —x—2y+15=0; 4 —3x—2y+15=0;
pak ukiZeme sjednoceni nebo priniky nékterych téchto
polorovin.

Hrani¢ni pfimky téchto polorovin oznalime po, py,
P2 7V tom pofadi, v jakém byly uvedeny poloroviny j )1m1
vytaté. Tyto pfimky jsou zobrazeny na obr. 2. Po oznaceni
hraniCnich pfimek polorovin miZeme dané poloroviny
podle umluvy v kapitole 2 zapsat struné takto: 1. g (p,);
2. 2(p); 3. 0(py); 4. o(r). V prvnich dvou pfipadech
]de o poloroviny nad prunkou Po» TESP. Py, Debot koeficient
pti y je kladny, ve druhych dvou piipadech o poloroviny
pod pfimkou p,, resp. r, nebot koeficient pfi y je v po-
slednich dvou nerovnostech ziporny.

Siednocenim o (p,) a ¢ (pl) jest ¢ (po), jejich primikem
jest o (p,). Sjednocenim po'orovin ¢ (p,)a ¢ (p,) je mno-
Zina vSech bodd celé roviny, jejich prunikem mnoZina
bodi, které tvofi pis ohranifeny rovnobézkami p,, p,;
stejné sjednoceni i prunik maji mnoZiny bodi tfi polo-

rovin g (po); 0 (21)> 0 (22
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Priinikem g (p,) a ¢ (r) je &st roviny tvofici ostry dhel
ORQ. Jejich sjednocenim je mnoZina téch bodid roviny,
které v ni zlistanou po vynéti vnitfnich bodd priniku po-
lorovin opa¢nych k polorovinim g (p,) a o (r), tj. tedy
pruniku polorovin ¢ (p,), ¢ (r). Pokud nejste jesté vy-
cvieni v urovani sjednoceni a primiku dvou polorovin,
miiZete pouzit této pomucky: Vysrafujte polorovinu
¢ (po) Sraty rovnobéZnymi s hrani¢ni pfimkou p, a polo-
rovinu o (r) Srafy rovnobéznyml s hrani¢ni pfimkou r.
Do sjednoceni mnozin vSech bodi obou polorovin patfi
pak viechny body z téch Casti roviny, které jsou Srafoviny
jakkoli, do priniku body té Cisti roviny, ktera md Srafy
obojiho sméru.

P¥iklad 5. Vyhledejme mnoZinu viech bodl v roviné,
jejichZz soufadnice vyhovuji soulasné nerovnostem:
y20,x=20,x+2y—2=20,x+4y—20=0,
2x+y—12=0.

HraniCnimi pfimkami polorovin popsanych t&mito
nerovnostmi jsou pr:mky, které jsme v prikladu 3 tohoto
Clénku oznalili pismeny 7y, ry, 73, 74, 75. Jde tedy o to
najit pranik polorovin g (1), @ (ra)s 6 (a)s © (re)s @ (rs):
Snad jste si povsimli, Ze v poslednich dvou nerovnostech
tohoto pfikladu jsou znaky nerovnosti = a Ze je tedy
nutné zndsobit tyto nerovnosti Cislem — 1 nebo jinym
zépornym Cislem, aby vSechny nerovnosti mély souhlasny’r
znak = ; v tom piipad€ je pak koeficient pri y zaporny
a podle prav1dla v kapltole 2 je hned zfejmé, Ze posledni
dvé nerovnosti popisuji poloroviny pod pnmkalm Ty Tse
Do mnozZiny viech bodu, které vyhovuji prvnim dvéma
nerovnostem této ulohy, patfi ty body soufadmicové
roviny, které vypliiuji pravy uhel s vrcholem v pocitku O;
jeho rameny jsou kladné Casti os x, y a je to tedy neomezend
¢4st roviny. Prunikem tohoto pravého hlu s tfeti polo-
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rovinou g (r,) je opét neomezend &4st roviny v kvadrantu
I, kterd je ohranicena polopfimkami P4, OB a useckou PQ.
Do mnoziny viech boda, které vyhovuji jen poslednim
dvéma nerovmostem, patfi vSechny body neomezené
&asti roviny, kterou tvofi tupy thel ACB. Prinikem
viech pét polorovin je pak pétitthelnik PACBQ (viz
obr. 3).

~. Obr. 3.

P'\.\ A

RN

Priinikem dvou polorovin, jejichZ hrani¢ni pfimky jsou
riznob&Zné, je vidy neomezend Cist roviny, a to thel,
jehoZ vrcholem je pruse¢ik hrani¢nich pfimek. JestliZe
tfeti polorovina mad hrani¢ni pfimku, kterd neprotini
obé ramena hlu vytvofeného prinikem dvou polorovin,
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pak primik viech t¥i polorovin je bud prizdnd mnoZina
nebo mnoZina obsahujici jen jeden bod (vrchol thlu) nebo
mnozina viech bodi na jednom rameni i s vrcholem thlu;
sami si nacrtnéte piiklady tu:kovych t¥i polorovin. Pro-
tind-li hrani¢ni pfimka tfeti poloroviny obé€ ramena daného
Ghlu, ktery vznikl jako prunik dvou polorovin, pak pri-
nikem tfi takovych polorovin je bud trojuhelnik, tj.
omezena Cist roviny ohranifend tfemi useCkami, nebo
neomezend Cdst roviny, kterd je ohraniena dvéma polo-
pfimkami a jednou useckou. Sami si jiz dovedete pro-
myslit a naértnout ruzné piiklady priniku nékolika
danych polorovin. Ty body, které jsou krajnimi body
usecek nebo polopfimek ohranicujicich geometricky utvar,
vznikly prinikem né&kolika polorovin, budeme v dalSim
textu nazyvat vrcholy tohoto utvaru, af jde o dtvar ome-
zeny nebo neomezeny.

V zavéru kap. 4. jste se sezndmili s pojmem konvexni
geometricky utvar a s poznatkem, Ze prinik konvexnich
utvarli je téZ konvexni Wtvar. PonévadZ polorovina je
utvar konvexni, jsou vSechny utvary vzniklé prinikem
n&kolika polorovin konvexni. Pfitom vrcholy téchto
utvart maji zvlaStni postaveni mezi ostatnimi body
dtvari, které jsou prunikem nékolika polorovin, a to tim,
%e kterykoli z nich mulZete z Wtvaru vyjmout, pfiCemz
utvar zustane konvexni. Vynétim vnitiniho bodu hrani¢ni
useCky nebo polopfimky porusi se konvexita Wtvaru.
Zustala by vSak zachovéana, kdybychom z tutvaru vynali
viechny body nékteré hrani¢ni useCky nebo polopfimky.

Nakonec rozhodneme jeSté€ otézku, zda Ize vrcholy kon-
vexniho tutvaru, ktery 1e prumkem nékolika polorovin
danych nerovnostmi, urcit poletni cestou. Uvaime, Ze
vrcholem takového konvexniho tdtvaru miiZze byt jen
takovy bod, v némZ se protinaji aspoii dvé hranicni
piimky danych polorovin. Ty dovedeme urlit tak, jak
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jsme to ukdzali v pfikladech 1, 2, 3 tohoto ¢linku. Obecné
pti n danych polorovinich existuje neivﬁe—; nn—1)

takovych bodi, které pfichdzeji v twvahu jako hledané
vrcholy. Musime z nich vybrat viak jen ty, které lezi ve
viech polorovinich, tj. vyhovuji vSem danym nerov-
nostem. Body, které jsou pruseCiky hranic¢nich pfimek
polorovin z pfikladu 5, byly nalezeny jiz v pfikladu 3.
Prvnim z nich je bod [0; 0], ktery vyhovuje vSem danym
nerovnostem s vyjimkou tfeti; neni tedy hledanym vr-
cholem. Bod [2;0] vyhovuje viem danym nerovnostem
a patfi tedy k hledanym vrcholim. Takovou pocetni
cestou urlime mezi 10 body, nalezenymi v pfikladu 3,
viechny vrcholy konvexniho pétithelnika PACBQ bez
pomocnych nicrtl.

Cviceni

7.1 Dokafte, %e na ka?dé z danjch primek
a) x)2+y=0, b) x—y}3+1=0
lezi pravé jeden miiZovy bod roviny.
7.2 Jsou dany Ctyfi linearni rovmice o 2 neznimych
5x+ 3y— 8=0, 2x— 4y—11=0,
4x+ 18y +17=0, x+1ly+14=0.

Sestavte tabulku feSeni vSech dvojic rovnic vybranych
z danych &tyf rovnic a z vysledku vyvodte zavér o vlast-
nostech dané soustavy rovnic i pfimek jim odpovidajicich.

7.3 Z danych péti rovnic vyberte co nejvétsi pocet
takovych rovnic, které tvofi feSitelnou soustavu. Dané
rovnice:
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x4+2y— 4=0, x—y— 1
4x— y+11=0, 2x—y—1
x+5y—13=0.

7.4 Na grafu dané pfimky vyhledejte n&€kolik mfiZo-
vych bodt roviny a urlete pak pocetni vyrazy, které
parametricky uddvaji celoliselnd FeSeni dané rovnice:
a) 5x—3y—2=0, b) 4x+3y—8=0.

7.5 Jsou-li [x,v,], [*3y.] dva mfiZové body na
pfimce p, pak [x,y] je rovnéZ mfiZovy bod roviny na
pfimce p, jestlize pro néj plati '
x=1u + (% — %) 1 y=nt+0:—y)t
kde t je libovolné celé &islo. Jsou-li [x;, ], [x2s 2] dva
sousedni mfiZové body roviny na pfimce p, pak uvedené
vzorce zahrnuji viechny mfiZové body roviny na pfimce
p. Dokazte.

7.6 Poletné urCete vrcholy geometrického tvaru,
pro jehoZ body [x,y] plati tyto nerovnosti:

—2=0, x4+ y—7=0,
—3x4+2y—4=0, x—4y—2=0.

Po vypoltu provedte kontrolu s uZitim ni&rtu.

7.7 Reste ptedchazejici tlohu s tou obménou, Ze prvni
nerovnost nahradite nerovmnosti y — 2 = 0.

7.8 Které geometrické utvary v rovin€ jsou popsiny
nerovnostmi: a) |x|] <5, b) |y| <3, ¢) |x|> 5,

d) Iy[>3, e [ <5, [|y|>3, ) [x|=5, y=3
g 3<|xl <5 1<y <2

7.9 Naclrtnéte obrazy geometrickych ttvard, jejichZ
body [x,y] vyhovuji nerovmostem: a) |x— 3| <2,
b) |ly+2/<1, ¢ |x—3<2 |[y+2/<],

d x4+ <2 x—y <2

710 Je-li [x,,y,] dany bod v roviné a ¢ libovolné
kladné ¢islo, pak mnoZina viech bodu, které vyhovujf
podmince
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8) |x—x]<e ly—y' < e se nazyvd Ctv
(kvadrat.ické) okoli bodu [xll,lyll, ereove

b) V& —x)2+(»—3) <e se nazjvd kruhové
(eyKlické) ofoll bod [x, 7). Zdivodn&te tyto ndzvy
mnozin.
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