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5. ZAKLADNI VETY
O NEROVNOSTECH

V matematice uZfvime velmi &asto vztah®, oznadova-
nych zhalkami =, #, <, >, =, =. Je uZitetné pfehledn&
pfipomenout vlastnosti téchto vztahii a jejich vzijemnou
souvislost. Pismena budou oznacovat redlna {isla. Vztah
rovnosti (=) ma4 tyto vlastnosti: Plati vZdy a=a. Soucasné
plati a =b, b = a. Z platnosti a = b, b = ¢ plyne a = .
Vztah nerovnosti (#) Cili rGznosti méd tyto vlastnosti:
Nikdy neplati @ + a. Soucasné plati @ = b, b # a. Z plat-
nosti @ = b, b # ¢ nelze soudit o vztahu g, ¢. Ze vztahi
= a » mezi dvéma Cisly plati pravé jeden. JestliZe tedy
jeden z t&hto vztahl popirdme, musime uznat platnost
druhého. Vztah a = b souvisi s nasledujicimi vztahy tak,
Ze pfi jeho platnosti musi platit jeden ze vztahli @ < b
nebo b > a.

Spoleénym nizvem nerovnosti (v uZ$im smyslu tohoto
nizvu) oznacujeme ty vztahy, které v matematice zapisu-
jeme znackami <, >, =, =.. Vztahy zapsané znaky <, >
se Casto nazyvaji nerovnosti ostré, vztahy zapsané znaky
<, = nerovnosti neostré, Vztahy ¢<b, b>a, o nichZ
fikdme, Ze jsou navzijem obricené (konverzni), soucasné
plati nebo soucasné neplati. Také nerovnosti a<b, b=a
jsou navzijem obricené. Dvojice nerovnosti a<b, a=b
a také dvojice a>b, a=b maji tu vlastnost, Ze z kazdé
dvojice plati pravé jedna nerovnost. ¢ popieni (negace)
platnosti kterékoli z téchto nerovnosti vyplyvd platnost
druhé nerovnosti v téZe dvojici. Rikdme téZ, %e nerovnosti
v téhto dvojicich jsou navzijem protikladné (kontra-
diktorické).
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Nyni uvedeme n&kolik definic:

1. Plati-li a>0, tikdme, Ze &islo a je kladné, plati-li a <0,
Fikdme, Ze Cislo a je zdporné. 2. Jsou-li dvé Cisla obé& kladna
nebo obé& ziporn4, fikdme, Ze jsou souhlasné. Je-li ze dvou
Cisel jedno kladné a jedno zédporné, fikime, Ze jsou nesou-
hlasna. 3. Souhlasné nerovnosti jsou takové, v jejichZ
zdpisu je stejnd znaCka nerovnosti. 4. Zdpis soustavy ne-
rovnosti a <b, b<c providime strucnéji a <b<c a takto
zapsanou soustavu nerovnosti nazyvdme postupnd nerov-
nost a Cisla a, b, ¢ jeji Cleny.

Ostré a neostré nerovnosti maji tyto vlastnosti:
N Nikdy neplati a <a ani a>a.
P Vidy plati a=<a a také a=a.
R Ze soufasné platnosti a<b, a=b plyne a = b.
S,  Plati-li a<b, pak plati té% a<b.
S, Plati-li a>b, pak plati téZ a=5b.

Nyni uvedeme nejduleZitéj§i véty o nerovnostech mezi

realnymi &isly a, b, c.

T, Plati privé jeden ze vztahi a <b nebo a = b nebo
a>b.

T, a) Je-li a<b, b<c, pak plati a<c.

b) Je-li a> b, b> ¢, pak plati a>c.
Plati obdobné téZ pro nerovnosti neostré.

Ty  Nerovnost mezi Cisly zlistane v platnosti, jestliZe
na obou jejich strandch totéz &islo pficteme.

T, Nerovnost mezi Cisly zlistane v platnosti, jestlize
Cisla na obou jejich stranich tymZ kladnym &islem
znasobime,

Ty,  Znisobime-li &isla na obou stranich nerovnosti
tymZ Cislem zipornym, pak plati mezi nimi ne-
rovnost obricend,

T, Soudin dvou ¢&isel souhlasnych je kladny, nesou-
hlasnych ziporny.
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T, VZdy plati a? = 0; je-li a + 0, pak a% > 0.

T, Kazdé &islo a # 0 je souhlasné s Cislem k nému
pievricenym.

T, Souhlasné nerovnosti je dovoleno scitat.

Pro nerovnosti mezi kladnymi &isly plati jesté tyto dalsi

véty: ’

K, Souhlasné nerovnosti mezi kladnymi ¢isly je do-
voleno spolu znasobit.

K, Nerovnost mezi kladnymi ¢isly je dovoleno umoc-
nit nebo odmocnit.

K, Plati-li mezi dvéma kladnymi Cisly nerovnost, pak
mezi Cisly k nim pfevracenymi plati nerovnost obra-
cend.

K, Pro kladné ¢islo ¢ apro pfirozena &isla m < n plati:
a)je-lia< 1, pak a= >a";
b)je-lia=1,paka" =a* =1;

c) je-li a> 1, pak a” <a".

Pro absolutni hodnoty realnych Cisel plati:
A, Ia—a,je-ha_>_0 la = —a,je-ia=0.
s —ldzZa=|d.
A, a<e, kde e>02namenatotez;ako—e<a<e
A, lal=|6]] =fe + b =|a] + [b].

Vsechny véty uvedené v tomto pfehledu nejsou na sobé
nezdvislé. Da se dokonce ukazat, Ze uZitim vét T,, T,, T,
T, bylo by moZno dokazat vSechny dalsi véty v tomto pfe-
hledu za nimi uvedené. Z toho je ziejmd velka dilezitost
vét T, —T,, které byste si méli pfedev§im dobie zapama-
tovat. Budete-li v8ak zn4t i véty za nimi nasledujici, urych-
lite tim svou préci pfi feSeni mnohych tloh.

P#iklad 1. Na ukidzku toho, jak se dokazuji véty vyse
uvedené, dokdzeme vétu T za pfedpokladu spravnosti vét
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T, az T,. Vétu T, dokiZeme nejprve pro nerovnost g <b.
Zaporné &islo, jimZ chceme nerovnost zndsobit, ozna¢ime
¢; plati tedy ¢ <0. Jestlize k &islim na obou stranich této
nerovnosti pficteme — ¢ podle véty T,, dostaneme 0< —c¢
¢ili pfechodem k obricené nerovnosti — ¢> 0, coZ zname-
nd, Ze ¢islo — ¢ je Cislo kladné. JestliZe timto Cislem zndso-
bime nerovnost a<b, coz je dovoleno podle véty T,, do-
staneme — ca <<— cb. JestliZe na obou stranich této ne-
rovnosti pfi¢teme dCislo ca + cb, dostaneme bc <<ac. Pte-
chodem k zapisu s obracenou nerovnosti dostaneme ac> bc.
Tim je dokdzana jiz podstatna ¢ast nasi poucky T;. Je nyni
potiebi dokdzat vétu o nisobeni nerovnosti a>b Cislem
¢<<0. To je snadné, a to tieba tak, Ze uZijeme obdobného
postupu jako v pfipadé piedchizejicim. Je vSak moZno
také nerovnost a> b pfepsat na tvar b <a a provést ndso-
beni této nerovnosti kladnym cislem — ¢> 0 a postupovat
dale stejné jako v pfipadé piedchozim. Zjistime pfitom, Ze
posledni krok nebude nutné provadét jiz tak jako v pfipadé
pfedchozim. Tim je jiz véta dokdzdna pro obé ostré ne-
rovnosti. PonévadZ v8ak rovnost a = b smime ndsobit
Cistem ¢, at je jakékoli, vede nds toto zjiSténi k tomu, Ze
véta T; plati i pro nerovnosti neostré.

Piiklad 2, Mime dokézat, Ze pro kladna Cisla a, b plati

nerovnost a + é = 2.
b ' a

Jestlize danou nerovnost zndsobime ¢islem ab >0, do-
staneme @? |+ b*=2ab. (5.1
Po pfevedeni ¢isla 2ab na levou stranu a po jednoduché
upravé dostaneme (¢ — b)®2 = 0. Nerovnost plati tehdy
a jen tehdy, plati-li (@ — 5)? = 0. Tento vztah viak platd
podle T, . Dtkaz je proveden.

Jestlize z dané nerovnosti dostaneme upravou druhou
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nerovnost takovou, e ob& nerovnosti sou¢asné plati nebo
souCasné neplati pfi jakémkoli dosazeni urcitych &isel do
pocetnich vyrazd, z nichZ se nerovnosti skladaji, pak takové
nerovnosti nazyvime ekvivalentni a pfislufnou upravu
ckvivalentni tdpravou. Dikaz platnosti dané nerovnosti
muZeme proto provadét tak, Ze ji ekvivalentnimi Gpravami
ptevedeme na nerovnost, jejfZ platnost je jiz dokdzina.

Pfiklad 3. Mdme dokézat, Ze pro libovolna redlna ¢isla
a, b, ¢ plati nerovnost a® + b% + ¢ = ab + ac + be.

1) Znisobime-li danou nerovnost ¢islem 2 a viechny
¢leny pfevedeme na levou stranu, pak vyraz na levé strang
upravime tak, %e dostaneme (a — b2 4+ (b — ¢)* + (¢ —
— a)? = 0. Tento vztah vSak plati, nebot podle T, je
¢tverec kazdého dvojclenu na levé strané nezaporny a pro-
to je nezdporny i jejich soucet. Pon€vadZ jsme od ptvodni
nerovnosti k nerovnosti (¢ — b)* + (b — ¢)®> + (¢ — a)*2
20 dospéli ekvivalentnimi Upravami, je diikaz proveden.

2) Ma-li n€kdo v paméti vztah (5.1), pak ho snad na-
padne, aby k nému pfripsal dalsi nerovnosti z n¢ho plynou-
ci ziménou pismen, tj. &% + ¢ = 2bc, ¢ + a? = 2ac;
viechny plati pro libovolnid redlna Cisla. Sefteme-li tyto
nerovnosti podle véty T,, pak po zkriceni Cislem 2 dosta-
neme hned nerovnost, kterou jsme méli dokdzat.

P#iklad 4. Pro libovolna reilnd ¢isla a, b, ¢ plati ne-
rovnost a + b = |/2 (a® + b%). Dokaite.

Podle znéni dané ulohy muZe byt na levé strané dané
nerovnosti i ¢islo ziporné a danou nerovnost nelze umoc-
nit, nebot umocnovani je podle véty K, ekvivalentni upra-
vou jen pro nerovnosti mezi kladnymi Cisly. Rozpomene-
me-li se viak na vétu A,, pak podle nerovnosti, kterou
pfedstavuje druhy a tfeti clen postupné nerovnosti A,, mu-
Zeme psita + b = |a 4 b|. Kdybychom k ni pripsali dalsf
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nerovnost |a + b < |/ 2 (a® + %), pak by z této dvojice
nerovnosti plynula podle véty T, nerovnost, kterou mame
dokézat, oviem za pfedpokladu, Ze nerovnost |@ + &| =
= /2 (a* + #?) plati. Diikaz jeji platnosti je vsak nyni
snadny, kdyZ ji jako nerovnost mezi nezdpornymi Cisly
miZeme umocnit a dalSimi ekvivalentnimi tipravami uvést
na tvar (@ — b)? = 0. Provedte podrobné sami.

Cviteni
5.1 Jsou-li a, b libovolnd kladna Cisla takovd, Ze a > b,
plati tato tvrzeni: a) zlomek %se zmensi, kdyZ jeho Citatele
i jmenovatele zvétSime o stejné kladné &islo; b) zlomek
% se zvét§i, kdyZ jeho Citatele 1 jmenovatele zvétSime o stejné
kladné Cislo. DokaZte.

5.2 Do tfidy, do niZ chodi chlapci i dévcata, pfistoupil
stejny pocet chlapctii dévcat. Co lze usoudit o vztahu mezi
puvodnim poctem chlapct i dévcat, vi-li se, Ze po pfistou-
peni novych Zaki a Zakyi puvodni polet 9, chlapct a) se
zvysil, b) se nezménil, c) klesl,

5.3 DokaZte, Ze geometricky pramér dvou nezépornjch

Cisel se nejvys rovnd jejich aritmetickému pruméru Kdy
nastane rovnost ?

5.4 DokaZte, e pro kladn4 &isla a, b plati:
@a+l;%
a

D@+BG+p =4
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5.5 DokaZte, Ze pro reilnd Cisla a takovd, Ze la| < 1,
plati:

a) =2 2 1+ a
1
)y +a
Kdy nastane rovnost?
5.6 Jsou-li g, b velikosti odvésen a ¢ velikost pfepony
pravouhlého trojihelnika, pak o nich plati: a) a + & =

=1l—a.

— 2
=cl/2,b)ec> "3 (@ + b). DokaZte tato tvrzeni.

5.7 DokaZte, Ze pro libovolni realnd Cisla a plati ne-
rovnost
a1
at+1~=2
5.8 DokaZte, Ze pro libovolnd kladni &isla a, b, ¢ plati
nerovnosti

D@t+b+o(iri+l)zo,

1 1 1 9
a+b+b —l—c_‘_c—l—ag 2@+ b+o

Rozhodnéte téZ, kdy plati rovnost.

b)

28



		webmaster@dml.cz
	2016-06-29T16:36:22+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




