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2. NEKTERE POZNATKY
Z ANALYTICKE
GEOMETRIE

(analyticky popis polorovin)

Ze $koly je vim zndmo, jak lze v roving, v ni% byla zvo-
lena pravodhld soufadnicovd soustava, pfifadit viem
bodim [x, y] dané piimky p linedrni rovnici, kterd méi
obecny tvar ax + by + ¢ = 0. V tomto ¢lanku vim chceme
ukdzat, jak lze v takové roviné pfifadit vSiem bodim [x, y]
poloroviny vytaté pfimkou p linedrni nerovnost ax + by +
-+ ¢ = 0 nebo nerovnost obracenou, tj. ax -} by 4+ ¢ =
= 0, a vSem vnitinim bodim téchto polorovin nerov-
nost ax + by + ¢ > 0 nebo nerovmost obricenou, tj.
ax + by + ¢ < 0. Dfive nez tak ulinime, pfipomene-
me vam nékteré zdkladni pojmy z geometrie a pak se
umluvime na uZivini nékterych ndzvu a znalek, jimZ se
umozZni strucnost v naSich pozdéjsich vykladech.

Je-li ddna pfimka p a mimo m leZici bod A, jest jimi
urlena rovina pA4. Piimka p rozdéiuje body této roviny
na tfi Casti:

I. Vsechny takové body X roviny pA, pro které plati,
Ze usetka AX nemd Z4ddny bod spoleény s pfimkou p;
nevylucujeme X = A.
I1. Vsechny body pfimky p.

III. VSechny takové body X roviny pA, pro které plati,
%e GseCka AX ma vnitfni bod spolecny s pfimkou p.

Souhrn viech bodu, které lezi v Casti I. a II, na-
zveme polorovinou, urenou pfimkou p a bodem A4,
a oznadime ji p (p, A). Souhrn viech bodul, které lezi
v Casti II. nebo III. nazveme polorovinou opacnou k
¢ (p, A). Polorovina o (p, A) a polorovina k ni opand maiji
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spolené body pfimky p, kterou nazyvime hraniéni
piimkou obou polorovin. Body &sti I. nazveme vnitfnimi
body o (p, A) abody &asti III. vnitfnimi body poloroviny
opacné k o (p, A).

V roviné, v niZ byla zvolena kartézskd pravoihld soufad-
nicovd soustava, miZeme si oznaCovini obou polorovin
vytatych pfimkou p je§t€ vice zjednodusit. Za pfedpo-
kladu, Ze soufadnicové soustava s po¢itkem O a jednotko-
vymi body ¥, na prvni soufadnicové ose?) a ¥, na druhé by-
la zvolena tak, Ze osa x je vodorovnd, osa y svisld, bod ¥,
leZi vpravo od bodu O a bod ¥, nad bodem O, miZeme
rozliSeni polorovin vytatych pfimkou p charakterizovat
zhruba takto: a) Je-li prunka p ruznobéinia s osou y,
pak dolni polorovinu oznacime g (p) a horni p (p). b) Je-l
pfimka p rovnobéZna s osou y, oznacime levou polorovmu
¢ (p) a pravou { (p). Pro prakiickou potfebu FeSeni tloh
v této kniZce by snad stacila tato umluva, kterd se odvoldva
na smyslovy nazor pfi volbé zvliStni soufadnicové sou-
stavy. UkaZeme vSak, Ze¢ miZeme zavést ozmaCeni ¢ (p)
a ¢ (p) bez odvolini na nizor takto:

1. Prochdzi-li pfimka p, pofitkem a je rizna od osy y,
pak oznacime o (p,) polorovinu ¢ (p,, J) a o(p,) polo-
rovinu opacnou. JestliZe posuneme pfimku p, tak, aby
se dostala do polohy p || p, a protinala osu y v bodé¢ Q,
pak oznalime p (p) a o (p) ty poloroviny, které dostaneme
posunutim o (p,) a 2 (p,), pfi némZ politek O piejde
do bodu Q.

2. Jestlie p, splyvd s osou y, pak ozmalime p (p,)
polorovinu ¢ (p,, #,) a ¢ (p.) polorovinu opacnou. JestliZe
posuneme pfimku p, tak, aby se dostala do polohy p || p,
a protinala osu x v bod® P, pak oznalime ¢ (p) a ¢ (p)
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ty poloroviny, které dostaneme posunutim g (p,) a ¢ (p,),
pH némzZ politek O piejde do bodu P.

Necht je déna pfimka p riiznobéZna s osou y rovnici ve
smérnicovém tvaru y = kx 4+ ¢. Zvolme nyni libovoln&
mimo piimku p leZici bod M = [x,y], tj. vnitfni bod
z ¢ (p) nebo 5 (p). (Ud€lejte si nacrtek.) Bod P pfimky p,
ktery mi s bodem M stejnou soufadnici x, je bod [x,
kx + ¢]. Pro soufadnici y bodu M vsak plati:
y> kx + g, je-li M vnitfnim bodem poloroviny g (p) 0
y <kx + g, je-li M vnitinim bodem poloroviny ¢ (p) 0.
PonévadZ k polorovinam p (p) i ¢ (p) pocitime téZ body
hrani¢ni pfimky y = kx 4+ ¢, dostavime pro body obou
polorovin tyto nerovnosti:

y = kx + q pro body z poloroviny ¢ (),

Y = kx 4 g pro body z poloroviny ¢ (p).
Zndsobime-li druhou z téchto nerovmosti islem — 1
a v obou nerovnostech pievedeme viechny Cleny na levou
stranu nerovnosti, dostaneme

— kx 4+ y — ¢ = 0 pro body z poloroviny ¢ (p),3

kx —y + ¢ = 0 pro body z poloroviny o (p).
Jsou to nerovnosti souhlasného druhu (=) a jejich platnost
pro ob& poloroviny se snadno mnemotechnicky zapa-
matuje: je-li koeficient pfi y rovny cislu + 1, jde o polo-
rovinu p (p) (homni), je-li — 1, jde o polorovinu ¢ (p)
(dolni). Na tento tvar v§ak pfevedeme kaZdou nerovnost
tvaru

ax +by+c=0, 2.1
jestlize celou nerovnost délime kladnym Cislem |b). Podil

% = + 1 podle toho, je-li &> 0 nebo 4 < 0. Déleni

viak neni nutno provadét, nebot stafi, kdyz urlime
znameni Cisla b.

Je-li p pfimka jdouci bodem [r; 0] rovnob&Zni s o-
sou y, snadno zjistime, Ze plati x = r pro body z ¢ (p)
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ax=r¢dli—x = —r pro body z ¢ (p). Na tento tvar
miZeme vSak snadno pfevést nerovnost ax + ¢ = 0,
jestlize absolutni ¢len ¢ pfevedeme na pravou stranu
a pak celou nerovnost délime kladnym (islem |aj.

Shrnutim téchto vysledki miZeme stanovit pravidlo pro
urleni polorovin popsanych nerovmosti tvaru (2.1) takto:

1. Je-li b = 0, pak pfi b < 0 plati nerovnost pro body
zg(p)apﬁb> 0 pro bodyz@(p).

2. Je-li b = 0, pak pfi ¢ < 0 plati nerovnost pro body
z g(p) a pfi a> 0 pro body z o (p).

Bylo by oviem moZné odvodit i jind pravidla pro rozho-
dovani o tom, pro kterou polorovinu nerovnost (2.1) plati.
Nebudeme je oviem odvozovat, ponévadZ pro feSeni dloh
v dalSich ¢lincich této kniZky obsaZenych vystalime
s timto pravidlem. Dobfe si vSak zapamatujeme, Ze
hrani¢ni pfimkou poloroviny, pro kterou plati nerovnost
(2.1), je pfimka o rovnmici ax + by + ¢ =0, a Ze pro
voitini body pfisluinych polorovin dostaneme platnou
nerovnost, kdyZ neostrou nerovnost napf. se znaménkem =
zménime na ostrou nerovnost se znaménkem > .

P#iklad 1. Rozhodnéte, pro které body plati nerovnost
3x+2y—15 <0 a také o tom, zda plati pro body
A=1[0;0], B=[4;1], C=[2;6], D=[—1;9].

Tato nerovnost plati pro vnitfni body poloroviny vytaté
pfimkou r, kterd ma rovnici 3 x + 2y — 15 = 0. Aby-
chom danou nerovnost pfevedli na nerovnost se znamén-
kem >, znisobime ji Cislem — 1 a podle ziporného
koeficientu pfi y v nerovmosti —3x —2y+4 15> 0
rozhodneme, Ze jde o dolni polorovinu ¢ (r). Dosadime-li
tfebas do puvodni nerovnosti soufadnice bodu 4, ob-
drzime — 15 < 0; je tedy bod A vnitfnim bodem polo-
roviny g (r). Podobné to zjistime i o bodu B. Pfi dosazeni
soufadnic bodu C do_plvodni nerovmosti dostaneme
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3 <0, coz neplati; bod C lezi v g (r). Dosadime-li do
puvodni nerovnosti soufadnice bodu D, dostaneme
0 <0, coz neplati. Bod D neni vnitinim bodem g (r),
lezi vSak zfejmé na hraniéni pfimce r, jejiz rovnici vy-
hovuje.

P#iklad 2. Rozhodn&te, zda pfimka s dand rovnici
x — 2y -+ 4 = 0 protind strany trojtihelnika o vrcholech
A=[—3;1], B=[4;—1]), C=[2;3). Po dosazeni
soufadnic vrcholi A4, B, C daného trojihelnika ABC
do levé strany rovnice pfimky s dostaneme vysledky — 1,
10, 0. Bod C leZi tedy na pfimce s, kterd protind stranu
AB daného trojuhelnika ABC, ponévad? body A4, B
lezi v opacnych polorovinich vytatych pfimkou s.

Piiklad 3. Najdéte nerovnost, kterd plati pro polo-
rovinu ¢ (p, M), je-li hranini pfimka p urCena body
[0'1], [5'5], a bod M = [9;8]). Ze znimého vzorce

_ Y2 s — 5_1 fl,-
k= xz_ . najdeme k& = 5—0—% 2 dosazenim

soufadnic bodu M do rovnice y = —:.i x 4+ ¢q vypolteme

q Po 1ipravé ma rovnice pfimky p tvar4x — 5y + 5=
= 0. Dosadime-li do levé strany této rovnice
soufadnice bodu M, dostaneme jako hodnotu vy-
razu 4x—5y+5 &Gslo 1. Pro bod M plat tedy
nerovnost 4x — 5y + 5> 0. Podle znimého pravidla
miZeme urit o (p) = o (p, M). Lezi tedy bod M pod
piimkou p.

Uvédomte si, Ze jsme zjiStovali nékteré vztahy mezi
geometrickymi prvky jen pocetnimi metodami. Pfi studiu
téchto piikladi i pfi feSeni tiloh v nisledujicich cvidenich
rysujte piisludné obrazce, abyste se pfesvéddili o vyznamu
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pocetnich metod pro geometrii, kterd jindy vydatné po-
mdhd vypoctafské technmice. Poloroviny, pro které plati
dané nebo nalezené nerovmosti, si vyzmalte néjakou
znackou nebo Srafovanim.

Tento ¢ldnek zakonlime tim, Ze bez dukazu uvedeme
vzorec pro vypocet vzdalenosti v dan¢ho bodu [xg, y,] od
pfimky dané rovnici ax + &y + ¢ = 0. Plati pro ni

[axg + byy + ¢|
= yare
P¥iklad 4. Vypoctéte vzdilenosti v,, v, boda M, = [1; 0],
M, = [—5; —4] od ptimky p dané rovnici
12x — 5y + 14 = 0.

Snadno provedeme vypodet

|12.1 - 5.0 + 14| | 26]
U=V e 13 2
v=|12(—5)—5(—4)+14|_|—26|
: Viz+ (-] 1B %

Oba body M,, M, maji od pfimky p stejnou vzdailenost
v, = v, = 2. Pfitom snadno téZ zjistime, Ze body M,, M,
leZi v opacnych polorovinich vytatych ptimkou p.

Cviceni

2.1 Rozhodnéte, zda body A4 = [2;4], B = [6;2],
C = [8; 3] leZi v poloroviné dané nerovnosti
a)x—2y—2=0,

b) 3x+2y—21=0,
c x=17
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2.2 Rozhodnéte pocetné, zda trojihelnik o vrcholech
A=[—2;—1], B=[4;2], C=[2;3] mé spolecné
body s pfimkou, kterd je ddna rovnicia) 3x—4y + 4 =0,
b) x+y=0,¢) 2x—y—6=0.

2.3 Narysujte hraniéni primky polorovin, které jsou
dény nerovmostmi 3x+y=0, x—y =0, y=3 a
Srafovanim vyznacte ¢ast roviny, v niZ lezi body spolecné
viem danym polorovindm.

24 S pouZitim nilrtu charakterizujte body, které
vyhovuji souasné tfem danym ostrym nerovnostem
x+y>0, x—y <0, x—3y+8=>0.
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