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2. DALST VLASTNOSTI FUNKCI
o

Je vhodné zavést nejdiive oznaceni pro nékteré mnoZiny,
se kterymi budeme Casto pracovat.

Jsou-li @, b dvé ¢isla, a < b, pak mnoZinu Cisel x, pro n&Z
soutasné plati nerovnosti ¢ = x,x = b (struné piSeme
fasto ¢ < x < b), nazyvame uzavieny interval a oznaluje-
me ji symbolem <a,b)>. MnoZina Cisel, pro n&Z plati
obdobné ostré nerovmosti (tj. a << x < b), je otevFeny in-
terval, ktery oznaCujeme (a, b). Podobné definujeme i dalsi
typy intervald, jak je ukazino v tabulce na str. 11.

Viimnéte si zejména intervald neomezenych a rozmys-
lete si jejich geometrické znazornéni na Ciselné ose! Napt.
interval <3, ) je znazornén polopfimkou s pocitetnim
bodem 3, na niZ jsou znizornéna Cisla vétSi nez 3. Také
dislo 3 patfi do tohoto intervalu.

Casto hovofime o omitFnich bodech intervalu. Jsou to
viechna Cisla z daného intervalu s vyjimkou Cisel a a b, tzv.
»krajnich bodi*. V pfipad¢ omezeného intervalu jsou tedy
jeho vnitfni body préavé vSechna Cisla z otevieného inter-
valu (a, b). Podobn¢ v pfipad¢ neomezeného intervalu jsou
vnitini body intervalu pravé viechna cisla tohoto intervalu
s vyjimkou ,,krajniho bodu” a.

Jisté jste si povSimli, Ze Casto hovofime o Cislech jako
o bodech. K tomu nds vede geometrické zndzornéni ¢isel
jako bodi na Ciselné ose. Tento zpusob vyjidfeni je v ma-
tematice b&Zny a je tfeba si na néj zvyknout.

Obratme se nyni jiz k pojmum, tykajicim se pfimo
funkci. Ze Skoly zndme funkci y = log x, definovanou pro
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MnoZina &sel x,
pro néz plati Nizev Oznaceni
nerovnosti
asx=sb uzavieny interval g <a, by
. ]
a<x<b otevieny interval 8 (a, )
asx<b 2 | <ab)
polouzavieny interval | 3
a<x=b J'< (a, b>
x=a (—eoya)
uzavieny interval B
a=x g {a, =)
o
N
x<a (5 (—e,a)
otevieny interval B
a<x a8 (a, )
)
mno¥ina redlnych&isel| = | (—eo, o)

vSechna kladn4 Cisla x. Jeji graf je kfivka, nakreslend na
obr. 3. Jdeme-li po této kfivce zleva doprava (tj. ve sméru
kladné poloosy x), vidime, Ze kfivka stoupa. Je to zpiiso-
beno tim, Ze funk¢ni hodnoty logaritmické funkce rostou,
coZ muZeme matematicky fici takto: ZvétSime-li Cislo x,
zveétsi se i logaritmus; nebo pfesné&ji: Je-li 0 < x; < x5, je
log %, < log x,.

Tuto nizornou vlastnost funkci budeme nyni definovat
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obecné. UvaZujme né&jaky interval I (lhostejno jakého typu)
a funkci f.

Necht x,, x, jsou libovolnd dvé Cisla z intervalu I, pro nés
je %y < x,. Plati-li nerovnost f(x;) <f(x,), Fthdme, Ze
Junkce f je rostouci v intervalu 1. Plati-li za stejnych pted-
pokladi: nerovnost f (x;) > f (x,), nazyvdme funkci f klesajict
v intervalu I.

Obr. 3.

P¥iklad 3. V pfikladu 2 jsme se snaZili nakreslit graf
funkce g (x) =—1— DokéZeme nyni, Ze tato funkce je

Kklesajici v mtervalu (— o, ‘}) a také v intervalu (3, o).

UvaZujme nejdfive prvni interval. Jsou-li x,, Xy ¢isla
z intervalu (— =, %), plati x; < 4, x, < 4. Necht zaroveii
plati x, < x,. Z této ncrovnosti plyne, Ze 2x, — 1 < 2x, —
—.1, pfi CemZ vyrazy na obou stranich nerovmosti jsou
disla téhoz znaménka (zipornd). Pro pfevricené hodnoty
plati tedy obricena nerovnost

1 1
2% — 1~ 2% — 1
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&li g (%) > g (x). Tim jsme dokézali, Ze funkce g(x) =
= 2x 1_ l ie klesaiid v intervalu (_ o0, %)- PI'O interval
(3, =) je ditkaz obdobny.

Nyni jiZ vidime, Ze graf funkce g, jak je na obr. 2, neni
spravny, nebot pfibliné v intervalech (0, }), (3, 1) na-
kreslena kfivka stoupd, zatimco podle naSeho vysledku ma
kiesat.

Dalsi polmy, souvisejici dosti vizce s pojmy privé zave-
denymi, jsou pojmy maxima a minima funkce.

Maximum (minimum) funkce f v intervalu [ je nejvétsi
(nejmensi) hodnota, jiZ funkce v intervalu I nabyva. -

Matematicky miZeme nasi definici formulovat takto:

islo m nazyvdme maximem (minimem) funkce f v inter-

valu 1, jestlize plati:

1. Existuje Cislo x, z intervalu I tak, Ze f (x,) = m.

2. Pro hbovolné Cislo x =z intervalu I plati f (x) = m

(f (x) = m).

Pfiklad 4. Stanovime maximum funkce A(x) =

= 2 sin x — cos 2x v intervalu (— =, o). ProtoZe
cos 2x = cos® x — sin? x, plati pro libovolné x
h(x) =2sinx — cos 2x = 2sinx — cos®x 4 sin>x =
= 2sin?x + 2sinx — 1.
Protoze pro kaZdé x platf [sinx| = 1, je také sin®x < 1
atedy i h(x) = 2.1+ 2. 1 — 1 = 3. Ptitom funkce 4
skutecné nabyva hodnoty 3, napf. pro x, = 90°. Je tedy
&islo 3 maximem funkce £ v intervalu (— o, o).

Viimnéte si, Ze téZe hodnoty 3 nabyva funkce 4 pro ne-
konelné mnoho hodnot proménné, totiZ pro x; = 90° 4
+ k. 360°, kde % je libovolné celé &islo. To vSak neodpo-
ruje deﬁmc1 maxima.
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Nyni dokdZeme vétu, kterd je nékdy vyhodna pH stano-
veni maxima & minima funkce v daném intervalu.

M¢éjme dén interval I a jeho vnitini bod ¢. Definujme
dile intervaly I, a I, takto (viz obr. 4):

y

/ i Obr. 4.

I, je mnoZina &isel x z intervalu I, pro ktera plati nerovnost
X =c¢;

I, je mnozina C&isel z intervalu I, pro kterd plati nerovnost
x ¢

(Ptesvédcte se, Ze takto definované mnoZiny I, I, jsou
skuten€ intervaly!) Plati véta:

e-li funkce f, definovand pro vSechna &isla 2 intervalu I,
rostouct v intervalu I, a klesajici v intervalu I,, potom nabyvd
© bodé x = ¢ maxima v intervalu I, rovného cislu f (c).

Dikaz této véty je snadny a plyne piimo z definici.
Maime dokazat, Ze Cislo f (¢) je maximem v intervalu I, tj. Ze
pro ka¥dé x z intervalu I plati f (x) < f(c). Bud tedy x libo-
volné &islo z intervalu I a necht x -« ¢. Potom leZi x bud
v intervalu I; nebo v intervalu I,. LeZi-li x v I, je x <.
ProtoZe funkce f je v I, rostouci, plati podle definice
f(x) <f(c). Lez-li x v I,, je ¢ < x. ProtoZe funkce f je
v I, Klesajici, plat podle definice f (c) > f (x). Je-li x = ¢,
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je f (x) = f (c). Pro libovolné &islo x z intervalu I plati tedy
nerovnost f (x) < f(c) (rovnost nastivd jen pro x = c).
Cislo f (¢) je tedy maximem funkce f v intervalu I. Dikaz
je ukoncen.

Pro minimum plati obdobni véta:

Je-li funkce f, definovand pro viechna lisla z intervalu I,
klesajict v intervalu I, a rostouct v intervalu I,, potom nabyvd
v bodé x = ¢ minima v intervalu I, rooného &islu f (c).

Velmi jednoduchym a pfitom zdvaZnym pojmem je po-
jem ohranifenosti a neohranienosti funkce. Viimn&me si
napf. funkce y = x? 4+ 1. Graf této funkce je parabola,
kter4 leZi v ,,horni‘ poloroving, uréené rovnob&zkou s osou
x ve vzdalenosti jedna (viz obr. 5). Funkéni hodnoty nasi

14

X Obr. 5.

0

funkce jsou’tedy zdola ohraniCeny Cislem jedna: at zvolime
jakékoliv Cislo x, je vidy y = 1. To nas vede k obecné
definici, kterou nyni vyslovime.
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Rfka’me, Ze funkee f je v intervalu I shora (zdola) ohra-
nilend, jestliZe existufe Cislo c tak, e pro katdé x z intervalu I
platl f @ =c(f(x)=c). ]e-lz funkce  f vintervalu I okra-
mcena shora 1 zdola, Ftkdme prosté, Ze je v mtervalu I ohra-
nicend.

Souvislost tohoto pojmu s pfedchozimi ndm ukazuje tato
jednoduch4 véta, jejiz diikaz pfenechdvame Ctenafi:

Md-Ii funkce f v intervalu I maximum (minimum), je
© tomto intervalu shora (zdola) ohraniéend.

Dalsi jednoduchou vétu si zde dokdZeme:

Je-li f funkce, ohraniiend v I, pak existuje islo d tak, Ze
pro katdé x z intervalu I plaii [f (x)| = d.

Dtikaz: Je-li f ohranicend v I, pak existuji podle definice
dve &isla ¢, ¢, tak, Ze prokazdé xz Ije f (x) = ¢, f (%) =
2 ¢,. VEtsi z Cisel ¢, |c,| oznaéme d. (Je-li |¢,| = |ea|, je
také d = [¢,].)

Je-li f (x) = 0, plati postupné

f@ =fx)=e=d;
je-li f (x) < 0, plati obdobné
@ =—~/(0) = —ca s d
Plati tedy v kazdém pripadé If ()] = d, &imz je dikaz
ukonden.

P¥iklad 5. V pfikladu 4 jsme dok4zali, Ze funkce 4 (x) =
= 2 sin x — cos 2x je shora ohranifend v (— =, o), nebot
pro libovolné x plati 4 (x) < 3. Snadno ukaZeme, Ze funkce
h je ohraniena té% zdola. Je toti sinx = —1 a tedy
2sinx = —2. Dile je cos2x <1 ¢ili —cos2x = —1.
Seltenim obou nerovnosti 2sin x = —2, —cos 2x = —1
dostaneme nerovnost

2sinx —cos 2x = —3,

Dok4zali jsme tedy, Ze funkce % je ohraniCen v intervalu

(—o°, =), nebot je tam ohranifeni shora i zdola. Je dobfe
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si uvédomit, %e &islo —3 nemusi byt (a ve skutenosti také
neni) minimem funkce %, nebot nevime, zda existuje &slo
X, tak, Ze k (xo) = —3.

Priklad 6. V pfikladech 2 a 3 jsme vySetfovali funkci

glx)= 1 Graf ziskany v pfikladu 2 pomoci tabulky

funkémch hodnot nevystihoval skuteny priib&h fumkce,
Nyni ukiZeme, Ze tato funkce neni shora ohrani¢ens v in-
tervalu (3, 1). To nidm umoZni nakreslit sprdvny graf
funkce g.

Dikaz provedeme nepfimo. Pfedpoklddejme, Ze je funkce
g v intervalu (4, 1) ohranicend shora. Potom podle definice
existuje ¢islo ¢ tak, %e pro viechna x z uvedeného intervalu

= MiiZzeme pfedpoklidat, Ze ¢ > 1*). Po-
kusme se najit takové x, z intervalu (3, 1), pro n&Z nerov-
= c neplati, takZe plati

plati ~—

nost

2x, — 1
1
21 ¢
Z této nerovnosti plyne déle
l > 2%, — 1,
¢

l;}—c>2x°,

14+¢
2 = e

*) Je ziejmé, Ze je-li funkce f ohraniend shora &slem ¢}, je tim spﬁe
ohraniend shora kazdym &slem ¢ > ¢;.
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l14+¢ ¢ 1

ProtoZe e > 2 =3 miZeme volit x, tak, aby platilo
1 14¢
—2— < Xo < T.
Protofe T€ <1, jak se snadno zjisti, le , v intervaly
(3, 1). Pro x, viak plati
1 1 _ c 0
2% —1 21_-{—_0_1 T 14+c¢c—c¢c T
2c

To je viak ve sporu s tvrzenim, Ye¢ dani funkce je shora
ohraniend Cislem c.

Podobné Ize dokazat, Ze funkce g neni zdola ohranicena
v intervalu (0, }).

\ Obr. 6.

Vezmeme-li v uvahu poznatky z piikladd 2, 3, miZeme
jiZ sestrojit graf dané funkce. Vidime jej na obr. 6. Rovno-
bézka s osou y, pro niZ x = }, je tzv. asymptota grafu. Graf
se k ni ,,neomezené” pfibliZuje, ale nikdy ji neprote.
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Vedle pojmi ,,funkce klesajici v intervalu®, ,,maximum
funkce v intervalu®, ,,funkce ohrani¢end v intervalu® atd.,
budeme také Casto uZivat pojmi ,,funkce klesajici®, ,,ma-
ximum funkce®, ,,funkce ohrani¢ena” atd. Jejich definice
se 1i3i od t&ch, které jsme vyslovili, jen v jediném: Mlu-
vime-li v definici o ,,Cisle z intervalu I*, je tfeba misto toho
Fici ,,Cislo z oboru vySetfované funkce®, tedy napf.:

Funkce je shora ohranicend, jestlize existuje Cislo c tak, Ze
pro kazdé x z oboru funkce platf f (x) < c.

Tato uprava nadich definic ndm déva moZnost zkoumat
funkci vcelku, i kdyZ jejim oborem neni interval (srovnej
déle ulohy 4, 5 aj.).

Vidéli jsme, Ze ke zkoumini tém&f vSech vlastnost
funkci, o kterych jsme dosud mluvili, bylo tfeba poéitat
s nerovnostmi. Bez dobré znalosti nerovnosti a obramosti
pii zachizeni s nimi se neobejdeme. Na nerovnostech si
muZeme také procvifit metodu nepfimého dikazu, kterd
délava po logické strance potiZe. Jednu ukdzku nepfimého
diikazu jsme jiZ vid€li v pfikladu 6.

Ctenafi jsou dobfe znimy funkce sinus a kosinus. Na
nich si miZeme ukdzat dvé vlastnosti, které jsou casto
uZitecné pfi sestrojovani grafu. Plati totiZ cos (—x) = cos x,
sin (—x) = —sin x. Geometricky to znamend, Ze graf
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Obr. 78.

funkce cos x je soumérny podle osy y (viz obr. 7u«), graf
funkce sin x je stfedov€ soumérny podle poéatku (viz obr.
7B). Zobecnénim téchto vlastnosti je nisledujici definice:

Jestlize pro kasdé x z oboru funkce f plati, e f(x) =
f (—x), pak funkci f nazyvdme sudou funkct; je-li f(x)=
= — f(—x), nazyvdme funkci f lichou funkct.

P¥iklad 7. ProtoZe (—x)?k + 1 = —x2k + 1 (—_x)2k = x2h
pro libovolné pfirozené Cislo %, je zfejma tato véta:

sou-li v mnohoclenu

f@=ax"+ax"— 1+ ...+ apr—1x+ an

rovny nule vSechny koeficienty p¥i lichych mocnindch pro-
ménné, je funkce f (dand témto mnohoclenem) sudd. ¥sou-li
rovny nule viechny koeficienty pii sudych mocnindch (véetné
absolutntho lenu), je funkce f lichd.

Nakreslete si sami grafy jednoduchych funkdi f; (x) = x,
Ja(x) = x% a také funkce konstantni f; (x) = 1! Které
z téchto funkci jsou sudé a které liché?
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