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V. &st

POSUNUTS
°

Dtive neZ si uvedeme zdkladni véty o posunuti v roving,
zmifime se struné o pojmu souhlasné rovnobé&Znych polo-
piimek.

Jsou-li AM, BN dvé polop¥imky lesici na rovnobéskdch
a lezi-li obé v tée poloroviné s hraniénd pFimkou AB, nazy-
vdme je souhlasné rovnobéiné. Dvé polopfimky leZict na téZe
Piimce povasiujeme za souhlasné rovnobéiné, je-li jedna z nich
Cdsti druhé.

Poloptimky AM, BN na obr. 32a, b jsou zfejmé& sou-
hlasné rovnobé&Zné. Pro nds je duleZité, abychom si uvédo-
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Obr.324a,b
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mili, e p¥i obvyklém znadeni vrcholt lichob&Znikd a rov-
nob&Znikli pismeny ABCD dosihneme vidy toho, Ze je
poloptimka 4B souhlasné rovnobéZni s polopfimkou DC.
Navzijem opacné polopiimky nejsou souhlasné rovno-
béine, ani polopfimky AB, BA nejsou souhlasn€ rovno-
b&Zné.

Je-li ddana polopFimka AB a bod X, existuje prdvé jedna
poloprimka XY souhlasné rovnobésnd s AB.

Pomoci souhlasné rovnobéZnych polopfimek mieme
pfesné vyjadfit pfedpis, kterym pfifazujeme kadému bodu
roviny obraz v né€kterém posunuti.*)

Jsou-li ddny dva rizné body A, A', pFifazujeme v posunutf
T (A— A') bodu X bod X' tak, 3e sestrojime polopiimku
XN souhlasné rovnobéinou s AA' a na ni sestrojime bod
X' tak, aby bylo AA’ = XX’ (obr. 33).

X X’ N
A >4
A >8'
r >y’
Obr. 33

Fsou-li AM, BN dvé rizné souhlasné rovnobéiné polo-
piimky, existuje prdvé jedno posunuti v roviné, které zobrazi
polopiimku AM na polopifmku BN.

Vyzna¢ime-li v obrazku 33 pfifazeni ¢irkovanych bodi
netdrkovanym pomoci Sipek, feknete si jisté, Ze jsme za-

*) Posunut{ znatime obvykle pismenem T, protofe se nazyvd té2
translace. Pismenem P oznalujeme zpravidla podobné zobrazeni.
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kreslili sob& rovné vektory 44’, BB’. Skutetn€ miZeme
Fici, Ze vektor A4’ = BB’, jestlize body A’, B’ jsou obrazy
bodl 4, B v témZ posunuti v roviné.*)
Ke kazdému posunuti T (A — A') existuje inverzni zo-
brazent T (A" — A), které je vidy rizné od T.
Nakreslete si podle obrizku 33 takovy obrazek, na kte-
rém bude vyznaceno pomoci vektord pfifazeni bodii v T

8
/ A B A )
‘A/B -
A/B

X Y Y X
A

Obr. 34a,b, c

Je-li dina tisetka AB, muZeme ji oznalit jako vektor
(orientovat) dvéma riiznymi zpusoby (obr. 34a), bud pti-
ddme Sipku k bodu B nebo k bodu 4. Vime jiZ, Ze exis-
tuje posunuti T (4 — B) a druhé, k nému inverzni,
T1 (B — A). Tato dvojice posunuti vystupuje pfi feSeni
dloh nerozluéné spolu. V ulohich se casto setkime
s dvojici shodnych a rovnob&inych useCek (obr. 34b, c).

Jsou-li ddny dvé rovnobéiné a shodné usecky AB, XY,
existuji pravé dvé posunuti zobrazujici soucasné jeden kraj-
ni bod kaZdé z damych tuseCek v druhy. Jsou to posunutf
T, (A—>B), T, (B—~4).

Na obr. 34b zobrazuje T, (4—B, X—Y), kdeZto na
obr. 34c zobrazuje T, (A—B, Y—-X).

*) Na zikladé pojmu vektoru se ulili o posunuti ti z vis, kte¥
pouiivali pokusné uéebnice pro 11. tféidu dvanactiletych stfednich $kol.
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Podobné jako u stfedové a osové soumérnosti zatnéme
i zde s Glohami na ,,vzpfiCeni® tise¢ky mezi danymi dvéma
utvary. Vzhledem k vlastnostem posunuti to viak budou
pticky rovnobézné a shodné s danou useckou.

Uloha 18. Fsou ddny dvé krusnice k,, k, a dvojice ridznych
bodii A, B. Sestrojte tiseCku XY rovnobéinou s AB tak, aby
bod X lefel na ky, bod Y na ky a aby XY = AB.

A - g
Obr. 35

Rozbor. Na obr. 35 je zobrazena dvojice tsefek AB, XY.
Body X, Y jsou nezndmé, vime viak, Ze bod X pfejdev Y
jednou z translaci T, (A—B), T, (B—A). Nevime,
ktery bod X kruZnice k, pfejde v hledany bod Y kruZnice
ky, miiZeme proto opét ,,zkouSet v&tsi pocet bodu kru-
nice k,. Pozorujeme, Ze obrazy boda kruZnice %, (hroty
Sipek) vytvifeji kruZmici. ProtoZe v posunuti je obrazem
kaZdé kruZnmice kruZnice shodnd s puvodni, dochizime
k tomuto vysledku:
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Bod Y lezi 1. na krugnici ky = (S,, 15),
2. na kruZnici k', = (§8'y, 1), kterd je obrazem
krugnice k; = (Sy, ry) v posunut{ T, (A—~B)
nebo T, (B—A)

Konstrukce.
K,: Sestrojim krusnici 'y = (S'y, 1), kterd je obrazem
krusnice K, v posunut{ T, (A—B),
K,: Sestrojim spoleiny bod Y krugnic k',, k,.
K,: Sestrojim bod X jako obraz bodu Y v T, (B—~A).
K,: Sestrojim useCku XY .

Ptipojte sami jeSté€ obdobny popis konstrukce v pfipadg,
Ze pouZijeme posunuti T, (B—A).

Diikaz konstrukce provedte sami, je velmi jednoduchy.

Diskuse. Viechny konstrukce kromé K, jsou jednoznalné.
Pocet FeSeni tilohy zavisi jedin€ na poctu spoleénych bodii
kruZnice k2 s obrazy kruZmice &, v posunuhch T, T
Uloha m4 proto nékdy i nekonetné mnoho feSeni. Nejvyssi
konecny pocet feSeni je roven ¢tyfem, dile miZe mit viloha
tfi, dvé, jedno nebo Z4dné fefeni.

Vidite, Ze feSeni uloh pomoci posunuti je jeSt¢ nirod-
néj$i na formulaci textu neZ Fefeni tloh v kapitolich III
a IV. Komplikace zpusobuje existence dvou posunuti,
kterd mohou ulohu fesit. Pfipomeiite si znovu obsah po-
znamky za tilohou 6. Snadno pak vyfesite dalsi Glohu.

Uloha 19. e ddna dvojice pFimek a, b a tsecka MN.
Sestrojte ctverec XYZU o strané XY = MN a rovnobésné
s MN, je-li dina podminka, aby bod X lefel na pfimce a
abod Y nab.

Refeni tlohy pfedpokldda sestrojeni tsecky XY s uve-

denymi vlastnostmi. Kolik pak existuje ¢tverci, které maji
stranu XY?
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Uloha 20. ¥e ddna krusnice k s vyznalenym primérem
PQ a neselna p krutnice k s vyznalenou sseCkou AB. Se-
strojte bod Z kruZnice k, ktery md tu vlastnost, fe p¥imky
PZ, QZ protinaji p v bodech X, Y tak, $eje XY = AB.

Rozbor. Je-li bod Z na obr. 36 feSenim tlohy, je tsecka
XY = AB. ProtoZe je ptimka XY rovnob&Zni s AB,
mime moZnost pfevést bod X v bod Y jednim z posunuti
Ty (A—B), T, (B—~A). Zobrazme v tomto posunuti bod P
v bod P’. Na obr. 36 jde o posunuti T, (B—+4, X—Y,
P—P"). Ptimka PX je rovnobé&Znd s pfimkou P'X’' = P'Y;
protoZe je PX kolmi na QY, je také P'Y kolmi na QY.
Dochazime tedy k zavéru:

Bod Y je obrazem bodu X v T, (B—A),
le2i 1. na primce p,
2. na Thaletové krusnici o priméru P’ Q.

Stejné tak by ovSem mohl byt bod Y obrazem bodu X
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v posunuti T, (A—B). Nakreslete si pro tento pfipad
obrazek.

Ostatni 4sti feSeni této tlohy si miZete zpracovat sami,
voditkem vim miZe byt fedeni wlohy 11. Dostanete nej-
vyse Ctyfi riznd feSeni (obr. 37).

~

Obr. 37

Dosud viechny ulohy této kapitoly byly polohové a vcel-
ku jednoduché, nasli jsme okamZité mnoZinu bodd, které
néle?i neznimy bod. Cast&jii je ptipad, kdy po ztotoinéni
dvou neznimych bodd posunutim dojdeme k tloze o jed-
nom neznimém bodu, kterou musime fefit nékterym dal-
$im zplisobem.

. Uloha 21. Na piténém profilu terénu jsou ddny body P, Q
a primka p, na niz lez{ dno vykopu pro Zeleznicni trat. Na-
rysujte profil vykopu, jestlize $tika jeho dna je AB a stény
wykopu maji ty2 spdd.

Reteni. Na obr. 38 je narysovino FeSeni tilohy. PouZijeme
osvédleného zplisobu a sestrojime obraz P’ bodu P
v T; (A—>B, X—Y). Snadno si dokiZete, Ze je pfimka PX
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rovnob&Zna s pfimkou P'Y. Je také zfejmé, %e bod Y je tim
bodem pfimky p, ve kterém by se paprsek vyslany z P’
odrazil od p do bodu Q. Tim jsme tlohu pfevedli na dfive
fedenou tlohu o odrazu (tloha 13). ReSeni dokondete sami,
nezapomeiite viak na posunuti 7T, (B—A). Pfislu$nd lo-
mend Cira PXYQ se protind, nemd proto vyznam pro
prakuckou tlohu, ze které jsme vysli. Mame pfiklad, kdy
praktickd uloha m4 méné feSeni neZ z ni vyvozend tloha
matematickd. Podobné pfiklady znite z feSeni kvadratic-
kych rovnic.

A 8 X Y P
Obr. 38:

Jisté jste jiZz fefili fadu tdloh na sestrojeni trojihelnika
ABC, jsou-li diny velikosti tfi z jeho prvkii a, b, ¢, a, B, ¥,
ta, IB, LCy, Vas UB, Uc. Trojuhelnik ABC lze sestrojit zvlasté
snadno, je-li dina nékterd z trojic a, b, ¢; a, b, v; a, b, va;
a, b, tas @, Va, a5 Gy > VA5 G5 Y5 IA3 G % IAS Gy O DA G
UB, tA} @, VB, tc; 4, UB, UC5 9, U, Uc. Jsou-li vSak dany
nékteré jiné trojice prvkd, dostavime tlohy mnohem ob-
tiZnéj$i. Sezndmili jste se patrné i s umélymi obraty, po-
moci kterych se sestrojuje trojihelnik, je-li dino va, vs, vc
nebo Ia, I, IC.

Pfi feSeni nisledujici dlohy pouZijeme posunuti a stfe-
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dové soumémosti jinym zptsobem neZ dosud. Pokud tento
zpusob neznite, bude vam pfipadat umély. Pozdéji se
vsak ptesvédcite, Ze je to velmi uZiteCny zpisob feSeni tiloh
o trojihelniku,

Uloha 22. Sestrojte trojithelnik ABC, jsou-li ddny tisecky
shodné po Fadé s proky tc, va, vc trojihelntka.

Resent (obr. 39). Zobrazme bod C jednak v T (4—B),
jednak ve stfedové soumérnosti S o stfedu B. Obrazy
oznacme po fad¢ pismeny D, E. DokaZte si sami:

Obr. 39

Mad-li trojihelnik ABC poZadované vlastnosti, md troj-
uhelntk CDE stranu DE = 2tc, vysku vp = va, vysku vg =
= 2‘1)(:.

Zname tedy v trojuhelniku CDE stranu DE a vysky vy-
chizejici z jejich koncovych bodid. Z t&chto podminek lze
trojihelnik CDE sestrojit. Bude viak moZno sestrojit body
A, B, budeme-li znat trojuhelnik CDE? Ziejmé ano,
protoZe bod B je stfedem soumérnosti S (C—E) a bod 4
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je obrazem bodu B v posunuti T, (D—C). Jist¢ snadno
dokondite feSeni celé ulohy. Dejte pozor pfi diskusi na to,
Ze konstrukce trojihelnika CDE muZe mit dv& riznd fe-
Seni! KaZdé z nich je vychodiskem k jedné konstrukci troj-
thelnika ABC. ‘

Uvedenou tlohu Ize fesit i jinym zptisobem, napf. po-
moci podobnosti trojihelniki. Nase feSeni spocivalo v tom,
Ze jsme nasli pomocny trojihelnik CDE, jehoZ prvky zévi-
seji jednoduchymi vztahy na danych prvcich trojihelnika
ABC. Pokusme se nyni aplikovat tento zpisob feSeni i na

jiné pfipady.
c

A

D

Obr. 49

Sestrojme si znovu trojuhelnik ABC a body D, E (obr.
40), vyznaéme vSak viechny moZné trojithelniky, které maji
za vrcholy tfi z bodl A4, B, C, D, E. Je jich devét, v kaZdém
si stanovime ty jeho strany, dhly, téZnice a vysky, které 1ze
vyjadfit jednoduchou zivislosti na prvcich trojihelnika
ABC. Pisme vysledky do tabulky (viz str. 63).

Naucme se nyni pracovat s hotovou tabulkou. Zvolte si
libovolnou trojici prvki trojuhelnika ABC, napf. vc, B, 5.
Hiedejte, na kterém fidku (od tfetiho polinaje) jsou tyto
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‘Troj-

Ghelnik strany thly téZnice vysky
ABC ab,c o B,y tas I, Icy | VA, UB, UC
CBD | byca By, Ip, IC) Tay | UCs> UBs VA
BDE | 2tc,a,b | m-v,-, - e, - - -, VA, UB
CDE | 2tc,2a, ¢ B, - - -y b, - | - va,20¢c
ACE 2a, 2tg, b Y~ [ DAy = 2vp

ADE |2tc,2tp,2ta| === i, 2b,2a | -,-,-

ABE | a,2ts, ¢ | - m-B,- -,4b,- | va,-57c

ABD | b,2ta,c | -y -0, - - %a, - VB, =5 UC

ACD c, 2IA, b =y =0y = -y %a, - Vcy, =5 VB

prvky napsiny soudasn&. Najdete fddek pfislulejici troj-
thelniku ABE. Na niértku trojuhelnika ABE uvidite, Ze
znite jeho stranu AE, X ABE = =-f a vysku vg = vc.
Trojuhelnik ABE miiZete snadno sestrojit, umistite-li thel
ABE. Konstrukce hledaného trojthelnika je pak snadna.
Dalii pokyny a poznimky k prici s tabulkou najdete ve
cviCenich.

Podivejme se blize na pojem &yfihelntka. Vite ze své
zkuSenosti, Ze trojihelnik ABC povaZujeme za sestrojeny,
nalime-li jeho obvod, tj. uzavienou lomenou &iru
ABCA, kterd neni C4sti pfimky. Tento ndvyk nds vSak
miZe v piipadé ¢tyfihelnika dovést do neCekanych situaci.
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Obr. 41

Lomen4 &ira ABCDA, které neni ¢ist pfimky, miZe mit
i jiné tvary, neZ je ten, ktery mi obvod vypuklého &tyP-
uhelnika. Na obr. 41 jsou zndzornény moZné ptipady.

Pii feSeni uloh poZadujicich sestrojeni Ctyhihelnika
sestrojujeme vlastné lomenou &iru ABCDA na zdkladé
délek jejich uselek, uhla sevienych jejimi seCkami apod.
NemiiZeme se proto divit, Ze ndm vyjdou i podivné &tyf-
thelniky jako na obr. 41b, ¢, d, e, .

Uloha 23. ¥sou ddny dsecky a, c, e, f a kel . Sestrojte
SeyFihelnik ABCD, v ném# je AB — @, CD — ¢, AC = ¢,
BD = f a sihel € je shodny s im shlem pFimek AC, BD, jeho#
ramena prochdzeji body A, B.

Rozbor. Ptedpoklddime, e tloha md feSeni, ozname
priselik jeho uhlopti¢ek pismenem U (obr. 42). Vyrazn&
jsou vyznaleny dané prvky Ctyfdhelnika. Je ziejmé, Ze
thlu ¢ nemiiZeme vyuzit, jestlize nezname bod U. Napadi
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tu my$lenka, zda by nebylo mono uhel pfemistit tak, aby
na jeho ramenech leZely dané Gsecky (v uloze 16 jsme toho
Gsp&iné vyuzili). Zobrazme v posunuti T (D—C) bod B
v bod B’, tim pfejde whlopficka BD v usetku CB’ rovno-
bé&Znou s DB, je proto < ACB’ = ¢. Dokézali jsme:

Obr. 42

Mad-li éyiihelntk ABCD poZadované vlastnosti, md troj-
tthelnik AB'C stramu AC = ¢, CB' = f, < ACB' = «.

Na zdklad& téchto vlastnosti trojithelnik AB’'C snadno
sestrojime. Zabyvejme se viak vztahem bodu D, B k troj-
tbelniku AB’C. DokaZte si sami, Ze plati:

Md-Ii trojuhelntk AB’C uvedené vlastnosti,
lez{ bod B 1. na kruZnici k, = (B’ c),

2. na kruznici ky = (4, a).
Bod D je obrazem bodu C v posunutf T (B'—B).

Cely sviij postup stavime na pfedpokladu, %e vznikne
trojuhelnik AB'C. Vznikne opravdu vidy? Zamyslete se
nad tim, v tloze 17 jste videli, Ze to miZe byt rozhodujici
pro dalsi postup.

Konstrukee.

K,: Sestrojime rrojihelnik AB'C, ktery md < ACB' = e,
AC=¢,CB =

K,: Sestrojime krusnici k= (B, o).

64



K,: Sestrojime krugnici ky = (4, a).

K,: Sestrojtme spoleény bod B krusnic ky, k,.

K: Sestrojtme obraz D bodu C v posunuti T* (B'—B).
Ky: Sestrojtme lomenou édru A B C D A.

Diikaz. Z konstrukci K; K, plyne, Ze je AB = a, z kon-
strukce K vyplyvd A4C = e. Obdobn¢ snadno dokéZete, Ze
je BB'=¢, CD=BB'=c¢ a BD=BC=f. Uhel
B'CD = ¢, jeho rameno CB’ piejde v posunuti T-1 v polo-
piimku DB, Je proto thel ¢ shodny s tim dhlem pfimek

2

Obr. 43

AC, BD, jeho% ramena prochéizeji body A, B. Dokézali
jsme, Ze sestrojeny wtvar se Ctyfmi vyznaénymi body 4, B,
C, D ma viechny vlastnosti, které iloha poZaduje. Nemi-
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Yeme viak dokézat, Ze tento vtvar je vypuklym ctyhihel-
nikem. Popsanou konstrukci jsme sestrojili uzavienou
lomenou ¢aru ABCDA, ktera ma vlastnosti Zddané v textu
ulohy.

Diskuse. Polet uzavienych lomenych ¢ar ABCDA zavisi
pouze na poétu spoleénych bodu kruZnic %y, k,. Zajimé-li
nis, kdy je tato &ira obvodem vypuklého Ctyhihelnika,
musime najit mnoZinu bodd B, pro néZ plati, Ze usecky
BD, AC maji spolecny vnitfni bod. DokaZte si, Ze takovou
mnozinou boda B je vnitfek rovnob&inika ACB’E (obr.
43). Na obr. 43 vidite, Ze mohou existovat také dva vy-
puklé ¢tyhihelniky ABCD, které jsou feSenim tdlohy. Pro-
vedte si sami podrobnou diskusi.

Cviceni

22, Sestrojte pfi¢ku dvou rovnobé&Zek a, b, ktera je k obéma
kolma4 a je z daného bodu M vidét pod danym uhlem «.
[Sestrojte nejdfive libovolnou pficku a mnoZinu bodi,

z nichZ je vidét pod danym thlem «.]
23. Jsou diny dvé nesoustfedné kruZnice k,, &, a smér s.
Sestrojte pfimku sméru s, na které vytinaji dané kruZnice
shodné tétivy.

" [Pfe}mistéte vhodné stfed jedné tétivy do stfedu druhé
téuvy.

24. Zobecnéte ulohu 20 v tom smyslu, Ze body P, O budou
libovolné dva body kruZnice. VyuZijte vlastnosti obvodo-
vého uhlu.

25. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddno:

1, ta, o, vs, 4. tp, ¢, a,
2.ta, by oy 5.18, v, ¢
3. ta, tp, Icy 6. tc, Va, ﬁ

[Najdéte vidy v tabulce trojuhelnik, jehoZ prvky obsa-
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huji dané prvky trojthelnika ABC. Zjistéte, které strany,
uhly nebo vysky pomocného trojuhelnika znite a jak jej
pomoci nich sestrojite. ZapiSte si, jak potom sestrojite
vrcholy hledaného trojuhelnika ABC].

26. Viimnéte si, Ze v tabulce jsou vyjddfeny vysky vSech
trojihelnikli pomoci vySek vychoziho trojihelnika ABC,
kdeZto t&Znice jsou nékdy vyjaddfeny pomoci stran a obra-
cené. To znamend, Ze pomoci trojuhelnikil zapsanych na
tfetim aZ devatém fddku miZeme vyhodné feit ty Glohy,
ve kterych jsou dany té€Znice s dalSimi prvky. Kazdou z nich
Ize fesit i dal$imi zpisoby, pokuste se vyfesit jinym zpl-
sobem tulohy ze cvideni 25.

27. Sestrojte rovnobéznik ABCD, znite-li velikosti jeho
stran a velikost toho dhlu uhlopfi¢ek, jehoZ ramena pro-
chézeji vrcholy A4, B.

28, Sestrojte ¢tyhihelnik ABCD, je-li zndma odchylka e
piimek AB, CD a dale délky viech stran 4B, BC, CD, DA
&ryfthelniku. UZijte posunuti T (D—C) a sestrojte thel,
ktery ma velikost ¢ a vrchol v bodé 4.
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