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1V. cist

OSOVA SOUMERNOST
[ ]

Konstruktivni vyuZiti osové soumérnosti je mnohostran-
né. Jisté zndte vlohy o odrazu a nékteré 1lohy o nejkratSim
spojeni dvou bodi lomenou ¢arou. Teoretickym zdkladem
FeSeni téchto tloh je nasledujici véta.

Svird-li pfimka p s osou o osové soumérnosti ostry hel o,
2obrazuje se v této osové soumérnosti v primku p’ = p, kterd
protind osu o v témég bodé jako p a svird s nf uhel shodny
s tthlem o.

Uvedme si jesté dve véty o urCenosti osové soumérnosti.

Je-li dina piimka o, existuje prdvé jedna osovd soumérnost
v roviné, kterd md osu o.

Fsou-li diny dva rizné body A, B, existuje prdvé jedna
osovd soumérnost v roviné, kterd zobrazuje A —- B, B — A.

Stfedovd soumérnost umoziiovala ,,vzpfiCit* mezi utvary
tseCku pilenou danym bodem, osovd soumérnost umoz-
fuje sestrojit takovou ,,pficku‘“ mezi ttvary, kterd je kolmi
na danou pfimku a pfitom je ji pilena.

Uloha 12. Je ddna pitmka p, tisecka u a dvé kruZnice
oddélené piimkou p. Sestrojte kosoltverec ABCD, jehos
uhlopFicka BD = u le#i na dané p¥imce a kasdy ze zbyva-
Jjicich vrcholi leZi na jedné =z danych kruZnic.

Rozbor. Predpoklddané feSeni je zobrazeno na obr. 22.
Vsechny ¢tyfi vrcholy kosoétverce jsou nezndmé body, ale
B, D sestrojime snadno, budeme-li zniat bod S. K sestro-

38



jeni bodu S potfebujeme dselku AC. Osovd soumérnost
s osou p zobrazuje A - C, C — A, bod A lezi proto na
obrazu &, = (S’ r,) kruZnice &, obsahujici bod C. Vysle-
dek rozboru:

Body B, D le2i 1. na pfimce p,

2. na krutnici k = (S, } u).

Bod S lezt 1. na p¥imce p,

2. na primce AC.

Bod A lezt 1. na krusnici kb, = (S, 1),

2. na obraze k'y = (8'y, ry) kruinice
ky = (Sy 1o) v 0sové soumérnosti
s osou o.

Na zikladé podrobného rozboru muZete snadno dokon-
¢it FeSeni tlohy. V konstrukei sestrojujte postupné ttvary
a body uvedené ve shrnuti rozboru, postupujte od dtvara
umozZiujicich konstrukci bodu A4 ke kruZnici % slouZici ke
konstrukci bodua B, D.

Vezméme si nyni praktickou tlohu o odrazu.
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Uloha 13 (obr. 23a). ¥e déna nepohyblivd zrcadlict sténa,
nepohyblivd clona s otvorem O a otdéivy svételny zdroj- Z,
ktery vysild uzky svazek paprski. Mdme natocit zdroj Z tak,
aby svételny paprsek prochdzel po odrazu od zrcadlict stény
otvorem O,

A

/

Yo

Obr. 23 a

Resent, Svételny paprsek ze zdroje Z a paprsek odraZeny
le%i v jedné roviné kolmé k zrcadlici sténé. Tato rovina je
jednoznatné urlena body Z, O, jeji priisetnice se sténou
je o;naéena p (obr. 23b). Tim dostdvame planimetrickou
tlohu:

Jsou ddny dva rizné body Z, O lesict uvnit¥ tége poloroviny
yytaté primkou p. Sestrojte bod X pFimky p tak, aby pFimky
ZX, XO sviraly s piimkou p shodné shly.

Reseni této tlohy znite. Bod X leZi na pfimce ZO’, kde
O’ je obrazem bodu O v osové soumé&rnosti podle pfimky p.
NapiSte si podrébné feSeni této ulohy.
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Obr. 23 b

Ulohy o odrazu se vyskytuji‘i ve sportu. Tam se oviem
nezamyslime dlouze nad feSenim, protoZe hra vyZaduje
rychlé reakce. Teprve po zépase je Cas na rekapitulaci hry.
Jak byste objektivné rozhodli, zda pH postavent podle obr.
24a mohl hrdé A pihrde spoluhrdéi B odrazem od mantinelu ?
PF# zdpase se o to sice hrdé A pokusil, ale jeho piihrdvku
zachytil protivnik Z.

Hri¢ A na tousi nestoji, musime proto pofitat s tim, Ze
tou$ leZi uvnitf jistého kruhu ks o stfedu 4. Hridi B, Z
mohou tou$ zachytit jen v tom pFipadé&, Ze jeho driha pro-
chazi kruhy kg, kz o stfedech B, Z.

Zobrazme kruh kg vsoumérnosti podle m (obr, 24b). Tous
vystieleny z kruhu ks se odrazi od mantinelu do kruhu
kg privé tehdy, kdyZz prodlouZeni jeho pivodni drihy
prochizi kruhem kp'. Vyjidfete si obdobn&¢ podminku,

4]



kdy se tou$ odrazi do kruhu kz. Danou otizku miZeme
zodpovédet kladné jen v tom ptipadé, ex1stu)e-11 spolecnd
seCna kruhi ks, kB ,» kterd je soulasné neseCnou kruhit
kz, kz-. Provedte si feSeni tlohy pfi riznych postavenich
hra¢a 4, B, Z.

4+~

Obr. 2423, b . B N
\_,A,

-

Obdobnou geometrickou problematiku feSime i pii
kuleCniku. Nechr body A, B na obr. 25 pfedstavuji polohu
dvou kulecntkovych kouli. Mdme zakresht drdhu koule A,
kterd se odrdZi po ¥adé od stran sy, s,, s3 kulecniku a nakonec
zasdhne kouli B,

Chceme-li postupovat obdobné jako pfi feSeni piede-
Slych tdloh, musime zobrazit cil — bod B — nejprve do
bodu B’ v soumérnosti podle pfimky s5, bod B’ do bodu
B’ v soumérnosti podle s, a kone¢né bod B’ v soumérnosti
podle s; do bodu B’”’. Prvni Cast drahy koule A4 pak leZi
na polopfimce AB’"’, v bodé D, se koule odrdZi a sméfuje
do bodu B”. Pii tomto pohybu se odrazi v bod¢ D, od

42



strany s, a sméfuje do bodu B’. V bod& D, se odrazi do
bodu B. Reste si samostatné podobné tlohy o kule¢niko-
vych koulich. Porovnejte délku lomené &iry AD,D,D,B
s délkou useCky AB’".
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Osova soumérnost je vhodnai i k FeSeni tiloh o nejkrat$im
spojeni dvou bodi lomenou ¢arou, jejiz vrchol leZi na dané
primce. ReSeni t&chto tloh se opird o nisledujici vétu:

Jsou-li A, B, X t¥i rizné body, platt AX + XB = AB
pravé tehdy, kdyz bod X lesi mezi A, B. Vztah AX — BX =
= AB plaii prdavé tehdy, kdy B le3i mezi A, X. Vidy
plati AX + BX 2AB,AX — BX = AB (pro AX > BX).

Véty dokaZete snadno sami. Vyjadfete si zdvislost mezi
souctem resp. rozdilem use¢ek AX, XB ve viech pfipadech
zakreslenych na obr. 26.
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A X B
A5 X B
4 5 A

Obr. 26

Uloha 14. Fsou ddny dva rizné body A, B nele3ici na
dané piimce p. Sestrojte bod X pitmky p, pro ktery je soucet
AX + BX nejmenst.

Rozbor této nilohy vede k nutnosti Fefit 1lohu zvlast pro
pfipad, kdy body leZi v téZe poloroviné vytaté pfimkou p.
Je-li bod X FeSenim tlohy, je AX + BX minimdlni, Podle
vyse uvedené véty je vidy AX + BX = AB.

Obr. 27

Je-li souet AX + BX = AB, lezi bod X mezi A4, B.
Je-li soufet AX + BX sice minimdlni moZny (pro body
X ptimky p), ale pfesto v&tsi ne? 4B, nemlZe leZet mezi
A, B #idny bod pfimky p, oba body leZi v tom pfipad¢
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uvnitf té%e poloroviny vytaté pfimkou p. Releni tlohy
providime pak tim zpisobem, Ze misto bodu B vezmeme
ten bod roviny, ktery mé od kaZdého bodu p¥imky p stej-
nou vzdalenost jako bod B. Timto bodem je bod B’ sou-
mérné sdruZeny s bodem B v osové soumérnosti s osou p
(obr. 27). Zivér rozboru musime formulovat pro dva rizné
piipady:

. Lezi-li body A, B uvnitf tée poloroviny vytaté primkou p
a je-li AX + XB nejmensi, pak lesf bod X na tseéce AB',
kde B' je obrazem bodu B v soumérnosti podle p.

Lezi-li body A, B uvnitf riiznych polorovin vytatych piim-
kou p, je hledany bod X bodem usecky AB.

Na ziklad¢ tohoto rozboru snadno napiSete pro kazdy
pfipad postup konstrukce. Diikaz spriavnosti konstrukce je
pak snadny, v diskusi dojdete k jedinému Feseni.

Podrobny rozbor minulé vilohy se vim moZn4 zd4l pFli$
mnohomluvny, kdyZz didvno znite konstrukci bodu X.
Vidéli jste vSak pfiklad dlohy, v niZ dojdeme k nutmosti
rozitépit rozbor. Kdybychom si v uloze 14 nakreslili hned
na zacitku rozboru obr. 27 a provedli rozbor podle néj,
dosli bychom ke konstrukci pomoci soumé&rného bodu B'.
Takova konstrukce by nim v pfipadé, Ze body A4, B leZi
uvnitf opacnych polorovin, nedala Zidné feSeni. Mohli
bychom tim byt svedeni k ukvapenému zivéru, Ze v tomto

c C

Qbr. 28 a, b
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ptipad¢ nem4 iloha FeSeni. Budte proto pozorni pfi pro-
vadéni rozboru a nenechte se ovlivnit pfi vysloveni konec-
ného tsudku obrizkem. Z obvyklych 1loh o trojihelnicich
jsou v tomto sméru ,,nebezpetné* zejména tlohy, v jejichz
rozboru se pracuje s patou nékteré vysky. Tak napf. rozbor
alohy: sestrojit trojihelnik ABC, je-li ddno B, vc, b se Casto
providi na zdkladé obr. 28a. MuzZe nis to svést k zavéru,
Ze nejprve sestrojime pomocny pravouhly trojihelnik
CPB s tihlem PBC = . ProtoZe nelze sestrojit trojihelnik
PBC v ptipadé, Ze uhel 8 je tupy, mohli bychom prohlsit,
Ze v tom pfipad¢ dloha nema feSeni. To je vSak hruby
omyl, protoZe trojihelnik PBC muZe obsahovat také whel
n—f (vyplikovy k uhlu B). Je-li Ghel B pravy, trojihelnik
PBC neexistuje. Pii rozboru tlohy uvedené v této poznim-
ce musite uvaZovat zvlast o ostrotthlém, pravoihlém a tupo-
uhlém trojihelniku ABC.

Podle vzoru ulohy 14 si rozfeste, nejlépe ihned, nasledu-
jici dlohu: )

Uloha 15. Je ddna piimka p a body A, B nelesici na p,
z nichZ B je blize pFimky p. Sestrojte bod X pFimky p, pro
ktery je rozdil usecek AX — BX nejvétsi.

Sledujte pfedevsim formulaci rozboru tlohy 14, zapiste
si podle ni rozbor ulohy 15.

Pomoci osové soumérnosti v roviné miZeme fesit i ty
ulohy, ve kterych je ddn soudet nebo rozdil (hlu nékterého
utvaru.

Uloha 16. Ysou ddny dsecky b, ¢, d a tihel . Sestrojte
lichobésnik ABCD iak, aby bylo BC = b, CD = ¢, DA =
=d, {DAB — S ABC=a — B =
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Resent. Podivéte-li se na obr. 29, kde jsou vyznaleny
dané vsecky, vidite, Ze mame dan rozdil dhla ptiléhajicich
k tsetce AB. Musime si zfejmé v obr. 29 sestrojit 1ihel
« — B = e. Rekli jsme si, Ze byva vhodné zobrazit osovou
soumérnosti jeden vrchol v druhy. PouZijme osové sou-

mérnosti O (A—B, B> A), v ni pfejde D— D,
<X BAD —~ < ABD'. Protoie je « > B, lezi D' na pfimce
CD tak, e C oddéluje D, D’. Uhel <t CBD’ = ¢ = a — .

Obr. 29

Mi-li lichob&mik ABCD Zidané vlastnosti, mé troj-
tthelnik BCD' stranu BC= b, BD' = d, < CBD' = .

Trojthelnik BCD’ snadno sestrojime, znime thel troj-
thelnika a strany leZici na jeho ramenech. V tomto sméru
uZ v rozboru pokracovat nemusime. Ptejme se spiSe, zda
budeme moci sestrojit body 4, D, aZ budeme mit sestrojen
trojuhelnik BCD'. Co vime o vztahu téchto boda k troj-
thelniku BCD'?

Bod D le2f 1. na polopiimce D'C,

2. na krugnici k = (C, c).
Bod A je obrazem bodu B v soumérnosti O (D’ —~ D).
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Konstrukee.

K,: Sestrojime trojihelnik BCD' s whlem <X BCD' = e,
BC = b, BD" = d.

K,: Sestrojime polopttmku D'C.

K. Sestrojime kruznici k = (C, c).

K,: Sestrojtme D jako spolecny bod polopiimky D'C a krus-
nice k.

K;: Sestrojime osu soumérnosti O (D' — D).

Kq: Sestrojime obraz A bodu B v soumérnosti O.

K,: Sestrojime lichobéinik ABCD.

Diikaz. Z konstrukci K, K, plyne, Ze je CD = ¢ a bod
C lezi mezi D, D', PouZita osovd soumérnost O (D' — D,
B> A, A — B) zobrazuje Gsecku BD' = d v tsecku
DA = d a dhel D'BA v thel & BAD = a, je proto
< D'BA = «. ProtoZze polopifimka BC leZi uvnitf thlu
ABD, je thel CBD' = o — B. V K| jsme viak sestrojili thel
X CBD' = ¢, je tedy « — B = e. Tim jsme dokazali, Ze
v sestrojeném Ctyfuhelniku ABCD je AD = d, BC = b,
CD = ¢, « — p = e. NemtZeme viak tvrdit, Ze ¢tyfthel-
nik je lichobéZnikem s hlavni zdkladnou AB. Sestrojeny
¢tyfuhelnik ma rovnob&iné strany 4B, CD, muZe viak
byt rovnob&’nikem (pfi b= d) nebo lichobéznikem
s AB > CD nebo lichobéZnikem s AB < CD.

Diskuse. Kazdy krok konstrukce je jednoznmacny, proto
i tloha m4 jediné feleni. VySetfovani podminek, kdy vyjde
lichobéZnik s AB > CD, nebudeme provadét.

Re3eni ulohy bylo dost pracné, pfestoZe jsme konstrukci
trojuhelnika BCD' zapsali jako jeden krok konstrukce.
Tohoto obratu se uZiva i v jinych pfipadech, miiZete ho ta-
ké pouZit pfi feSeni uloh Matematické olympiddy. Budte
si vSak v&domi toho, Ze nesmite dopustit, aby se vam tim
skrylo v feSeni né¢jaké nedopatieni. KaZdou takovou diléi
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ulohu si musite vyfeSit samostatn& a pfipojit k feSeni celé
ulohy. Zvl4$t€ nezapominejte na diskusi poctu feSeni dilci
ilohy.

V popisu konstrukce tlohy 16 neni uveden krok K.
Je vynechdn proto, Ze konstrukce K, je nepolohovi a je v ni
»skryto” umisténi Utvara.

Uvedme si je$té jednu tlohu o ¢tyhihelniku, kterou 1ze
vyhodné FeSit pomoci osové soumé&rnosti. UZ z jejiho textu
byste jist¢ usuzovali, Ze bude vhodné uZit osové soumér-
nosti.

Uloha 17. ¥sou ddny isecky, a, b, ¢, d, pii éem% jea > d.
Sestrojte Ctyfihelnik ABCD, jehoZ strany AB, BC, CD,
DA jsou po ¥adé shodné s usec"kamz a, b, ¢, d, je-li ddle znamo,
Ze tihlopticka AC je osou tihlu o.

Rozbor. Na obr. 30 je
zobrazen ¢étyfuhelnik 4BCD,
ktery ma poZadované vlast-
nosti. Zobrazme v osové sou-
mérnosti s osou AC bod B
do bodu B’; tato soumérnost
zobrazi zfejmé& polopfimku
AB na poloptimku AD. Pro-
toZe je AD < AB, leZibod D

mezi body 4, B’'.

Md-Ii CryFihelnik ABCD
Zddané vlastnosti,  existuje Obr. 30
trojuhelntk B'CD, ktery md HUENEY

stranu BC= b,CD =¢, B D= = a — d.

Podobné jako v tloze 16 nebudeme provadét rozbor tlo-
hy na sestrojeni trojdhelnika B’CD na ziklad¢ uvedenych
jeho vlastnosti. Jde o konstrukei trojuhelnika ze tfi stran,
o té vite, Ze md pravé jedno feSeni, vyhovuji-li strany troj-
uhelnika trojihelnikovym nerovnostem.
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Bod A le2i 1. na polopFtmce opainé k polop¥imce DB’
2. na kruénici k = (D, d).

Bod B je obrazem bodu B’ v osové soumérnosti s osou AC.

Na zéklad€ podrobného rozboru miiZete snadno popsat
konstrukci ¢tyfihelnika. Pfi diikazu konstrukce ani v dis-
kusi nedojdete k Zidnym potizim.
Uloha 17 je oviem
/L jen &asti obecngjsi tlo-
7 N\ hy, ve které se nepfed-
\ poklada platnost né&ja-

i 7 dochézime opét k nut-

/ nosti 3tépeni rozboru.

/ V ptipadé, %eje a < d,

/ nelisi se dalsi postup

/ mnoho od feSeni dlohy

Obr. 31 ~ 17. Je-li a = d, je tyi-

h uhelnik soumérny podle

piimky A4C, je proto

deltoidem (obr. 31). V témZ obrizku je zakreslen druhy

deltoid, ktery md také strany a, b, ¢, d. N&kdy existuje

nekonelné mnoho deltoidi, které jsou feSenim zobecnéné
tlohy. Jak sestrojite n&ktery z nich?

/
// 0 kého vztahu mezi tseé-
Vs \ kami a, d. Pfi rozboru
\ této obecnéjsi Ttlohy
7
\
\ .
\\ B
AN

Cviéeni

15. Je dina pfimka p, kruZnice %, bod T a smér s. Sestrojte
rovnoramenny trojihelnik ABC s t&%istém T, jehoZ zi-
kladna 4B naleZi sméru s, vichol 4 leZi na pfimce p,
vrchol B na kruZnici k. _
[Sestrojte nejprve osu soumérnosti trojihelnika.]
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16. Pozméiite text tlohy 10 tak, aby poZadovala sestrojeni
teny kruZnice bez pomoci Thaletovy véty. Tuto tlohu
Ize feSit pomoci mnoZiny bodt soumérné sdruZenych se
stfedem kruZnice podle teden kruZnice, Provedte si takové
fedeni 1lohy a zamyslete se nad jeji souvislosti se znimymi
konstrukcemi tecen elipsy pomoci fidici kruznice.

17. Jsou diny dvé kruZnice k,, &, a jejich spolecnd vmitini
te¢na ¢. Sestrojte bod X piimky ¢ tak, aby pfimka ¢ byla
osou dvojice vrcholovych thli sevrcnych druhymi te¢nami
z bodu X ke kruZnicim k,, k,.

18. Je dén ostry thel MNP a jeho vnitfni bod 4. Sestrojte
ten trojihelnik ABC s vrcholy B, C na ramenech thlu,
ktery méd nejmensi obvod.

19. Pfi stejném zaddni jako ve cviCeni 18 sestrojte drihu
bodu A4 pEedstavujiciho kouli, ktera se po odrazu od ramen
thlu vrati na své misto. Porovnejte feSeni cvifeni 18, 19
s feSenim 1loh 13, 14.

20. Postavte kulecnikové koule na uhlopficku stolu tak,
aby jejich vzdjemna vzdalenost byla rovma vzdalenosti
kazdé z nich od rohu stolu. Stanovte drdhu jedné koule
tak, aby se odrazila postupné od tfi stran stolu a zasdhla
druhou kouli. Ma tloha feSeni pfi libovolné pfedepsaném
pofadi stran, od kterych se md koule postupné odrazit?
Lze najit jeji drahu v piipadé, Ze poZadujeme Ctyfnasobny
odraz?

[Kombinujte sklidini soumérnosti, jejichZ osy obsahuji
strany obdélnika. Pro existenci poZadované drahy je roz-
hodujici, abychom body odrazu dostali uvnitf pfislusnych
stran. ]

21. Sestrojte trojihelnik ABC, jsou-li dény velikosti jeho
stran a, ¢ a uhlu « — B. [Uloha je zjednoduienim feSené
ulohy 16.]
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