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III, st

STREDOVA
SOUMERNOST

V této kapitole si ukiZeme nékteré typy tloh, které lze
Fesit vyhodné pomoci stfedové soumérnosti. Jisté vite, jak
piifazujeme obraz danému bodu nebo ttvaru (pfimce,
kruZnici). Pfipomerime si jesté¢ dvé véty o stfedové sou-
mémosti v roviné. Jsou to véty, které Fikaji, Ze za jistych
pfedpokladt existuje privé jedna stfedovd soumérnost
majici dané vlastnosti. -

Je-li din v roviné bod S, existuje prdvé jedna stfedovd
soumérnost se stiedem S.

Je-li dina v roviné dvojice riznych bodii A, B, existuje
pravé jedna stfedovd soumérnost, kterd zobrazuje A v B,
B v A. Jejim stfedem je stied visecky AB.

Zabyvejme se nejprve problémem ,,vzpfifeni® useCky
mezi dvéma Wutvary tak, aby byla ptlena danym bodem S.

Uloha 6. Je ddn &tverec ABCD, piimka p a bod S. Se-
strojte usecku XY tak, aby jejim st¥edem byl bod S a aby bod
X lezel na p, bod Y na obvodu érverce.

Rozbor. Uloha m4 dva neznidmé body X, Y, které jsou
viak zavislé. Kdybychom znali bod X, pfifadili bychom
mu snadno bod Y jako obraz v soumérnosti podle stfedu S.
Bodem X je vSak n&ktery bod ptimky p, ,,vyzkouSime
tedy nékolik bodil pfimky p podobné jako jsme experimen-
tovali pfi feSeni tlohy 4. Na obr. 16b jsou pokusy cisloviny,
nepodafilo se viak najit zkusmo hledanou usecku XVY. Je
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zfejmé, Ze hledany bod Y je bodem pmky p’, kterd je
obrazem pfimky p v soumérnosti podle stfedu S. ZapiSme
si vysledek rozboru:

D c D c

Obr. 16 a, b

Je-li isecka XY ¥eSenim dlohy, pak
bod X je obrazem bodu Y v soumérnosti podle stfedu S,
bod Yle2t 1. na obvodu &tverce ABCD,
2. na obrazu p' pFimky p v soumérnosti
podle stiedu S.
Konstrukce: K. Sestrojime obraz p’ piimky p v sou-
mérnosti podle stiedu S.
K,: Sestrojime spoleény bod Y pFimky p'’
a obvodu Ctrverce.
K;: Sestrojime obraz X bodu Y v soumér-
nosti podle stéedu S.
K,: Sestrojime usecku XY.
Dikaz sprdavnosti konstrukce. Z konstrukce K, plyne, Ze
bod Y leZi na obvodu &tverce. Z konstrukce K, plyne, Ze
bod S je sttedem useCky XY. ProtoZe podle K, zobrazuje

26



soumérnost S (p—p"), zobrazuje také p'—p, proto bod X
(obraz bodu Y ptimky p’) leZi na ptimce p. Dokazali jsme,
Ze sestrojend uisecka ma Zidané vlastnosti.

Diskuse. Konstrukce K, mé pravé jedno feleni. Polet
feSeni konstrukce K, zavisi na vza;cmne poloze piimky p’
a obvodu &tverce ; tyto titvary mohou mit spole¢nou dsecku,
dva rizné body, iedin)'r bod nebo Zidny bod. Konstrukce
K; ma jediné feSeni. Konstrukce K; mé feSeni, pokud je
XY,

I;\'I_éeni-li bod S spole¢nym bodem obvodu étverce a pfim-
ky p, ma loha prave tolik feSeni, kolik jich m4 konstrukce
K,. Je-li bod S spolecnym bodem obvodu étverce a piimky
* p, md tloha vidy o jedno feSeni méné neZ konstrukce K,.

Viimnéte si feSeni dlohy 6 pozorné, zvlasté ;e;1ho zaplsu
Nejste asi zvykli psat shrnutf rozboru. Je viak uZiteCné za-
psat si, co jsme zjistili o nezndmych bodech. Musi to byt
takové jejich vlastnosti, na zikiadé kterych je moZno tyto
body sestrojit. Zpravidla uddvime, na kterych danych
nebo z danych udaji sestrojitelnych zdkladnich k¥ivkich*)
leZi kaZdy neznimy bod. UZivime-li metody zobrazeni,
miZeme neznamy bod sestrojit jako obraz jiného bodu
v nékterém zobrazeni.

Je vam jisté zfejmé, Ze jsme mohli pfi feSeni tlohy 6 pfi-
fazovat obrazy bodiim obvodu &tverce. Dostali bychom
obraz Ctverce v soumérnosti podle stfedu S. Provedte si
feSeni timto zplisobem a zapiSte si je podrobn& podle
vzoru feSeni dlohy 6.

Zvolime-li misto pfimky a ¢tverce jiné utvary, zistane
princip feSeni ziejmé stejny. Podivejte se na obr. 16a, kde
je siln€ vyznaCena “iseCka XY. Dovedli byste sestrojit

*) Pri konstrukcich kruZitkem a pravitkem jsou zdkladnimi kfivkami
kruZnice a pfimky. Neznimé body sestrojujeme jako spolefné body
zdkladnich kiivek.
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&tverec, jehoZ thlopfickou je tsetka XY ? JistéZe ano; pak
také vyfedite i ndsledujici ulohu.

Uloha 7. ¥sou ddny pitmky, a, b a bod S. Sestrojte étverec
XYZU o stfedu S, jehog vrchol X le2f na a, vrchol Z na b.

Resent. Sestrojite-li tiseCku XZ o stfedu S, provedte
navic konstrukci ¢tverce o uhlopfi¢ce XZ. Zapiste si po-
drobné feleni.

Uvedme si nyni lohu, ve které se pouZije dvou stfedo-
vych soumérnosti.

Uloha 8. Ye dina piimka p, krusnice k = (S, r) abody Sy,
S, navzdjem rizné, Sestrojte trojuihelntk ABC tak, aby jeho
vrchol A leZel na p, vrchol B na k a body Sy, S, byly po fadé
stfedy stran AC, BC.

A
P
S1 P sl
R £ = 36
/ \ P
| s’ /'
S+ X //k
~ e -
8 k
Obr. 17

Rozbor (obr. 17). Viechny vrcholy trojihelnika jsou ne-
zndmé, bod C je viak obrazem bodu 4 v soumérnosti S,
o stfedu S, a bodu B v soumérnosti S, o stfedu S,. Bod 4
lezi na pfimce p, jeho obraz A’ = C leZi na obrazu p’
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piimky p v soumérnosti S;. Bod B leZi na %, jeho obraz
B’ = C le#i na obrazu k' kruZnice £ v soumérnosti S,.
Shrime vysledek rozboru:

M-l dloha Fesent, le2i bod C
1. na obraze p’ p¥imky p v S,
2. na obraze k' kruZnice k v S,.

Konstrukce. Jednotlivé kroky konstrukce popiSete snadno
sami. Pamatujte vSak na to, Ze posledni konstrukce musi
sestrojit hledany Gtvar.

Diikaz konstrukce a diskusi provedte podle vzoru uloh
6 a 7. Uloha miZe mit nejvyse dvé rizna feSeni.*)

Ulohy 6, 7, 8 jsou polohové konstruktivni tlohy, protoZe
poZaduji sestrojeni dtvaru, jehoZ vyznaéné prvky maji mit
pfedepsanou polohu. Pomoci stfedové soumérnosti lze
vSak fesit i nepolohové konstruktivni ilohy, tj. lohy nepo-
Zadujici od Zddného prvku hledaného utvaru, kde mé lezet.
Sestrojovani neznimych bodi vSak provddime na zikladé
polohovych vlastnosti (hledime spole¢né body dvou zi-
kladnich kfivek). Chceme-li fesit nepolohovou tlohu, mu-
sime z ni nejprve ucinit dlohu polohovou, a to tak, Ze
umistime n&ktery z danych prvkia utvaru (thel, dsecku
apod.). Umist&ni tohoto prvku pfedchézi vlastnimu feSeni
ulohy, napiSeme je proto jako konstrukci K.

Uloha 9. Sestrojte trojihelntk ABC, zndte-li jeho stranu
¢, téZnici ta a duty thel o sevFeny téénici ta a stranou b.

Rozbor. Pfedpoklidime, Ze tiloha m4 fe3eni a narysujeme
obr. 18. PovaZujme za umistény utvar ihel ¥ MAN =
s vyznaCenou tseckou AS na rameni AN. Neznimé body

*) Ulohu muete fedit také pomoci jediného zobrazeni. Urete je

jako sloZeni stfedovych soumérnosd se stfedy S;, S,. Ktery bod je
obrazem bodu 4 ve vysledném zobrazeni ?
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B, C jsou soumémné podle stfedu S. Bod C leZi na polo-
pfimce AM, bod B na kruZnici 2 = (4, ¢). Hledime-li
polohové vlastnosti boda B, C, providime vlastn€ rozbor
této polohové tlohy:

Obr. 18

Je ddna polopfimka AM, krusnice k = (A, c¢) a bod S.
Sestrojte usecku BC tak, aby bod B lefel na k,, bod C na
polopttmce AM a aby bod S byl stiedem iisecky BC.

Tuto dlohu vyfesime snadno podle vzoru tilohy 6. Vysle-
dek rozboru lze formulovat takto:

Mad-li dloha Fesent,

le#i bod C 1. wonit¥ polopFimky AM,

' 2. na krutnici ¥’ = (A’ c), kterd je
obrazem kruinice k = (A, ¢)
o soumérnosti podle stiedu S.
Konstrukce (ptivodni 1lohy):

K,: Umistime tthel << MAS = w, AS = ta.

K,: Sestrojime k = (A, c).

K,: Sestrojime k' = (A’, ¢) jako obraz kruinice k v sou-

mérnosti podle S.
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K;: Sestrojime bod C jako spolecny bod vnitiku polopiimky
AM a krugnice k.

K,: Sestrojime bod B jako obraz bodu C v soumérnosti dle
stFedu S.

K;: Sestrojime trojuhelnik ABC.

Diikaz konstrukce. JiZz konstrukci K, jsme dosahli toho,
Ze je AS = t, z K, plyne, Ze bod S je stfedem usecky
BC, proto tsecka AS = t5 je téZnici ra trojihelnika
ABC. Z K, a K, plyne dile, ze X CAS = o je Ghlem
sevienym téZnici a stranou AC. Z konstrukce K, plyne, Ze
bod B leZi na k = (4, ¢), je proto AB = c.

Diskuse. Konstrukcti K, nediskutujeme, konstrukce K,
K, maji jediné feSeni. Konstrukci K; mitZeme dostat dva,
jeden nebo Ziddny bod C. Konstrukce K, ma jediné feSeni,
konstrukce K; také, pokud nelezi body A4, B, C na jedné
pfimce. Kdyby viak body 4, B, C leZely na pfimce AM,
leZel by i bod S na AM a 1hel o by byl nulovy nebo pfimy.
ProtoZe tomu tak neni, ma K; pravé jedno feSeni.

Pocet feSeni celé ulohy zdleZi tedy na vzdjemné poloze
polopfimky AM a kruZnice &' = (4, c).*)

U nepolohovych dloh provadime obvykle diskusi i podle
danych udajt, v naSem pfipadé dhlu w a usecek za, c. Tato
diskuse vyZaduje znalost trigonometrie, specidlné trigono-
metrického feSeni pravouhlého trojihelnika. Na obr. 19a
je zobrazen pfipad, kdy je thel o ostry. KruZmice k' =
= (4', ¢) ma s vnititkem polopfimky AM spolecné dva
rizné body pravé tehdy, kdyZ je d < ¢ a souCasné A'4 =
= 2 ta >c. ProtoZze d = AA’ sin @ = 2ta sin w, dostiva-
me podminku 2t4 sin o <c¢ < 2t4. Je-li ¢ = 2t4, ma
kruZnice k£ s vnittkem polopfimky AM jediny spolecny

*) Také tuto dlohu muZete fedit tak, Ze ve stfedové soumérnosti se

stiedem § zobrazite polopfimku AM a vyhledate spole¢né body jejiho
obrazu a kruZnice k.
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bod. Na obr. 19b je tdhel o tupy, kruZnice &’ miZe mit
s vnitfkem polopfimky AM nejvyse jeden spolecny bod,
to nastane pravé tehdy, kdyz je ¢ > 2za.

Obr.19a,b

Vulohich 6 a2 9 byl vidy stfedem stfedové soumér-
nosti dany bod. V fad¢ tloh lze vSak vyuZit i toho, Ze za
stfed soumérnosti zvolime hledany bod.

Uloha 10. e dina krusnice k = (S, r) a jejt vn&j§ bod
A. Sestrojte bod dotyku kruZnice k s jejf tenou prochdzejict
bodem A, nepousivejte véak Thaletovy kruZnice.*)

Rozbor (obr. 20). ProtoZe hledanym bodem T je n&ktery
bod kruZnice %2, musime provést rozbor tak, jako by kazdy
bod kruZnice byl stfedem soumérnosti. Snadno si doka-
Zete, Ze obrazy bodu S v mnoZiné viech soumérnosti, které
maji stfed na kruZnmici %, le?i na krunici &, = (S, 2r).

*) Takovou konstrukci potfebujeme napf. v Loba&evského geo-
metrii, kde neplati véta Thaletova.
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Obraz S’ bodu S v soumérnosti podle hledaného bodu T
le#{ pak jest¢ na kruZnici k, = (4, AS), protoZe je AS’ =
= AS. Rozbor miZeme shrnout takto:

s/
/7 d l]ll— = N
// | :T \\‘
/ | \ A
r \ \
\ SJ‘ k |
\ \ Ik,
\ ) N //
N 2\
~ s

\§~—— -

Obr. 20

Bod T je stfedem soumérnosti zpbrazujlci bod S v bod S’.
Bod 8" lez{ 1.mna k, = (S, 2r),
2.na ky, = (A4, AS).

Konstrukce. K,: Sestrojime krusnici k, = (S, 2r).

K,: Sestrojime krugnici ky = (A4, AS).

K,: Sestrojime spoleény bod S’ kruZnic ky, k,.

K,: Sestrojtme stied T soumérnosti
S(S—>§').

Dalsi fize feSeni muZete provést snmadno sami. VEimli
jste si, Ze v rozboru této tilohy se objevil pomocny nezni-
my bod §’. Doplnili jsme jim uréeni bodu 7. V konstruk-
ci jej sestrojujeme dfive neZ bod T.

Dosud uvedené tlohy byly celkem jednoduché, ukaZme
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si feSeni jedné obtiZn&jii dlohy. Jist& ocenite pomoc, jakou
nim Kk jejimu zvlddnuti poskytne stfedova soumérnost.

Uloha 11. ¥e ddna krusnice k = (O, r) s vyznacenym
primérem PQ a nesecna p kruZnice k, na p je ddn bod S.
Sestrojte bod Z krugnice k, ktery md tu viastnost, Se prisectky
X, Y pFimek PZ, QZ%*) s piimkou p jsou soumérné sdruseny
podle stfedu S.

Obr. 21 3, b

Resent. Na obr. 21a jsou narysoviny dané utvary a dile
pruseliky X, Y pfimek QZ, PZ s ptimkou p. Bod Z je
zvolen libovolné, neni feSenim tlohy. ZkouSejte si na
podobném obrazku dalsi body Z, s body X, Y nebudete

*) V této tloze a vlohich ji podobnych je tfeba povaZovat telnu
kruZnice v bodé P za pfimku PZ v pfipadé, kdy je Z = P. Obdobny
vyznam m4 pfimka QZ v pfipadé, kdy je Z = Q.
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mit asi uspéch, zato si jisté uvédomite, Ze pfimky PZ, OZ
jsou navzajem kolmé pfi kazdém Z.

Rozbor. Na obr. 21b je sestrojen bod Z, ktery je feSenim
ulohy. Priiseciky pfimek ZQ, ZP s pfimkou p jsou oznaleny
pismeny X, Y. Soumérnost se stfedem § zobrazuje na-
vzijem X a Y, zobrazme v ni ,,na zkousku* i bod P a pfim-
ku PY, S (S—»S Y- X, P> P,PY > PX)

Protoze | je piimka PY rovnobéznd s pfimkou P'X a sou-
¢asné kolmad na pfimku QX, je také pfimka P'X kolm4 na
pfimku QX. Vidite, Ze bod X je vrcholem pravého thlu
nad dseckou P'Q. Napi$me si shrnuti rozboru:

Je-li bod Z tefenim dlohy, ndlesi krunici k a pFimkdm
QX, PY.

Bod X leZi 1. na pfimce p,

2. na kruZnici o priméru P'Q.
Bod P’ je obrazem bodu P v soumérnosti o stfedu S.

Konstrukee.
K, : Sestrojime obraz P’bodu P v soumérnosti o stFedu S.
K,: Sestrojime krusnici k' o priméru P'Q.
K,: Sestrojime bod X jako spolecny bod primky p a kruini-
ce k.
K,: Sestrojime pFimku QX.
K;: Sestrojime bod Z jako spolecny bod kruznice k a pFimky
(0). 8
Diikaz sprdvnosti konstrukce. Z konstrukce K, plyne, Ze
je P’'X kolma na QX. Z konstrukci K;, K, plyne podle
Thaletovy véty, Ze je PZ kolmd na QZ = QX. Pfimky
PZ, P'X jsou kolmé k téZe pfimce, proto navzijem rovno-
bé&Zné. Protoze P'X protind p, protind ji i pifimka PZ,
ozna¢me prisecik jako bod Y. Soumérnost § se sttedem S
zobrazuje P — P, P’ - P, p — p, pfimku P'X v rovno-
b&Zku prochézejici bodem P. Touto rovnobézkou je viak
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pfimka®PZ = PY. Pruselik pfimek P'X, p pfejde v pri-
selik obrazit téchto pfimek, tj. bod X pfejde v bod Y.
V disledku toho je bod S stfedem tsecky XY.

Diskuse. Konstrukce”K;,* K,”maji prav& jedno feleni,
pfitom bod P’ leZi uvnitf opalné poloroviny vytaté pHim-
kou p neZ bod Q. Pfimka p obsahuje vnitfni bod usecky
P’'Q, proto i vnitfni bod kruZnice k', konstrukce K; md
pravé dvé feleni. Konstrukce K,, K; maji jediné feSeni.
Celkov& mé tedy tdloha praveé dvé feSeni.*)

Umély obrat, kterého jsme uZili, 1ze snad nejlépe cha-
rakterisovat takto: v soumé&mosti, kterd pfevidi jeden ne-
znimy bod v druhy, jsme zobrazili jeden z danych bodii,
nikoliv viechny dané body. V dal$im textu poznite, Ze pro
uZiti zobrazeni je v mnoha ptipadech typické to, Ze v ném
zobrazujeme jen nékteré dané utvary a hleddme pak jejich
vztahy k nezobrazenym bodam.

V kapitole III jsme si ukazali Glohy, v nichZ byl stfedem
soumérnosti dany bod (ulohy 6, 7, 9, 11), dva dané body
(dloha 8) nebo hledany bod (tiloha 10).

Cvileni

11. Jsou ddny dvé soustfedné kruXnice k,, k, a bod S na
mensi z nich. Sestrojte rovnobéZnik se stfedem S, jehoZ
vrcholy leZi na danych kruZnicich.

12. Jsou diny Ctyfi kruZnice a bod S. Sestrojte rovnob&z-
nik XYUV se stfedem S, jehoZ kaZdy vrchol leZi na jedné
z danych kruZnic,

13. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li déno:

*) V piipadé, Ze je pfimka p rovnobéZni s primé&rem PQ, 1ze tilohu
snadno fedit pomoci stejnolehlosti.
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1. ta, tp, tc, 4, tp, Un, DA,

2. ta, tB, Ys 5. A, VG >

3. ta, UB; UG, 6. ta, B, Y.

[Umistéte té&%nici za = AS a stanovte mnoZiny bodd,
kterym naleZeji nezndmé vrcholy B, C. VyuZijte k tomu
viastnosti t&Zist€ nebo vzddlenosti bodu S od stran 4B,
AC trojihelnika, dostanete bud kruZnice, oblouky kruZnic,
piimky nebo polopfimky. Dile postupujte podle tilohy 9.]
14, Zobecnéte ulohu 11 v tom smyslu, Ze zvolite body P, Q
libovolné na kruZnici &, nikoliv jako body diametralné proti-
lehlé.

[PHi feSeni vyuZijte vlastnosti obvodového thlu PZQ;
pamatujte na existenci dvou obloukt dané kruZnice s kraj-
nimi body P, Q.]
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