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4.

NEJVETSI SPOLECNY DELITEL
A NEJMENS{ SPOLECNY
NASOBEK

Spolecnym délitelem ptirozenych Cisel ay, a,, as,..., ay
nazyvame to pfirozené Cislo d, kterym je kazdé z Cisel ay,
Qsy..., a; délitelné. Je-li ddna skupina pfirozenych Cisel
a,, dy, dsy... ag, je vidy moZno vyhledat nejvétsi z jejich
spolecnych délitelti. Toto Cislo se nazyva nejvéts? spolecny
délitel Cisel ay, a,y ays..., ar 2 0znatuje se D (a;, gy, dsy...»
ak). '

Nejvétsi spoletny délitel dvou danych pfirozenych ¢isel
se hledd bud rozkladem v prvocinitele nebo metodou po-
stupného déleni, zvanou téz Euklidiv algoritmus. Oba zpa-
soby si ukdZeme v piikladech.

P¥iklad 15. Urdete D (165, 198).

Reseni. V ptikladé jsou déna mald &sla, kterd snadno
rozloZime v prvoCinitele. K uréeni D (165, 198) uZijeme
tedy metody prvni.

Obé¢ dana disla rozloZime v prvocinitele. Plati 165 =
=3.5.11, 198 = 2.3%.11. Ze ziskanych prvoliniteld vy-
bereme vSechny spolecné prvocinitele a kaZzdého z nich
vezmeme s nejmensim mocnitelem, jaky se vyskytuje v na-
lezenych rozkladech; vysledna cisla znasobime. Vychazi
tedy D (165, 198) = 3.11 = 33.
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P#iklad 16. Urlete D (9694, 4181).

Resent. Zde je rozklad v prvolinitele dosti obtiZny, proto
pouZijeme metody postupného déleni. Nejprve délime véisi
Cislo Cislem menSim, potom mensi &islo délime prvnim
zbytkem, dile prvni zbytek délime druhym zbytkem a po-
dobn¢ pokracujeme tak dlouho, aZ dostaneme podil beze
zbytku. Prvni délitel, pfi kterém vyjde déleni beze zbytku,
je hledany nejvétsi spoleCny délitel.

Pro vypocet D (9694, 4181) dostavame postupné

} 9694 = 4181.2 + 1332,
4181 = 1332.3 + 185,
1332 = 185.7 + 37,
185 = 37.5.

Je tedy D (9694, 4181) = 37.

Poznamenejme jesté, Ze metoda postupné¢ho déleni je
pro vyhledani nejvétSiho spoledného délitele zvlast vhodna,
chceme-li pfi vypoctu pouZit b&Znych kancelafskych poci-
tacich strojii. Na téchto strojich se totiZ déleni provadi
velmi snadno a cely postup — i pfi dosti velkych Cislech —
provedeme tak ve velmi kritké dobé.

Plati-li D (a,, a,, as,..., a,) = 1 fikdme, Ze Cisla a,
ay, a3, . . ., ag jsou nesoudéind. 1 tento pojem si pocvi¢ime na
dvou piikladech.

P¥iklad 17. Kolika zpisoby je moZno vyjadfit ¢islo 60
jako soulin dvou nesoudélnych ptirozenych cisel?

Resent. Delitelé &isla 60 jsou po fadé &isla 1, 2, 3, 4, 5,
6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. Plati
60 = 1.60, 60 = 2.30, 60 =3.20, 60 =4.15,
60 =5.12, 60 = 6.10, 60 =10.6, 60 =12.5,
60 = 15.4, 60 = 20.3, 60 = 30.2, 60=60.1.
Je patrné, Ze rozklady 60 = 2.30, 60 = 6.10, 60 =
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= 10.6, 60 = 30.2 nevyhovuji podminkidm na$i dlohy.

Odpovéd. Nehledime-1i k pofadi cm.ttelu, je moZno Cislo
60 vyjadrit étyfmi zplisoby jako soudin dvou nesoudélnych
pfirozenych ¢isel. Kdybychom oviem k porad1 Ciniteld pfi-
hliZeli, méla by tato \iloha celkem osm FeSeni.

Priklad 18. Kolika zpiasoby je moZno vyjadfit &islo 60
jako soucet dvou nesoudélnych pfirozenych Cisel ?

Reseni. Mame vyjadfit &islo. 60 ve tvaru 60 = x + y,
kde x, y jsou nesoudélna ¢isla. Z tohoto vyjadfeni vyplyva,
Ze také Cisla 60 a x jsou nesoudélnd. Kdyby totiZ nesoudélna
nebyla, delil by jejich nejv&tsi spolecny délitel také &islo y,
takZe by ani Cisla x, y nebyla nesoudélna.

Vyhleddme tedy nejprve vSechna pfirozena Cisla x, ktera
)solu mensi nez 60 a nesoudélna s Cislem 60. Jsou to tato
Cisla:

1,7, 11, 13, 17, 1923293137414347495359

Dochazune tak k témto souctim

60 = 1+ 59, 60 = 74 53, 60 =11 + 49,

60 = 13 4 47, 60 = 17 + 43, 60 = 19 4- 41,

60 = 23 + 37, 60 = 29 4 31, 60 = 31 + 29,

60 = 37 - 23, 60 =41+ 19, 60 = 43 4 17,

60 = 47 + 13, 60 = 49 4 11, 60 =534 17,
60 =59 + 1.

Odpovéd. Nehledime-li k pofadi s¢itancu, je moZno Cislo
60 vyjadfit osmi zphsoby jako souCet dvou nesoudélnych
pfirozenych cCisel. Pfihlédneme-li oviem k pofadi s¢itancd,
m4 tato 1loha celkem 16 feSeni.

Pojem nejvétsiho spoletného délitele se Casto vyskytuje
pfi numerickém pocitdni. UkaZme si jeden pfiklad, kdy se
nejvétsiho spoletného-délitele vyuZiva k tomu, aby se na-
vrhl co nejvhodnéjsi ozubeny pfevod v urditém stroji.
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P¥iklad 19. Na obr. 1 vidime ozubeny pfevod sloZeny
ze dvou kol: men3i kolo mé 10 zub1, kolo vétsi ma 20 zubu.
Srovnejme tento obrazek s obr. 2, ktery znazoriuje rovnéz
ozubeny prevod sloZeny ze dvou kol. Kolo mensi mé zde 12
zub, kolo vétsi 25 zubl. Ktery pievod se méné opotie-
buje pfi nahodilé vadé zubu?

Obr. 1.

Obr. 2.

Reseni. Abychom na danou otdzlku odpovédéli, uvaZujme
takto: U prvni dvojice kol bude vzdy tyZz zub vétiiho kola
(na obr. 1 jsme jej oznalili teCkou) zapadat do téZze mezery
kola menSiho; nastane to totiz po kazdé druhé plné oticce
mensiho kola, nebot D (10, 20) = 10. Bude-li tedy ndho-
dou zub, ktery jsme v obr. 1 oznalili teCkou, néjak zi-
vadny, bude se i druhé, mensi kolo, v uréitém misté velmi
rychle opotfebovavat.

V piipadé druhém je situace zcela jind. Zub, ktery jsme
na vétSim kole oznacili teckou, zapadne znovu do téZe
mezery mensiho kola teprve tehdy, aZ mensi kolo vykona
25 plnych otacek, Cisla 12 a 25 jsou totiZ nesoudélnd —
plati D (12, 25) = 1. Nahodild vada zubu se tak rovnomér-
néji rozdéli pfi svém plsobeni na viechny mezery mensiho
kola a soukoli se bude méné opotfebovivat. Tim jsme tedy
nasli odpovéd na otdzku, ktery z obou pievodi je vyhod-
né&jsi.
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Spoleénym ndsobkem plirozenych &sel a,, a5 ag..., @i
nazyvame to pfirozené Cislo n, které je déliteiné kazdym
z tisel a;, ay, ay;..., ar. K dané skuping pfirozenych Cisel
@y, gy Qgs- - - » Ax j€ VZAy moZno najit nejmensi z jejich spo-
le¢nych nasobkii. Cislo, které takto nalezneme, se nazyvi
nejmen$i spolecny ndsobek Lisel a,, a,, a,,..., a; a oznaluje
se n(ay, ag ds;---> Ak)-

Nejmensi spolecny ndsobek dvou pfirozenych Cisel hle-
dame bud rozkladem v prvocinitele nebo pomoci jistého
vztahu mezi nejmenSim spoletnym ndsobkem a nejvESim
spoletnym délitelem. Probereme si to opét na pfikladech.

Piiklad 20. Urcete n(440, 660).

Reseni. Cisla 440 a 660 snadno rozloZime v prvotinitele;
plati 440 = 28.5.11, 660 = 22.3.5.11. Abychom ur¢ili
n (440, 660) vezmeme ziskané prvoginitele s nejvétsimi moc-
niteli, jaké se u nich v rozkladech vyskytuji, a tato isla
znisobime. Dostivime tak n(440, 660) = 23.3.5.11 =
= 1320.

P¥iklad 21. Urcete n (9694, 4181).

Reseni. UrCovéinim D (9694, 4181) jsme se uZ zabjvali
v piiklad¢ 16. Konstatovali jsme tam, Ze rozklad v prvo-
Cinitele by byl pro dani Cisla dosti pracny. Pro vypocet
n (9694, 4181) pouzijeme zde této poudky:

Soucin nejmensiho spoleéného ndsobku a nejvétstho spo-
lecného délitele dvou danych piirozenych Cisel je roven sou-
éinu téchto pfirozenych cisel,

Pro na3 pfipad to znamen4, %e plad
n(9694, 4181).D (9694, 4181) = 9694.4181.

Z ptilkladu 16 vime, Ze D (9694, 4181) = 37, takZe
n(9694, 4181).37 = 9694.4181
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a dale
9694 .4181
37 ’

Pro numericky vypocet je zbytetné proviadét nisobeni
v Citateli, plati totiz 4181 : 37 = 113, takZe

n(9694, 4181) = 9694.113 = 1 095 422.

Odpovéd. n(9694, 4181) = 1 095 422.

Vénujme nyni pozornost pfikladim, ve kterych se vy-
skytuje jak pojem nejvétiiho spoleéného délitele, tak pojem
nejmensiho spoleCného nisobku.

n(9694, 4181) =

PFiklad 22. Urlete dve &isla, jejichZ nejvétsi spoletny
délitel je 2 a nejmensi spolecny nasobek je 12.

Reseni. Ozname hledani &isla pismena x, y ; oznaceni &isel
muZeme volit tak, Ze x < y. ProtoZe nejvetsi spoleCny déli-
tel Cisel x, y je roven &islu 2, miZeme Cisla x, y vyjadrit
ve tvaru x = 2x,, y = 2y;, kde x,, y; jsou vhodna Cisla
navzajem nesoudélni. Nejmensi spoleCry nasobek Cisel
2x,, 2y, je ztejmé roven Cislu 2x, y,, takZe mad platit 2x,y, =
= 12 ¢ili x,y, = 6. Protoze &isla x,, y, maji byt nesoudélna
a protoZe ma ziroved platit x, < y,, vyplyva ze vztahu
%y, = 6 bud fefeni x, = 1, y, = 6 nebo feleni x; = 2,
»1 = 3. Vratime-li se nyni k ¢islim x, y, dostivime bud
dvojici x = 2, y = 12 nebo dvojici x = 4, y = 6. Zkous-
kou se snadno pfesvédéime, Ze obé tyto dvojice vyhovuji
nasi aloze. ,

Odpovéd. Nehledime-li na pofadi hledanych Cisel, vy-
hovuji dané tloze pravé dvé dvojice x = 2, y = 12 nebo
x=4,y=6.

Pkiklad 23. Urlete dvé &isla, jejich? nejvétdi spolelny
délitel je 7 a nejmensi spoleény nisobek je 22.

29



Reseni. Snadno nahlédneme, ¥e neni moZno najét Zadnou
-dvojici Cisel, kterd by vyhovovala uvaZovanym podmin-
kdm. Nejmensi spolecny nasobek musi byt totiz vidycky
nisobkem nejvétsiho spoletného délitele, to vSak neni
splnéno v textu nasi ulohy (Cislo 7 nedéli ¢islo 22).

PFiklad 24. Urcete dvé Cisla, jejichZ nejmensi spoleny
nasobek je o 7 vétsi neZ jejich nejvétsi spolecny délitel,

Refeni. Oznalme opét hledana Cisla pismeny x, y, pHi
cemZ volime oznaceni tak, aby platilo x < y. Podle textu
nasi dilohy ma platit

n(x, y) — D(x, 3) = 7. 1

Protoze D(x, y) déli &islo n(x, y), dostdvime z tohoto
vztahu, Ze D (x, y) déli také &islo 7. Mame tedy dvé moz-
nosti: bud D(x, y) = 1 nebo D(x, y) = 7. Probereme kazdy
z té€chto pfipadn zvlast.

]e-h D(x, y) = 1, jsou disla Xy nesoudélnd. Pro nej-
mensi spolecny nasobek pak mame vztah n(x, y) = xy,
takZe rovnice (1) pfejde na tvar xy — 1 = 7 ¢ili xy = 8.
Vzhledem k predpokladum x =<y, D(x, y) =1 vyplyva
odtud snadno, Ze x =1, y =

Je-li D(x, ) =17, pak Cisla x, y muZeme vyjadfit ve
tvaru x = 7x,, y = 7y1, kde x;, y, jsou nesoudélna Cisla
spliujici nerovnost x; < y,. Pro n(x, y) dostivime pak
postupné n(x, y) = n(7x1, Ty) = 7n(x1, y1) = Tx,y,. Vra-
time-li se opét k rovnici (1), mame 7x,y, — 7 = 7 Cili
Tx,y; = 14 ¢ili x,y;, = 2. Vzhledem k pfedpokladiim o ¢is-
lech x,, y, dostivime zde jediny vysledek toti% x, = 1,
¥, = 2, coZ pro Cisla x, y znameni, Ze x = 7,y = 14.

Zkouskou se muZeme piesvedcit, Ze obé dvojice, ke kte-
rym jsme dospéli, vyhovuji dané tloze. Plati totizn (1,8) =
=8, D(1, 8) =1, takZe rovnice (1) je skutetné spinéna;
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dile je n(7, 14) = 14, D(7, 14) = 7, takZe opét plati rov-
nice (1).

Ulohy

29. Vypoctéte a) D(396, 444); b) D(3293, 3827);
c) D(3797, 4129); d) D(396, 444, 616); e) D(910, 1012,
1020, 1291).

30. Vypoltéte a) n (43, 258); b) n (1000, 1283); c)
n (12, 15, 18); d) n (10, 15, 20, 25).

31. Jak se zméni nejvétsi spolecny délitel dvou pfiroze-
nych Cisel, jestliZe kazdé z Cisel znasobime dvéma.

32. Jak se zméni nejmensi spole¢ny nasobek dvou pfiro-
zenych Cisel, jestlize kazdé z Cisel zndsobime tfemi.

33. Jsou-li dana libovolnd dvé pfirozena Cisla a, b ta-
kova, Ze b déli a, pak vZdy je moZno najit aspoii jednu dvo-
jici pfirozenych C&isel x, y takovou, Ze n(x, y) = a,
D (x, y) = b. DokaZte.

34. Kolika zpusoby je moZno vyjadfit &islo 21 jako soulet
tfi prvocisel ?
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