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2.

DELENI SE ZBYTKEM
A DELENI BEZE ZBYTKU

Ve stfedoSkolské aritmetice miZeme sledovat dva sméry:
miZeme bud vice zduraziiovat numerické pocitini, nebo
se vice pfiklonit k teorii. NeZ pfikroCime k numerickym
pfikladim na déleni dvou pfirozenych disel, pfipomefime
si pfesny matematicky vyznam tohoto pocetniho vykomu.

Jsou-li dina libovolnd dvé pfirozena lisla a, b, potom
vZdycky je moZno majit dv& celd neziporna Cisla &, r tak,
Zeplati

a=>bk+r, 0=r<b. (¢))

Dvojice &sel k, r je &isly a, b uréena jednozna&ng&. Uloze,
ve které se ma k dané dvojici pfirozenych &isel a; b najit
dvojice celych nezapornych Cisel &, r spliiujicich vztahy (1),
se fika délent; Cislo a je dé€lenec, &islo b je délitel. Viimnéme
si nyni podrobnéji &isla r. Je-li r > 0, mluvime o délent
se zbytkem. V tomto pfipadé se Cislo % nazyvad Cdstecny
podil a &islo r je zbytek. JestliZe je r = 0, mluvime o déleni
beze zbyrku; Cislo k se pak nazyva podil.

Pkiklad 3. Vypoltéte CisteCny podil a zbytek, je-li
délenec a = 100, délitel b = 27.

Reseni. Pro a = 100, b = 27 snadno nalezneme, Ze je
k=3, r=19. Plati totiZ 100 = 27.3 + 19, pfifem2
0 < 19 < 27. Numericky vypolet jsme ze Skoly zvykli
vyjadfovat napt. Ye tvaru 100 :27 | 3,
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z n&hoZ je téZ patrno, jak vySel ¢astedny podil a jak zbytek.

Dile si vSimn&€me podrobnéji d&leni beze zbytku. Jestlize
plati @ = b.k, pak fikdme, Ze islo b délf Cislo a nebo Ze
&islo b je délitelem™) Cisla a nebo Ze Cislo a je délitelné
¢islem b nebo koneCné té%, Ze &islo a je ndsobkem &isla b.
Pro stru¢nost vyjadfovini je utelné roz$ifit délitelnost i na
dislo uula: podle této roziifené definice plati, Ze kazdé
prirozené Cislo déli ¢islo 0.

P¥iklad 4. Které z &sel 1352 a 1757 je délitelné sedmi?

Resent. Cislo 1352 neni délitelné sedmi; plati totiZ
1352 = 7.193 + 1. Cislo 1757 je sedmi délitelné, nebot
1757 = 7.251.

Vyjadfeni ¢isla pomoci &istedného podilu a zbytku
miZeme nékdy s vyhodou uZit pro zkriceni numerického
vypocftu, jak si to ukdZeme v dal%im prikladé.

PFiklad 5. UkaZte, Ze &islo 2% + 10 je délitelné
tHinict. 1

Resent. Nejprve budeme upravovat mocninu 21%, Plati
2100 — (24)26 — 1626 = (13.1 - 3)25. DalSi umocfiovani zde
nemusime aZ do konce providét. Podle binomické véty**)
je totiZ (13 + 3)2 = (23).13% | (23).13%4.3 + (23).13%,
324 L+ (31). 131324 4 (33).3%,

*) Prosim &tendfe, aby si uvédomil, Ze samotné slovo ,,dé&litel‘* ma
v nafich dvahich dva odliiné vyznamy. ZileZi oviem vidy na
spojeni, v jakém toto slovo uZijeme. To ostatné neni celkem nic
divného, vidy? i slova ,,d€leni zde uZivime rovné% ve dvou riz-
nych vyznamech. .

#*#) Pfipomefime si definici kombina&niho &isla. Plati

(n)_n.(ﬁ—l).(n-2)...(n—k+1)
)71 23 0k
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Posledniho Clenu na pravé strané si na okamZik nevsi-
mejme. Vidime, Ze ze vSech zbyvajicich ¢lenti na stran&
pravé je moZno vytknout &islo 13, plati tedy (13 + 3)% =
= 13a 4 3%, kde a je vhodné pfirozené Cislo*). |

Dile si vSéimnéme mocniny 325, kterd se vyskytuje ve vy-
sledku dosud nalezeném. Plati 328 = 324,31 — (3%)8.3 =
= 278.3 = (13.2 + 1)%.3. Opét budeme pouZivat. bino-
mické poucky a uZijeme obdobného obratu jako pfi upravé
mocniny 16%5. Vyraz (13.2 4 1)8 maZeme vyjadiit ve tvaru
136 + 15, kde & je vhodné ptirozené &islo (jehoZ vypoctem
se zde opét nemusime zabyvat). Dostali jsme tedy, Ze 326 =
(136 + 1).3 = 13.3b + 3. Vratime-li se k pivodn& dané-
mu Cislu 2% + 10 a pouZijeme-li vSech dil¢ich vysledka,
mame .
210+ 10=13a+ (13.35+3)+ 10=13a+ 30+ 1).

Odpovéd. Cislo 21% 4~ 10 je skutedné délitelné tfindcti_

Casto se vyskytuje tiloha, ve které se ma dokazat, %e
dany mnohoclen f(r) je pro vSechna pfirozena Cisla n dé-
litelny nékterym pevné danym pfirozenym dCislem. Tuto
problematiku si ukdZeme na pfikladech 6 a 7.

Priklad 6. Je-li n libovolné pfirozené Cislo, pak Cislo
n® — n je d&litelné Sesti. DokaZte.

Reseni. Doka%eme nejprve, %e &islo 72 — n je délitelné
tfemi. Dvojélen #* — n upravujeme postupné takto

n—n=nm—-1)=nMm—1).(n+1)=
=m—1D.n(n+1).

Rozlozili jsme tedy vyraz n® — n v soulin tfi {initeld;

*) Nebudeme se zde zabyvat pfesnym vypoltem &isla a, nebot to je
pro naje ucely zbyteéné.
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tito Cinitelé jsou tfi po sob& jdouci celd nezipornd Cisla
n— 1, n, n 4+ 1. Probirame-li po fad& vSechna celd neza-
porné Cisla, je zndmo, Ze kaZdé tfeti z nich je délitelné
tfemi. ProtoZe &isla n — 1, n, n + 1 tvofi trojici po sobé
jdoucich celych nezdpomnych &isel, musi byt jedno z nich
délitelné tfemi a proto takeé jejich soudin #° — n je délitelny
tfemi.

Dile dokiZzeme, Ze Cislo n® — n je délitelné dvéma. Pro-
birame-li po fad¢ viechna celd nezdpornd Cisla, stfida se
vZdy Cislo sudé s Cislem lichym.*) Z toho plyne, Ze alespoii
jedno z &isel n — 1, m, n + 1 .je sudé, a tedy také soucin
téchto &isel je sudy.

ProtoZe pro libovolné Cislo n je rozdil »® — n délitelny
jednak tfemi, jednak dvéma, je tento rozdil (jak jisté vite
ze $koly) nutné délitelny Sesti. To je prévé tvrzeni, které
jsme méli dokdzat,

Jiné ¥eseni. Ctenat, ktery zni princip matematické in-
dukce,**) miZe nasi dlohu fesit takto:

“Pro n=1plati n* —n=13—1=0; Cislo 0 je dé-
litelné Sesti, takZe tvrzeni v tomto pripadé plati.

Ptedpoklidejme, %e tvrzeni, které mame dokazat, plati
pro nékteré pfirozené Cislo 7, a budeme je dokazovat pro
piirozené Cislo n + 1. Jestlize ve vyrazu »® — n misto n
piseme n + 1, dostdvime (n + 1)® — (» + 1). Upravu-
jeme tento vysledek takto:

m+1P—m+1D)=n*+3n*+3n+1—n—1=
=M -+ +3m)=00*—n)+3n.(n+1).
Vyraz 3n.(n + 1) je délitelny tfemi, snadno v3ak na-

*) Ze $koly vime, Ze &islo sud¢ je to, které je délitelné dv&ma, a &islo
liché to, které neni délitelné dvéma.

**) Pouleni 0 matematické indukci najdete napf. v knifce I. S. So-
minského ,,Metoda matematické indukce (1. sv. Populdrnich pfed-
nisek 0 matematice, SNTL).
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hlédneme, Ze je délitelny také dvéma. Je délitelny tedy
Sesti. Vyraz n® — n je délitelny Sesti, nebot to je pfedpo-
klad, ze kterého jsme vySli. Je tedy také soucet téchto
dvou vyrazh délitelny Sesti. Tento soulet je viak (jak vime)
roven (n + 1)° — (n + 1). Z ptedpokladu, Ze naSe tvrzeni
plati pro n&které pru‘ozene islo n, plyne, Ze toto tvrzeni
plati téZ pro pfirozené dislo n + 1. Dikaz matematickou
indukci je tim podan.

Ptiklad 7. je obdobny tomu, ktery jsme pravé rozfesili,
avsak pfi jeho feSeni budeme potfebovat sloZit&jSich mate-
matickych obrati.

Pi"lklad 7. Je-li n libovolné pfirozené Cislo, pak éislo
— n je délitelné péti. DokaZte.

Reseni. Rozdil #° — n upravujme takto: n% —n =
=n.(m—1D=n@—-1D.r+D=n.(n—1).(n+1).
.(n? + 1). Nepodafilo se nim zde rozloZit uvaZované &islo
v soudlin péti po sobé jdoucich celych &isel (pak bychom
totiZ tvrzeni snadno dokizali obdobnym pestupem, jak to
bylo provedeno v pfedchazejicim piiklad€). PomtZeme si
v3ak timto obratem:

UvaZme, jak se lifi soudin (n — 1).n.(n + 1).(n + 2).
.(n + 3) od naseho soutinu (n — 1).7n.(n + 1).(n%2 4+ 1).
Jejich rozdil je

m—Dnm+1D.[n+2)(n+3)— 0+ 1)]=

=mn—Dnm+1D).[m+5n+6—n*—1]=
=m—Dn(n+D.0Gn+5=50—1.n(n+ 132

Je vidét, Ze tento rozdil je délitelny péu. Soucin
(n— 1).n. (n + 1.(n + 2) (n -+ 3) je viak zfejmé dé&li-
telny péti, nebot je to soucin péti po sobé jdoucich celych
nezdpomnych isel. Z dvahy o rozdilu proto vyplyva, Ze také
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na$ soulin (n — 1).n.(r 4+ 1).(n?* + 1) je délitelny p&d.
Tim je dilkaz proveden.

Pienechdvame Ctenifi, aby i v tomto pfiklad& podal jiné
feSeni, pfi kterém se pouZivé principu matematické indukce.

Poznamenejme, Ze pfiklady 6 a 7 jsou vlastn€ speciilnim
tvarem jedné slavné Ciselné&teoretické véty, kterd se nazyva
mald véta Fermarova.*) Francouzsky pravnik a matematik
Pierre de Fermar (1601—1665) si dobyl pfedniho mista
v matematice svymi pracemi z teorie Cisel a patfi mezi prvni
péstitele analytické geometrie.

V daldim pfikladé budeme opé&t pouzivat matematické
indukce.

PFiklad 8. Je-li n libovolné pfirozené dislo, pak &islo
6 — 8 je délitelné sedmi. DokaZte.

Resent. Diikaz poddme matematickou indukci.
Pro n = 1 dostavame
6" —8—=62—8=36—8=28,
takZe v tomto pfipad€ vychdzi Cislo délitelné sedmi.
Pfedpoklidejme nyni, Ze naSe tvrzeni plati pro jisté
firozené Cislo n a dokiZeme, Ze plati také pro pfirozené
islo n + 1. JestliZe ve vyrazu 62* — 8 misto » piSeme
n + 1, dostdvdme vyraz 6% (» + 1) — 8, Upravme
62(n+1) _8—_@0+2_ 8 — G20 62— 8§ —
= 621.36 — 8 = (62" — 8) + 35.6%".

Podle pfedpokladu je &islo 62 — 8 délitelné sedmi; je
vidé&t, Ze také &islo 35.6% je sedmi délitelné, takZe i soulet
(6% — 8) + 35.6%»
je délitelny sedmi. To vSak znamend, %e jsme provedli

i druhy indukéni krok a dikaz tvrzeni je dm podén.

*) Tato véta,z‘m : je-li p libovolnd prvodisio a n libovolné pFirozené Hslo,
pak nP — n je delitelné Eislem p.

14



Ulohy

5. Ve skole jste se ulili znaky délitelnosti dvéma, tfemi,
&tyfmi, péti, osmi, deviti, desiti a jedenicti. Zopakujte si
tyto poucky.

6. Urclete nejmensi pi'irozcné ¢islo délitelné jedendcti,
které je zapsino Cislicemi vesmés riiznymi.

7. Urlete vSechna pfirozena cxsla, jimiz je délitelné
dislo 60.

8. Vyhledejte ne]men§1 pru'ozené c1slo, které je délitelné
kazdym z &isel 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10.

9. Kazdé celé nezaporne c1slo je moZno vyjadfit v- pravé
jednom ze tvari 5%, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3, 5k + 4, kde
% je vhodné celé nezdporné Cislo. DokaZte.

10. UkaZte, Ze &islo 1724 4 35313 je délitelné sedmnacti.

11. Jsou-li g, b libovolnd dvé pfirozena Cisla, pak Cislo
a® + b? je délitelné Cislem a 4+ b; dokaZte.

12. Pita mocnina libovolného pfirozeného ¢isla je za-
konCena stejnou Cislici jako Cislo, které se umociovalo.
Zdtvodnéte, pro¢ je tomu tak.

13. Je-li n libovolné pfirozené Cislo, pak islo n? — n
je délitelné sedmi. DokaZte.

14. Cislo a, = 2.3% — 4 4- 5 je délitelné jedenicti pro
kazdé ptirozené Cislo n. Dokazte.
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