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Ukaite, Ze fici, Ze z A logicky nutnd vyplyvéa B (B je logicky di-
sledek 4) je totéZ, jak Fici, Ze vypovéd A — B je jednotkou (pifisluiné
Booleovy algebry vypovédi, je tautologickou vypovédf).

5. Riei, 2o A ddvé nutnou podminku pro B znadi B C A. Riei, Ze 4
dévé nutnou a postadujici podminku pro B znadi: 4 = B.

a) Oduvednéte nésledujici, v matematice &asto uifvany postup
dikazu nutnosti a postatitelnosti podminky A pro B: # .

Existuje n vypovddl Cy, Cy, ..., Cn tak, 26 A = C,, B'= C, (j pevné
l<j<n)zC;plyne C;,pros =1,2,...,n— 1 az Cy plyne C,
(t. zv. zévér pomoci implikaéniho kruhu).

b) Oduvodnéte, Ze dokézat, e z A plyne B, je totéZ, jako dokézat,
%e z ~ B plyne ~ A.

¢) Oduvodnéte t. zv. nepfimy diukazovy postup: dokézat, %e z 4
plyne B, je totéZz jako dokézat, e z predpokladu ~ B & A plyne
kontradiktorické (spornd) vypovéd.

2,9. MODULARNI SVAZY. MODULARNI A KOMPLE-

MENTARNI SVAZY. PROJEKTIVNI GEOMETRIE JA-

KO SVAZ. SPOJITE DIMENSIONALNI PROJEKTIVNI
GEOMETRIE.

Jako v 1. &dsti knizky (jednajici o grupidch) ndm zbyvé
i zde k viceméné systematickym vykladim o zikladnich
pojmech a nékterych druzich svazii, jez tvofi hlavni obsah
této druhé &isti, pfipojit nakonec zb&zny pohled na nékteré
dalsi otdzky a vysledky theorie svazi a jejich aplikaci, na néz
se tu nedostalo a ani nemohlo dostat. To je viak dloha t&7i,
ne# v piipadé grup, jednak proto, Ze theorie svazi je (v da-
leko v&tsi mife neZ dnes jiZz vykrystalisovand a dlouhym vy-
vojem proSld theorie grup) dosud ve stadiu poddteéniho roz-
voje, v némZ neni jestd zcela jasno, jak pijde dalsi vyvoj a co
z neddvnych objevid si podrii trvalou cenu v matematice
i v aplikacich. Za druhé je potiZ v tom, Ze do hloubky jdoueci
aplikace theorie svazl v ostatni matematice, o nichZ by bylo
zahodno zde informovat, vyZaduji dosti znaénych znalosti a
rozhledu v souéasné matematice, po pf. matematické logice.

Tak zejména v abstraktni algebfe piedstavuje aplikace
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theorie svazit formulaci jddra nékterych velmi obecnych
algebraickych principti. Bez znalosti soudasné abstraktni al-
gebry je tedy téZko o tom néco Fici.

Proto omezime nd$ pohled na dalsi vysledky a pojmy
z theorie svazi opravdu jen na nékolik mélo ukdzek, jez se
daji alespoti naznaéit bez daliich ndroki na étendfovy mate:
matické védomosti. Rekli jsme si ji#, ze zdkladni axiomy
theorie svazii 1’ aZ 5° ptedstavuji, jak se zd4, jeStd prilis
Sirokou a neucelenou zdkladnu pro rozvijeni hlubsi theorie.
Zékladni axiomy je proto tfeba jesté& doplnit dalsimi axiomy:
To doplnéni, které jsme provedli nejprve, totiZ pEipojeni
obou axiomu distributivity, nds vedlo k t. zv. distributiv-
nim svazim. Byly to privé ty svazy, kde se svazové spo-
jovani a protindni dalo (v isomorfni representaci) vystihnout
mnoZinovym spojovinim & mnoZinovym protindnim (ve
vhodném svazu mnoZin ¢&ili v t. zv. mnoZzinovém okruhu).
Pfipojeni dalsiho axiomu 7 (axiomu dopliiku) jsme pak do-
stali t. zv. Booleovy algebry.

V mnoha ¢&asto se vyskytujicich typech svazi nejen, Ze
neni ani fedi o dopliku (ve smyslu axiomu 7), nybrZ i na
misté obou axiomu distributivity je splnén jen jisty slabsi,
sdm k sobé duilni axiom, t. zv. axiom modularity, &ili téZ
axiom Dedekindiiv (nazvany tak podle svého objevitele).

Ten zni takto:

Jsou-li a a ¢ dva proky svazu, splitujici vztah a C ¢ (a jinak
jsou libovolné), pak pro libovolny prvek b plati rovnost

avboc=(@ub)nec

Smysl Dedekindova axiomu spodivd v jisté dosti ab-
straktné vyslovené podmince ,,geometrické* pravidelnosti,
jakou tento axiom uklédd svazovému édsteénému uspofdddni
t.zv.moduldrnihosvazu, ve kterém je splnén. Ukazuje se
viak, 2e Dedekindlv axiom je logicky rovnocenny s dosti
ndzornym pozadavkem, aby se ve svazu nevyskytly nikdy
t¥i rtzné prvky a, b, c tak, ze by platilobneccececbua
(ve smyslu geometr. zndzornén{ svazového édsteéného uspo-
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Ffadani — bychom méli 5 bodd a,b,c,aub, bnc) uspoi"é-
danych do pétidhelnika jako na obr. 19, V). (PfedevSim se
étenal sdm snadno presvédéi, Ze by existence zminénych tii
prvki méla za nédsledek a =au (bne)F (aud)nec=cg;
¢ili: kdyZ plati axiom modularity, je vyskyt zminénych t#
prvkd jisté vylouden. Obricend souvislost, Ze totiZz kdyZ je
vyskyt takovych t¥i ,,nepravidelnych‘ prvki vylouden, pak
Ze plati Dedekindiv axiom, d4 se rovnéZ snadno dokdzat.
Réenim, Ze Dedekindiv axiom je slabsi, nez kazdy z axio-
mii distributivity md byt fedeno to, Ze z axiomu distributi-
vity (jednoho nebo druhého) plyne axiom modularity (kazdy
distributivni svaz je moduldrni), Ze v3ak lze nalézt svazy,
které nejsou distributivni a jsou nicméné moduldrni. Prvni
fakt je ihned vidét, nebof podle axiomu distributivity —
tiebas prvého 6’ (8 druhym by se jen zadalo s levé strany
rovnosti v axiomu modularity misto s pravé) je vidy (a u
ub)nc=(avc)n (buc). Nisledkem pfedpokladu a ¢ ¢ je
viak a N ¢ = a. Druhy faktnahlédneme za pomoci obr. 19,
IV podévajiciho graf nejprostiiho svazu, ktery je modularni
— jak se &tendf sam snadnym ovéfenim platnosti Dedekin-
dova axiomu sdm presvéddi — ale neni distributivni (coZ si
&tendf rovnéZ snadno dokdZe sdm jako uZitedné cvideni).

Modulérnf svazy se vyskytuji dosti &asto v abstraktni algebfe,
jakoZto svazy podsystémi, obsaZenych v daném algebraickém systému.
Tak na pi. viechny normdint podgrupy libovolné dané grupy tvoif
modulérni (ale obecné& nikoli distributivni) svaz, rozumime-li spojeni
a pranik ve smyslu véty 9, (8ésti 1.) (AvBak také samotné vhodné
podsvazy daného svazu opdt mohou tvotit modulérni svaz.)

Za jistych predpokladi, o nich% se zde nelze 8ifit, se podgrupy
v jistych komutativnich (Abelovych) grupéch (kteréito podgrupy
jsou oviem, jak vime, vidy normaélni) stéve)i tak zvanymi moduly.
Dedekindiv axiom a jim objeveny druh svezi mé své druhé jméno
podle toho, Ze jej Dedekind objevil ve svazu moduli. Ve viech
tdchto modulérnich svazech moderni abstraktni algebry,
prvky jsou jisté vyznadné podsystémy, obsafené v daném
algebraickém systému (jako na pf. normalni podgrupy jsou takovymi
vyznaénymi ,,podsystémy* v grupéch, jestlie grupy povaZujeme za
*(pom&rnd prosté) algebraické systémy). Svezové polouspofédéni je
mezi ,,podsystémy** zde opdt mnoZinova inkluse, t. j. vztah ,,pod-
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systém 2 je obsaZen v podsystému y‘* (celého systému). Znati, Ze
kazdy prvek patiici do z pati{ i do y. Je tfeba viak zdaraznit, Ze
svazové spojovani nikterak jiZ neni vidy mnoZinovym sjednocovénim,
t. j. pouhym shrnovénim prvku z danych dvou podsystémi do jed-
noho, protoze takové pouhé shrnuti nepredstavuje uz obecnd pod-
systémn daného systému.

Theorie svazi — a piedevaim moduldrnfch svazi — ptedstavuje
tedy néstroj, ktery poméhé orientovat se ve vystavbd sloZitych al-.
gebraickych systému z jejich jednoduddich vyznaénych podsystéma —
& v tom je jeji vyznam pro moderni algebraické theorie. ProtoZe tedy
aplikece theorie (moduldrnich) svazii na rozbor stavby sloZitych
algebraickych systému nds pouduje o strukture téchto systémui, proto
bylo déno svazim téz jméno struktury. (Nédzvu struktura se
uZfvé v rusting, polstiné a francouzstiné.)

V tomto smyslu je dalekosahly zejména vztah mezi theorif modu-
larnich svazi a theorii grup. Pro modularni svazy plati totiz tvrzeni,
kteréa jsou vlastné svazovym vyjiddienim (ponékud zeslabenych) za-
kladnich vét Jordan-Hélderovy a Remak-Sechmidtovy a ji-
nych vét o grupach (viz 1,8).

Zvlasté dobfe uzavieny a dilezZity systém dodatkovych
axiomil (jimiZ je tfeba doplnit zdkladni axiomy svazu) je
kombinace Dedekindova moduldrniho axiomu a axiomu 7
o dopliiku. Svazy, spliujici kromé zédkladnich axiomd jeSté
axiom modularity a axiom dopliiku jsou t. zv. modularni
komplementirni svazy. (Pfipomefime hned, Ze zeslabe.
nim axiomi distributivity v axiom modularity prestiavé
platit zdsada, Ze k danému prvku je nutné tfeba jen jednoho
dopliku, jako je tomu v distributivnich komplementérnich
svazech, t.j. v Booleovych algebrich, viz str. 150.) Piiklad
takového svazu u% znime z obr. 19, IV.

V abstraktni algebfe se vyskytuji takové modularni komple-
mentdrni svazy, jakoito svazy vyznadnych podsystémui
algebraického systému. Tak na pf. grupa, ktera se déd rozloZit
v direktni souéin (viz str. 96 v 1,8) takovych normalnich
svych podgrup, které jsou jednoduché (t. j. samy jiz nemajf
zddnou vlastni normélni podgrupu), vytviii moduldrni
komplementdrni svaz vSech normélnich podgrup.

Komplementdrni moduldrni svazy jsou viak duleZité pie-
deviim jako ten druh jiz zminénych (viz str.124 a str. 128)
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svazill, jez zahrnuji svazy dané geometrickym protindnim
a spojovdnim, providénym na pfimkich, bodech, rovinach
(a ve vicerozmérné geometrii na daldich vicerozmérnych
zobecnénych piimek rovin). Tyto svazy ukazuji v nejéistsi
formé zdkonitosti geometrického protindni a spojovéni, jaké
jsou studovdny v projektivni geometrii.

Objasnéme si alesponi v hrubych rysech, jakym zptisobem
je v rdmeci theorie moduldrnich komplementdrnich svazi
axiomaticky zaloZena t. zv. projektivni geometrie
roviny.

V projektivni geometrii roviny (pojaté axiomaticky) ne-
definujeme p¥imo, co je to bod a co je to pitimka, nybrz cha-
rakterisujeme tyto dva druhy pro nds zdkladnich geometric-
kych utvari jejich zdkladnimi vlastnostmi a vzijemnymi
vztahy, t. zv. geometrickymi axiomy (které samotné konec
konctl abstrahujeme z praxe, z ndzoru). Pfi tom se tyto za-
kladni vztahy opiraji v projektivni geometrii pfedevsim
0 neomezenou moznost protuuzt (prlmky) a spojovat (body).
(Pro_]ektlvm geometrie neznd ani pojmu vzdédlenosti bodid
ani pojmu rovnobéZnosti pfimek. Kazdé dvé pfimky se mo-
hou protnout.)

A tu se pti axiomatickém zakliddni projektivni geometrie
ukazuje, Ze za projektivné geometrické axiomy lze prosté
povatovat axiomy moduldrniho komplementdrniho svazu, dopl-
néné jelté o jeden jediny charakteristicky axiom (jehoZz znéni
si uvedeme niZe).

Je pfi tom oviem tfeba, jak jiZ naznadeno, rozsifit pojem
protindni dvou stiznych pfimek a pojem spojovani dvou riiz-
nych bodd tak, aby pro jakékoli dva geometrické zikladni
atvary byl bez jakychkoli vyhrad urden vysledek jejich spo-
jeni a jejich protnuti. Pak na pf. axiomem 1’ miZeme za-
rudit geometricky axiom, Ze kazdé dva body lze spojit jedi-
nou pfimkou. Podobné axiom 1” ndm zaruduje, Ze kazdé dvé
pfimky se protnou v jediném bodé. Axiom 3’ fikd, Ze spojit
bod a s bodem b je totéz, jako spojit bod b s bodem a. Po-
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dobng 1ze geometricky vyloZit smysl ostatnich axiomi svazu,
co? prenechivame &tendfi. K tomu je jen zapotfebi doplnit
pfimky a body na jedné strané celou rovinou (v niZ nafe
primky a body leZi) a na druhé strané onou ndm jiz povédo-
mou prazdnou &isti roviny. Tato posledni bude patrné vy-
sledkem ,,prot&ti‘ dvou riznych bodi nebo pfimky s bodem
na ni nelezicim a pfedstavuje nulu svazu. Celou rovinu je pak
nutno poklidat za vysledek spojeni dvou riznych pfimek
nebo piimky s bodem, ktery na ni neleif; je to jednotka
svazu. Svazovym polouspofdddinim je pak (jak jiz vime
z 2,3) geometricky vztah ,, X lezi na Y*‘. Svazovym dopliikem
je k danému bodu ka?dd pfimka, kterd jim neprochdzi a
k dané pfimce kazdy bod, ktery na ni nelezi. Zde je tedy ke
kaZdému prvku (s vyjimkou celé roviny a jeji prdzdné &4sti)
dokonce nekone¢né mnoho doplikd — na rozdil od Boo-
leovy algebry. (Dopliikem celé roviny je ovéem jeji prdzdnd
dast a doplikem prdazdné &ésti je celd rovina; pfi tom sva-
zovou jednotkou je celd rovina sama, svazovou nulou prézdn4
&ast roviny.)

A nyni: Projektivni geometrii charakterisujici axiom,
ktery je tfeba jesté ptipojit k axiom@im modulédrniho komple-
mentdrniho svazu, je pravé ten, ktery tak ostfe odlisuje geo-
metrické svazy projektivniho spojovini a protindni od Boo-
leovych algeber (které jsou ovSem také (zvlaitnimi) modu-
lairnimi komplementdrnimi svazy). Axiom zni takto —
v geometrické Fedi:

Ke kaidym dvéma riznym bodim ezwtuye pHimka, na niZ ne-
ledi ani jeden z nich.

Tento axiom (ktery tvrdi vlastné pfimo opak zésady o jednoznag-
nosti dopliiku v Booleové algebie) miiZeme oviem vysloviti v ndzvo-
slovi theorie svazi, kdyi si vzpomeneme na pojem atomu (ktery odpo-
vidé geometrickému pojmu bodu) z odst. 2,5. (Tohoto pojmu tam bylo
sice pouiito v pfipad® konetné Booleovy algebry, ale byl zaveden
zcela obecnd, pro kaZdy svaz s nulovym prvkem.,)

Pak charakteristicky axiom projektivni geometrie roviny zni:

Kazdé dva atomy maji spoletny doplnék.
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Taktotedy,zbézné a bez dikazd naértnuta, vypada elemen-
tarni projektivni geometrie roviny s hlediska- theorie svazi.
Souvisi tedy pojem moduldrniho a komplementdrniho
svazu — po piislusném ohranideni od Booleovy algebry
jesté uvedenym specifickym axiomem o existenci spoled-
nych dopliikéi — tzce s nafimi zikladnimi védomostmi
o prostoru, resp. o roviné, takZei touto cestou se svazy obje-
vuji ve svém bezprostfedim vztahu ke skuteinosti. Pfipo-
menme jedté jiz jednou zminénou okolnost, Ze t. zv. princip
duality projektivni geometrie je takto pfeveden na princip
duality theorie moduldrnich komplementdrnich svazi, na néz se
zdkladni princip. duality theorie svazi rozsifuje, ndsledkem
dudlni stavby jak axiomu modularity (ktery je dudlni sam
k sobé) tak i axiomu dopliiku (o ném% plati totéz). Slozit&jsf
pojmy projektivni geometrie, jako je na pf. kolineace, do-
stdvaji ve svazovém pojeti elegantni formu. Tak kolineace
se jevi jako isomorfni zobrazeni svazu na sebe sama
(Gili jako t. zv. automorfismus).

(Vztah kolineace mezi pfimkami a body projektivni roviny na pf.
je dén, jak je ndkterym &tendfim zndmo, osou kolineace, t. j. pevnou
piimkou a dvéma stfedy kolineace (mimo tuto pfimku), t. j. dvéma pev-
nymi body. Kolineace sama pak je vzéjemnd jqdnoznaéné pfifazenf
bodu k bodum a pfimek k pfimkém (jejich obrazim), jeZ se sestrojuje
za této zdsady: osa kolineace odpovidd bod po bodu sama sobé.
Stiedy kolineace si odpovidaji vzéjemnsd. Sestrojit bodu odpovidajici
bod (jeho kolinedrni obraz) znamend: dany bod spojit s jednim i dru-
hym stfedern kolineace a do obou pruseéiki téchto spojnic s osou
kolineace vést spojnice z druhého a prvniho stfedu kolineace. Pak
prusedik té&chto poslednich dvou pfimek je kolinedrnf obraz daného
bodu. Obraz pfimky je pak jiZ dén jako spojnice obrazi dvou bodd
ne ni.)

A nakonec je§té zminku o jednom zvrcholnych vysledkd
theorie svazii projektivni geometrie. Je to Von Neuman-
niv¥ objev projektivni geomelrie se spojitsé proménnou
dimenst.

4 Von Neumann je vynikajfcf soudasny matematik a matematic-
ky fysik madarsko rakouského ptvodu.

200



Je dosti nesnadno 1 jen zhruba naznadit bez daliiho mate-
matického apardtu, o jde. Nicméné, pokusme se o tq ale-
spon docela hrubym zplsobem asi takto: :

V bézné projektivni geometrii — méjme na mysli tieba
projektivni geometrii prostoru — jsou (v bézném smyslu z4-
kladni) geometrické utvary rozdéleny do kategorii podle
avého rozméru é&ili dimense. Tak body jsou utvary ,,bez-
rozmérnymi‘‘ &ili dimense 0, pfimky jsou Gtvary jedno-
rozmérnymi ¢ili dimense 1, rovina je dvoudimensionalni za-
kladni geometricky utvar (dimense 2), prostor (v béiném
smyslu slova) je dimense 3, a tak i ddle (jdeme-li ke geo-
metriim vicerozmérnym). Pfi tom se svazovym spojovéanim
geometrickych utvari dimense obecn& zvétduje (nebo ale-
spoli nezmensuje) a svazovym protindnim se zmensuje (ne-
zvétduje). (Mohli bychom dokonce piesné Fici kdy a jak, ale
to by nds vedlo zbyte¢né daleko.) Tak na pf. spojeni dvou
riznych zakladnich dtvarG dimense O, t. j. bodi — dostd-
vame vtvar dimense 1 — pfimku, spojeni Gtvaru dimense 1
— pEimky s dtvarem dimense 0, bodem, dé rovinu, t. j.
itvar dimense 2 (ale titvar dimense 2, t. j. rovinu, mizeme
dostat i spojenim t¥i riznych tGtvard dimense 0, t. j. tFi bodi,
atp.).

Ve spojité dimensiondlnf geometrii mime pFedeviim
také ,,zdkladni geometrické dtvary‘, totiz prvky jistého
modulérniho & komplementirniho svazu, pravé tak jako
jsou body, piimky, roviny prvky modulirniho komplemen-
tdrniho svazu projektivni geometrie. A miiZeme ¥ici, Ze tyto
prvky tohoto svazu jsou opravdu zobecnénim zikladnich
dtvart projektivni geometrie, bodd, pfimek, rovin — proto-
Ze modulirni komplementdrnf svazy, definujici pojem
spojité dimensiondlni geometrie, splfiuji jisté dalsi pozada.
vky, jeZ jsou pfenesenim onoho dodatkového azxiomu, jimZ
jsme svaz projektivni geometrie roviny odlifili od Booleovyjch
algeber. Také tyto abstraktni ,,geometrické utvary* jsou
rozdéleny do kategorii podobné, jako se zdkladni itvary
projektivni geometrie fadi do kategorii podle své dimense.
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Av8ak &islo, které zdkladnim utvariim spojité dimensiondlni
geometrie (t. j. prvkim uvaZovaného svazu) je zapotiebi
piifadit jako jejich ,,dimensi*, mise probihat nyni ¢ viechny
redlé hodnoty mezi nulou a jednou. A také zde se spojenim
fprotindnim) dvou ,zikladnich geometrickych dtvara*
zvyduje (sniZuje) anebo alespol nesniZuje (nezvysuje)
jejich ,,dimense‘‘. Ale rozkldddnim ttvaru ve spojeni dvou
dtvard niz8i dimense nikdy nedojdeme k nejjednodussim,
dale jiZ takto nerozloZitelnym dtvarim — t. j. k bodim: To
znamend, Ze spojité dimensiondlni projektivni geometrie
nemd bodi.

Zdélo by se, Ze konstrukee spojité dimensiondlni projek-
tivni geometrie je abstraktni matematickd hfi¢ka (ostatné
by snad bylo moZno pochybovat o vhodnosti ndzvu ,,geo-
metrie*’, pro jisty nekoneény moduldrni komplementérni
svaz, jehoZ prvky si nelze dobfe ndzorné pfedstavit ad tento
svaz spliiuje stejné podminky, jeZ spliiuji i ndzorné geome-
trické svazy). Av8ak ukazuje se, Ze spojité dimensiondlni
projektivni geometrie se objevuje v téch partiich moderni
matematiky, jez maji pouZiti v kvantové mechanice. Nehledé
na to, jak neéekanym zpisobem theorie svazii objevem spojité
dimensiondlni geometrie zasihla do naSeho ndzoru na
abstraktni jddro projektivni geometrie viibec, mdme tu tedy
novy doklad pro to, Ze i velmi abstraktni a zddnlivé se sku-
tetnosti nijak nesouvisici matematické theorie vidy maji,
tfebas nedekany a nejprve nezndmy, redlny vyznam.

2,10, ZAVER DRUHE CASTI KNIZKY.

Nakonec je tieba, abychom zrekapitulovali postup vy-
kladu pFi svazech priveé tak, jako jsme to udinili pfi grupdch.
Vyasli jsme od velmi obecného a v podstaté kazdému dobfe
povédomého pojmu &istedného uspoifddini. U tohoto
ve velmi rozmanitych tvarech se vyskytujiciho pojmu jsme
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