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2,8. APLIKACE BOOLEOVY ALGEBRY NA VYROKO-
VOU (THEORETICKOU) LOGIKU.

Theoretickd vyrokova logika (kterou odliSujeme od praxe
ka?dodenniho pouZivani logiky) je zdkladni a nejjednodussi
¢asti theoretické logiky. Nazyvdme-li matematickou logikou
takovou theoretickou logiku, kterd uZivd matematickych
method ke studiu logickych vztahi, pak vyrokovd matema-
tickd logika je jejim prototypem a v aplikaci na ni se vlastné
historicky Booleova algebra objevila.

0¢& jde ve vyrokové logice, to miZeme struéné a ponékud
zhruba charakterisovat takto:

Vyrokovd logika zkoumd vztahy mezi vétami libovolného
jazyka (Fedi), pokud se tyto vztahy zaklddaji na ndsleduji-
cich tfech pfedpokladech. ,

Piednd, véty povaiujeme za blize nedefinované a samo-
statnd o nédem vypovidajici skupiny vyraza feéi; pfi tom
vyrokovd logika rozeznidvd jednak: t. zv. jednoduché véty
jako jsou na pt. ,,Zitra bude hezky*, ,,V8ichni lidé jsow si
rovni‘, ,,2 + 3 = 6%, atp. — oznafujme je malymi pismeny
ab,e,...

Dile rozeznivime od jednoduchych vét t. zv. sloZené véty
(souvéti), jez jsou budovany postupné z jednoduchych vét
pomoci (jedno & vicendsobnym kombinovidnim) t. zv. logic-
kych spojek:

Spojka V (nebo, lat. vel), spojka & (lat. et, soufadné a),
spojka — (implikaéni, pro podmineéné souvéti ,,Kdyz...,
pak...”“ a koneéné zdporka ~ (Ne, nikoli, lat. non, téZ se
opisuje réenim ,,Neni pravda, Ze...) (Véty vitbec (sloZené
i jednoduché) oznadujme velkymi pismeny 4, B, C, ...). Tak
na pf. je-li @ = ,,Zitra bude hezky®, b = ,,Zitra pujdu na
vychdzku®, ¢ = ,Kaidy ¢&lovek zemie” pak A =a Vb
znadi: ,,Zitra bude hezky nebo pijdu na vychizku“ a - b =
= B znadi: ,, Kdy% bude zitra hezky, pak pijdu na vychdz-
ku“ v ¢ znadi: ,,Ne kazdy &lovék umie (= neni pravda, Ze
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kazdy &lovék zemfe)*. MiZeme vSak téZ utvofit souvéti
a — ~c (t.j. ,,KdyZ bude zitra hezky, pak ne kazdy &lovék
zemfe*“. Je tfeba zdiraznit, Ze pro vyrokovou logiku jsou
jednoduché vyroky jiz ddle nerozloZitelnymi elementy. Pro-
toZe vyrokova logika nebere (a neni také s to brit) ohled na
redlnou ndplih a smysl jednotlivych vét, a pak pro dplny
pfehled o vSech theoreticky zidsadné moZnych souvétich
(pravé udaného druhu), mizZeme logickymi spojkami ve vy-
rokové logice bez omezen{ spojovat jakékoli dvé véty (sloZené
& jednoduché). Tak na pf. je-i A =a &b, B=cV b, pak
bereme ohled i na souvéti tfebas ¢ = 4 — B = (@ & b) —
— (¢ V b) (t. j. ,, KdyZ zitra bude hezky a zdroven pljdu na
vychdzku, pak: bud kaidy &lovék zemie, nebo bude zitra
hezky“ (nebo oboji). (Rozumi se, %e duSevnéd normélni
lidé takovd souvéti netvori.)

Za druhé, vyrokovd logika, aniZ by mohla (jak jiZ Fe-
&eno) se zabyvat smyslem vét, je s to néco vypovidat pouze
o jejich pravdivosts nebo nepravdivosti. Pii tom se piijima
pfedpoklad, Ze kaZdd véta je vidy budto pravdivd, anebo
nepravdivd. MiZeme Fici, Ze kaZdéd véta mlZe nabyt jedné
a jen jedné ,,hodnoty pravdivosti‘‘: je-li véta A pravdivd,
pak nabyvd hodnoty 1, je-li véta A nepravdivd, nabyvi
hodnoty 0. (V tom je obsaZena zdsada vylouleného sporu
(,»principium contradictionis*) a zdseda ,,tertium non datur®
(vylouéeného tfettho) tradiéni logiky.)

Pii tom hodnota pravdivosti sloZeného vyroku je jedno-
znaéné uréena hodnotami pravdivosit jeho slozek. (To je t. zv.
zdsada extensionality.)

(Poznamenejme hned, %e jsou intensivnd studovany obecndjsi
systémy vyrokové logiky, v nichZ neni ani jedna z téchto zdsad 1 a 2
piijiména; také v takovych logikdch (kde na pf. neplati zésada, Ze
ka?d4 v&ta budto je pravdivé, anebo neni pravdivd) je theorie svazi
duleZitym matematickym ndstrojem. Svazy, kterych je tam zapotfe-
bi, jsou pak rizn® zobecndnymi Booleovymi algebrami.)

A koneéné za tfeti, elementirni vyrokova logika stanovi
logické hodnoty slozenych vét na zdkladé predpoklddanych
logickych hodnot &isti podle téchto pfedpist:
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a) Véta ~ A (nikoli 4) je pravdivd tehdy a jen tehdy,
kdyz véta 4 je nepravdivi.

b) Véta 4 V B (A nebo B) je nepravdivd, kdyZ a jen kdyZ
jsou obé dvé véty A i B nepra.vdlve

c) Véta A & B (A a B) je pravdivd tehdy a jen tehdy,
kdyZ obé dvé véty A i B jsou pravdlvé

d) Véta A — B (kdyZ A, pak B) je nepravdiva tehdy a jen
tehdy, kdyz véta A (t. z'v.-impljka,ns) je pravdivé a véta B
(t. zv. implikdt) je nepravdiva.

Shrneme-li na podkladé zidsady o vyloueném tfetim a vy-
lou¢eném sporu pravé udané predpisy pro stanoveni hodnot
pravdivosti souvéti pomoci danych hodnot pravdivosti jed-
notlivych jeho &dsti do pFehlednych, t. zv. Schrédero-
vych tabulek, pak vypadaji takto:

4 {~4 4| B|lavB| 4&B | 4B
1
i -
1 10 1 1 1 1 1
0o 1 1 0 1 0 0
| 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1

Vidime tedy (srov.tab. na str. 162), Ze na zdkladé pravé
vytéenych ti#i zdkladnich pfedpokladd vyrokové logiky lze
na véty (sloZené i jednoduché) hledét jako na proménné
prvky z algebry (0, 1) hodnot pravdivosti, pfi ¢emZ% jedno-
duché véty jejichZ pravdivost nezndme, se ndm takto
jevi jako nezdvisle proménné, sloZené véty jako
zdvisle proménné a tvofeni sloZenych vé&t (logic-
kych souvéti) jako tvofeni sloZenych Booleovskych
potetnich predpisi; piislusnd Booleovskd funkce,
dand takto sloZenou vétou, bude vhodné nazvina vy-
povédi, (kterd je vyjddFena touto danou (sloZenou) vétou.)

Jak je zfejmo, jedna a tdZ vypovéd (& tvrzeni) mize
byt vyjddfena riznymi, jak se fikd, logicky ekviva-
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lentnimi vétami. [Na pf. vétu ,Neni pravda, %e neni
pravda, Ze zitra bude hezky* — &ili ~ (~ a), povaZujeme za
logicky ekvivalentni s vétou @ — ,,Zitra bude hezky‘. Sou-
véti ,,Kdyz bude zitra hezky, pak pijdu na vychdzku* —
a — b povazujeme za vétné vyjiddfeni vypovédi, kterd by
vSak mohla byt pravé tak dobfe vyjddfena vétou ~a V b —
,»»Zitra réno nebude hezky, nebo piijdu na vychazku*.] Toto
pak zcela odpovidé okolnosti, Ze.jedna a tdZ booleovsk4
funkce miiZe byt vyjddfena rfiznymi booleovskymi
poéetnimipFedpisy. Pii tom zdkladni poetni booleovské
dkony jsou ve vyrokové logice diny uZitim uvedenych
logickych spojek takto: Svazové spojovdni pomoci spojky
V (...nebo...) ¢&li t. zv. logické disjunkce, svazové
protindn{ pomoci spojky & (... a ...), t. zv. logické
konjunkce, svazovy doplnék pomoci negace ~ (Nikoli...)
Podmineéné souvéli a — b — jei je tfeba pedlivé odliSovat
od podmineéného vztahu, & vztahu disledku mezi dvé-
ma vitami @ a b — ndm pak pfedstavuje spojeni dopliiku
prontho daného {&lenu s druhym dangm &lenem. MiZeme se
tedy na symbolicky zdpis sloZeného souvéti ptimo divat jako
na wvyraz pro booleovsky poletni pfedpis, jestlizZe ndm jen
znak \/ vyznaduje svazové spojovini, znak & svazové
protindni, znak ~ svazovy doplnék,

K &emu je takovd ,,algebraisace vyrokové logiky? Vée-
chna odvozend logickd pravidla pro logickou ekvivalenci
dvou sloZenych vét po takové algebraisaci se jevi jako prostd,
aplikace axiomi Booleovy algebry ana zakladé nich je odvozu-
jeme vhodnou podetniipravou podetniho Booleova pfedpisu,
daného jednou vétou, v booleovsky podetni pfedpis pro tutéz
funkei (vypovéd), ktery jedany druhou vétou. Jinak Feleno,
logické ekvivalence (,,rovnice* vyrokové logiky) pfecha-
zeji, jak se ukazuje, v identické rovnosti (platné pro
jakékoli dosazené prvky) v Booleovs algebfe (0, 1) — a oviem
i obrdcené, kazdd takovd identita znaéi logickou ekviva-
lenci, Tak na p#. druhé z De Morganovych pravidel Boole-
ovy algebry vyjadfuje tento odvozeny princip (poudku), vy-
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rokové logiky: Rici, Ze neni pravda, Ze soutasn& 4 i B je lo-
gicky totéz, jako ¥ici, Ze bud neni pravda A, nebo neni
pravda B (nebo oboji).

Poznamenejme jest, Ze oviem poudky, které jsme si od-
vodili pro koneéné Booleovy algebry, vesmés skytaji odpo-
vidajici pouéky vyrokové logiky, Tak se zejména ukazuje, Ze
viechny (sloZené) vypovédi, jez lze udinit za pomoci m
danych jednoduchych vét, tvoii Booleovu algebru o 2™
prveich, t. j. vypovédech. Dile se ukazuje, Ze sloZend sou-
véti lze pievddét na jednoznalné urdené Uplné spojové, zde
je 1épe Fici disjunkéni normalni formy. To jsou s danou (slo-
Zenou) vétou logicky ekvivalentni souvéti, tvofend pomoci
opakované spojky nebo; jeho &dstmi jsou opét souvéti tvo-
fend vidy z riznych danych m jednoduchych vét a jejich
negaci — pomoci soufadnych spojek a.Co vice, na takové
iplné normélni disjunkén{ form& pro dané souvéti mdme
moznost se presvédéit, zda dané souvéti je, ¢i neni t. zv,
tautologii, to jest souvétim ,,samoziejmé, bezpodminedné
pravdivym {které na jakékoli rozloZeni hodnot pravdivosti
u nezdvisle proménnych (jednoduchych vét) diva vidy
konstantni hodnotu 1]. Jednoduché piiklady tautologii:
aV~a,~(~a)—a,a—> (a Vb),apod. Jak jiZ nyni étendF
sam nahliZi, tautologie budou zfejmé viechny ty sloZené
véty, jejichZ iplnd normdlni disjunkeni forma je ta nejdelsi
pro Booleovskou funkei, identicky nabyvajici stdle bodno-
ty 1.

Booleova algebra tedy skytd matematicky prostfedek, jak
o daném komplikovaném souvéti rozhodnout, zda je, & neni
tautologii, a to naprosto mechanisovatelnym zpisobem
(vhodnou podetni iipravou). (K tomu udelu dévd oviem
Booleova algebra i jiné ispornéjsi a praktidtéjsi prostfedky
neZ je ten, ktery se opird o uiplnou spojovou normélni formu;
o téch zde viak se jiZ nelze 8ifit.) Lze Fici, Ze prosté Booleova
algebra fesi jednoduchym zpisobem veskeré tkoly, jeZ se
kladou elementdrni vyrokové logika.
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Tolik tedy ve vsi struénosti o aplikacich theorie (koned-
nych) Booleovych algeber na logice — a tolik o aplikacich
theorie Booleovy algebry viibec.

Na zakonéenou si piehledné zopakujeme zvl43té nizorny,
pfimo Skolsky instruktivni piiklad na razné, ale vzdjemné
isomorfni svazy, ktery ndm poskytuji konedné Booleovy
algebry o 22" prveich (n je pevné celé kladné &islo). Uvedeme
si zde Sest Booleovych vzdjemné isomorfnich, ale piesto
vzdjemné odlisnych algeber, a to jak povahou svych prvki,
tak zplisobem realisace svazovych tkoni, svazové jednotky
a svazové nuly.

1. pt.: Proky svazu: Konedné &4sti mnozZiny (souboru) o 27
predmétech.

Svazové spojent: Sjednoceni &dsti. Svazovy prisek: Prinik
Nula svazu: prézdnd &ist. Jednotka svazu: Celd mnoZina.

2. pi.: Proky: Ptirozend kladné é&isla, délitelé souéinu 2»
prvnich prvodisel

2.3.5.7... p*»=N.

Svazové spojeni: Nejmensi spoledny ndsobek. Svazovy prii-
sek: Nejvétsi spoleény dslitel. Nula svazu: Cislo 1. Jednotka
svazu: Cislo N.

3. pt.: Prvky: Vrcholky krychle v 28.rozmérném prostoru.
Svazové spojent: K podétku nejblizii vrcholek, do néhoz lze
dojit po hranich krychle ze ,,spojovanych® vrcholki za ne-
ustélého vzdalovéni od poditku. Swvazovy prisek: Od po-
&étku nejvzdélensjsi vrcholek, do ného# Ize dojit po hrandch
krychle z obou ,,protinanyeh‘ vrcholkii za neustdlého pfi-
blizovini se k poddtku. Nula svazu: Vrcholek, leZici v po-
datku. Jednotka svazu: Vrcholek protilehly k po&itku (nej-
vzdilendjsi od pocéatku).

4. pf: Prvky: Booleovské funkce o » nezédvisle promé&nnych
na Booleové algebfe (0, 1). Svazové spojent: Funkce, jejiZ
hodnota je spojenfm hodnot danych funkef (pro tyz argu-
ment). Svazovy prisek: Funkce, jejiz hodnota je prinikem
hodnot danych funkef. Nula svazu: Funkee s konstantnf hod-
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notou = 0. Jednotka svazu: Funkce s konstantni hodnotou
=1.

5. pf.: Proky: Elektrickd jj-reléové-kontaktni zakizeni
o vstupnich (fidicich) klidgich (propoust8jici nebo nepro-
poustéjici jproud jedinym vystupem). Svazové spojent: Za-
Fizeni, sestrojené pomoci paralelniho zapojeni. Svazovy pri-
sek: Zatizeni, sestrojené pomoci seriového zapojeni (obou
vystupnich vétvi). Svazovd nula: Zakizeni, jeZ nikdy nepro-
pousti proud. Svazovd jednotka: Zakizen, jez vidy (za kaidé
polohy Fidicich kontaktt) pfevadi proud.

6. pt.: Proky: Vypovédi, které lze vyjadfit n» jednoduchymi,
vzdjemné nezavislymi vétami — pfi uZiti logickych spojek
,.nikoli‘, ,,nebo*, ,,a‘‘. Svazové spojent (dvou vypovédi): Je
vyjddfeno spojenim jejich vétného vyjidfeni spojkou nebo.
Svazovd nula: Vypovéd, vyjadfujici logickou nemoZznost.
Svazovy prisek: je vyjidien spojkou a. Svazovd jednotka:
Vypovéd, vyjadfujici logickou samoziejmost (tautologii).
(Pochopitelné, Ze toto nejsou viechny piiklady moZnych
Booleovych algeber o 2¢*prveich. Pf. 1 a 2 najde é&tenif
na obr. pron = 3)

Tim kondfme vice méné systematlckou &dst nasich vykladd
o svazech. V dalsim se vénujeme jiZ jen nesystematickym do-
plikéim ve formé volné rozpravy, neéinici si ndrokti na mate-
matickou pfesnost.

Cvident k 2,8.

1. Naleznéte logickou interpretaci vSech 16 moZnych zptisobu, jak
tvofit sloZité vypovédi pomoci dvou danych vypovédi 4 a B a pomoci
logickych spojek V/, &, ~ (,,nikoli‘‘ (,,neni pravda, Ze')). (Udejte si
tabulky pro kaZdou sloZenou vypovéd.)

2. a) Prevedte kaZdé logické souvéti slozené ze dvou v&t v souvdti,
uzivajici jen logickych spojek — a ~.

b)*Vyjddiete viechna logické spojovéni vét pomoci jediné ,,spoj-
ky* ,,|'* (Shefferiv symbol), kde A4 | B znadi: nikoli A nebo nikoli B,
algebraicky 4 | B = 4’ VU B,

3. Interpretujte de Morganovy identity jako (odvozené) poulky
vyrokové logiky.

4. Vztah (mezi vypovédmi) z 4 (logicky nutnd) vyplyvé B, je
vzteh &dstetného uspofddéni v Booleové algebie vypovédi.
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Ukaite, Ze fici, Ze z A logicky nutnd vyplyvéa B (B je logicky di-
sledek 4) je totéZ, jak Fici, Ze vypovéd A — B je jednotkou (pifisluiné
Booleovy algebry vypovédi, je tautologickou vypovédf).

5. Riei, 2o A ddvé nutnou podminku pro B znadi B C A. Riei, Ze 4
dévé nutnou a postadujici podminku pro B znadi: 4 = B.

a) Oduvednéte nésledujici, v matematice &asto uifvany postup
dikazu nutnosti a postatitelnosti podminky A pro B: # .

Existuje n vypovddl Cy, Cy, ..., Cn tak, 26 A = C,, B'= C, (j pevné
l<j<n)zC;plyne C;,pros =1,2,...,n— 1 az Cy plyne C,
(t. zv. zévér pomoci implikaéniho kruhu).

b) Oduvodnéte, Ze dokézat, e z A plyne B, je totéZ, jako dokézat,
%e z ~ B plyne ~ A.

¢) Oduvodnéte t. zv. nepfimy diukazovy postup: dokézat, %e z 4
plyne B, je totéZz jako dokézat, e z predpokladu ~ B & A plyne
kontradiktorické (spornd) vypovéd.

2,9. MODULARNI SVAZY. MODULARNI A KOMPLE-

MENTARNI SVAZY. PROJEKTIVNI GEOMETRIE JA-

KO SVAZ. SPOJITE DIMENSIONALNI PROJEKTIVNI
GEOMETRIE.

Jako v 1. &dsti knizky (jednajici o grupidch) ndm zbyvé
i zde k viceméné systematickym vykladim o zikladnich
pojmech a nékterych druzich svazii, jez tvofi hlavni obsah
této druhé &isti, pfipojit nakonec zb&zny pohled na nékteré
dalsi otdzky a vysledky theorie svazi a jejich aplikaci, na néz
se tu nedostalo a ani nemohlo dostat. To je viak dloha t&7i,
ne# v piipadé grup, jednak proto, Ze theorie svazi je (v da-
leko v&tsi mife neZ dnes jiZz vykrystalisovand a dlouhym vy-
vojem proSld theorie grup) dosud ve stadiu poddteéniho roz-
voje, v némZ neni jestd zcela jasno, jak pijde dalsi vyvoj a co
z neddvnych objevid si podrii trvalou cenu v matematice
i v aplikacich. Za druhé je potiZ v tom, Ze do hloubky jdoueci
aplikace theorie svazl v ostatni matematice, o nichZ by bylo
zahodno zde informovat, vyZaduji dosti znaénych znalosti a
rozhledu v souéasné matematice, po pf. matematické logice.

Tak zejména v abstraktni algebfe piedstavuje aplikace
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