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byt dopliikem jen nulovy prvek a k nulovému prvku jen jednotkovy
prvek — je-li splnén axiom 7 dopliiku.

3. Dokatte, Zerovnost a N (b U ¢c) = (@ N b) U (@ N ¢) jev kaz-
dem svazu vidy splndna, je-li ndktery z prvka (a, b, ¢) nulou svazu,
Toté% pro jednotku svazu na misté nuly. Totéz pro rovnost dudlni
aUbnNne)=(@ubd)nilauUec).

4.*DokaZte, Ze svaz geometrického spojovin{ a protindni bodu, pii-
mek a rovin (k nim% pfiddna prézdné &ast prostoru = nulovy prvek
svazu) a cely prostor = jednotkovy prvek svazu) neni distributivni.

(Névod: Zvolte a, b, c vhodnd jako bod, pifmku, rovinu.)

5.*Najdste, které ze svazii na obr. 186, 17, 18, 19 jsou distributivni.
Které z nich spliiujf axiom dopliiku? Které oboji?

6.*Dokazte, %e svaz je distributivni, kdyZ a jen kdyZ nédobsahuje
podsvaz tvaru IV ani podsvaz tvaru V z obr. 19.

(Ukaite, e existence takovych podsvazi by poruiovala distri-
butivni zdkon — a obrécens, %e tfi prvky a, b, ¢ porusujici distribu-
tivni zdkon, by vytvotily podsvaz typu IV nebo V z obr. 19.)

7.* Dokaizte, Ze svaz viech kladnych celistvych délitelu libovolného
celého &fsla N > 1 (ve smyslu délitelnosti jakoto ¢éstetného uspo-
F4déni) je kone¥ny distributivni. Kolik prvka mé tento svaz? Co je
nulou a co jednotkou svazu?

8. DokaZte, %e svaz viech racionélnich délitela celého &isla N,
které jsou celistvymi ndsobky &isla 1% (ve smyslu cvideni 4 k 2,3) je
distributivni konedny svaz o jednotce svazu rovné &islu N a nule svazu

{ —.
rovné &islu i

2,6. THEORIE (KONECNYCH) BOOLEOVYCH ALGE-
BER. :

Odvodme si nejprve nékolik jednoduchych a potfebnych
disledki z axiomii pro distributivni a komplementarni svazy
(Booleovy algebry).

1. V distributivnim svazu mide existovat (ve smyslu axio-
mu 7) nejvyde jeden doplnék k danému prvku. — Nebot vskut-
ku, necht k prvku z daného distributivniho svazu — rozumi
se svazu 8 nulou » a s jednotkou j; — méame dva dopliky,
z’ a z+. Pak je tedy (dle axiomu 7)
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zuzr =f,zn0x' =n xuvet=4 0zt =n,

Protnéme prvni z napsanych rovnosti na obou stranach prv-
kem 2+. Pomoci axiomi 6’ a 5’ dostavime

zt=(@ua)nzt=(@nzt)u (' nzt)=
=nuU(nzt)=2 nat
tedy
zt =z naxt.

Zsménou z’ za z+ dostdvidme pravé tak 2’ 0 z+ = 2, kdy?
jsme uZili jedté cestou axiomu komutativity 3”. Tedy musi
byt ' = z+; doplnék je jen jeden.

2. V kakdé Booleové algebfe plati ufiteénd poletnt t. zv.
pravidla De Morganova:

(zuy) =20y
(slovy: Doplnék spojeni je prinikem dopliiki).
Eny)=z0vy
— oboji pro libovolné dva prvky «, ¥ (slovy: Doplnék priniku
je spojenim doplnku)

Doka?me ttebas jen druhé z obou pravidel. Prvni se doké%e
dudlnim zpiisobem, coZ si opét &tendf provede laskavé sdm
jako cvideni.

Mdme dokézat, %e prvek z’ u y’ spliiuje poZadavky na do-
PInék k prvku z n y. Za pomoci axiomu 2‘, 5’ a 6’ méme
vskutku

@0y 0@ vy)=[ny) o]
=[zuz)n (@ Uyluy =@ VYUY
=2uj=j

Uy
= (yUy)—

to jest (pon&vadZ ostrd nerovnina je zfejmé vyloutena)

ny)u @ vy)=7j.
Stejné je i
@oyyn@uvy)=znlyn (@ uvy)l=
=zn[(@ny)ulyny)l=2z0@ ny)=
=(znad')ny =noy =n
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3. Pravidlo o prevrdcent polouspofddint dopliovdnim: Kdyz
jexcy, pak je y' c ='.

zcyzmaditotizzuy =y, tedyiy = (z v y)’ (dle jedno-
znadénosti dopliiku). Dle prvniho De Morganova pravidla je
viaky' = a3’ n g, coz znadi y' c =",

4. Pravidlo o dvojim doplitku:

Pro kazdy prvek z plati

(') = =z.
Nebot ve smyslu axiomu 7 prvek z spliiuje pozadavky toho,
aby byl doplikem k prvku 2’ — jestliZe oviem je&t& ptihléd-
neme k axiomiim komutativity 3’, 3”.

5. Pravidlo o pfevddéni polouspofiddni na anulovanou rov-
nost: Je x c y tehdy a jen tehdy, kdyz z n y' = n.

Jednak totiZ protnutim nerovniny z C ¥ na obou strandch
prvkem ¥ midme zny' cy ny = n, jednak spojenim
obou stran rovnostiz Ny’ = n s prvkem y médme (uZitim
axiomu distributivity)

(zvyn(yuy)=zvy=y,
coZ znadi
zCy.

A nyni velmi potfebnd obecnd definice:

Rikdme, %Ze prvek p svazu, (po ptipadé Booleovy
algebry) B je atomem (téZ nékdy sousedem nuly), kdyz
jedinym prvkem z z B spliiujicim nerovnost z c p je nula
n = z svazu (algebry) B.

Véta (o mnoZinové representaci koneéné Booleovy al-
gebry):

Ka#dd koneénd Booleova algebra B je isomorfni s Booleovou
algebrou (t. j. s mnoZinovym okruhem) B, viech skupin utvo-
fenyjch z vhodného koneéného podtu N predméti.

Disledek véty: Kadd Booleova komednd algebra md 2¥
prokd (pFi vhodném N pFirozeném). Viechny Booleovy algebry
o stejném koneéném podtu prokd jsou navzdjem tsomorfri.
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Dikaz véty:

Nejprve dokaZme, Ze kaidy od nuly riizny prvek a dané
kone&né Booleovy algebry B obsahuje alespon jeden atom p,
t. j. je

. pca.

Najdeme za tim tielem — je-li to moZno — k prvkua # =»
prvek a, = n tak, Ze je @, C a. Neni-li to moZno, pak oviem
musi byt podle definice prvek ¢ sém atomem, a = p, &imZ
jsme Zidaného docilili. — V prvnim pipadé udifime dile
totéZ s prvkem @, misto plivodniho prvku a. Opét budto je
@, = P je sdm atom, pak p C @ a jsme hotovi, anebo moZno
nalézt daldi prvek a, tak, Ze je » C a, C @, C a. Tak pokradu-
jice mizeme udinit nanejvyse tolik krokd a dospét k t. zv.
klesajicimu Fetdzci

,Car_; C...Ca Ca

takové délky, kolik je prvki algebry B (ve skuteénosti, je
oviem nejvyS8i moZnd délka klesajiciho Fetézce mnohem
mensi neZ potet prvki nasi algebry). Zfejmé posledni &len a,
takového klesajiciho Fetézce, ktery se jiz nedd prodlouit, je
hledanym atomem, p = a, C a.

Utvoime nyni spojeni p, U p, U ... U p, = b viech vzd-
jemnd riznych atomi, které jsou obsaZeny v daném prvku
a0 pca(i=1,2,..,7). (Je jasné, Ze téchto atomi je
kone&ny polet r, protoZe viSech prvkid algebry je kone&né
mnoho.)

Tvrdim, Ze

b=ua.
- Za 1ielem tohoto dikazu si piSme
a=anj=anbubd)y=(@ndufanb)=
=bu(anbd)

(protoZe je oviem b cC a, takie @ n b = b). Kdyby bylo
b + a, pak by z privé napsaného plynuloa n b’ + n.Z druhé
strany je oviem a M b’ C a. Tedy bychom podle svrchu fede-
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ného mohli nalézt jakysi atom p, spliujici pce nd’' ca.
Pak by platilo

bnp=((pup,v..up)npcbn@nd)=mn,
¢ili — uZitim distributivniho zdkona — by bylo
mopu(pnpu..Uu(p0p)=n

To ovSem znamend, %e kaZdy &len napsaného spojeni by byl
n, &ili Ze je p= p; prot=1,2, ..., adkoli p jejedenz atomil
obsaZenych v a. — Jeito tedy by moZnost ostré nerovniny ve
vztahu b = p, U p, U ... U p,ca vedla k nemoinému
diisledku, musi ve skutednosti nastat rovnost b = a.

Tvrdim dale, Ze vyjddieni libovolného prvku a == » nasi
‘algebry spojenim viech atomid v ném obsaZenych je jedno-
znatné, t. j. Ze Z4dné jiné atomy neddvaji svym spojenim
prvek a.

Ze kazdy atom, vystupujici v libovolném spojovém vy-
jdd¥eni prvku a, je obsaZzen v a — je jasné. Mohlo:by se tedy
nanejvys snad stdt, Ze by jiZ i vlastni st atomi, obsazenych
v a stadila k vyjadieni a jejich spojenim, V takovém ptipads
bychom vsak jisté vynechdnim nékterého atomu (a budiz to
pfi vhodném oznadeni zrovna atom 7p,) z napsaného spojo-
vého vyjidfeni prvku a jeSté obdrieli prvek a, a = p, U
U Py U ... U P, AvSak protnéme tuto rovnost na obou
strandch atomem p,. Dostdvime — za pomoci distributiv-
niho zdkona

p=an Pr=(P1nPr)U (pznpr) u...u (pr-—lnpr)

nisledkem p, ¢ a. AvBak na druhé strané je jasné, Ze jednotli-
vi élenové napsaného spojeni, prvky p; n p, (proi = 1,2, ...,
r — 1), jsou podle definice atomu vesmés rovny nule =, tedy
i jejich spojeni = n, coZz dévé spor. To znamend, %e Zadny
z atomi obsaZenych v prvku a + » nelze postrddat, chce-
me-li jejich spojenim dostat a.

Utvofme nyni soubor (mnoZini) v8ech atomi nasi Boo-
leovy algebry, jichz budiz N. Utvofme viechny skupiny

154



atomi (véetné skupiny prizdné a plné). Prifadme kaZzdému
prvku a + n nasi algebry podle pravé redenéhd skupinu
atom, jeZ jsou v ném obsaZeny. Pak ka%¥dd skupina atomi
vzdjemné jednoznaéné odpovidd prvku nasf algebry.
Nule n na#i algebry pfifadime pochopitelné prézdnou sku-
pinu atomi. Pfifazeni miiZeme vyznadit takto: a <« (p,,
Pas - o» Py), jestliZe a = p, U p, U ... U p,, kde oviem 0 <
<r<N(r=0proa=n).

Jde jiz jen o to dokdzat, Ze jestliZe jesté prvku b je takto
piifazena skupina atomi (g,, g3, -... ¢;), pak: Spojenf a U b
je timto zplsobem pfifazeno sjednoceni obou skupin
atomi, priseku @ n b je pfifazen primik obou skupin
atomt a dopliku a’ je pfifazena skupina atomu, neobsaZe-
nych v a; nebot privé toho si Z4d4 isomorfismus, o néjz
ve v&té jde.

Skute&né, patrné je

GUb=P,UP,U...UPDP UG UGU..UG(g,

pri ¢em?% ovSem nékteré atomy se v tomto spojeni mohou vy-

skytovat dvakrite. Podriime-li z takovych dvakrate se vy-

skytujicich atomi vidy jen jeden ve spojeni, obdrZeli jsme

jednoznaéné vyjddieni prvku a u b jakoZto spojeni vzijemné

riznych atomia. AvSak soubor téchto atomi je nynf zfejmé

sjednocenfm skupiny (p,,...,p,) se skupinou(g, ...q,).
Podobné mime pomoci axioma distributivity:

eanb=(pu..up)n(qu...Uugqg)=
=P Ng)U{PNg)U...u(pNg)U...u(pNg) =

= spojeni v3ech prinikd kaZdého atomu, obsaZzeného v a
— 8 kazdym atomem, obsaZzenym v b. Z definice atomu viak
plyne,Ze je p; n g+ n (prot=1,2,...,,r,k=1,2,...,9)
tehdy a jen tehdy, kdyZz p; = ¢, kdy ovéem p; N q;, = P; = ¢,
je atom, obsaZeny jak v a tak i v . Tim viak je fedeno, Ze
v priseku obou prvki a,b jsou prdvé a jen obsaZeny ty
atomy, jez jsou soutasné obsaZeny v obou, &ili jeZ tvofi do-
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hromady prinik obou skupin atomi, p¥ifazenych jednomu
a druhémd prvku.

Koneéné pokud jde o dopinék: Je-lia = p, u ... U p,, pak
necht viechny ostatni atomy (navzdjem rizné a riizné od
viech p, 1 =1,2,...,,7) jsou ¢,,g,, ...,¢,. (Pak oviem
8§ = N — r.) Utvofme jejich spojeni, prvek ¢, u...uUg,.
Ctendf se jiZ sam presvaddi, Ze tento prvek m4 vlastnosti, jeZ
jsou pozadovény od dopliiku k prvku @, éimZ je dikaz nasf
véty dokonden.

Yidime tedy, Ze dle v&ty 1 lze studium koneénych Booleo-
vych algeber pfevést na studium systéma viech ¢dsti koned-
nych mnozin.

Jak jiZ bylo feteno, v nekone¥nych Booleovych algebrédch nejsou
pomdry zdaleka tak jednoduché. Kazdé i nekoneénd Booleova algebra
se dé sice isomorfnd representovat jistym mnoZinovym okruhem,
ktery viak jen zcela vyjimednd miuZe byt systémem v8ech &asti
vhodné (nekonené) mnozZiny. Jednoduchy piiklad Booleovy algebry
podstetnd razné od systému viech Z4sti mnoiiny ndm to osvatli.
Mysleme si systém viech &4sti (podmnoZin) mnoZiny vech pfiroze-
nych&isel 1, 2, 3, ... Vybermesi vBak z tohoto systému jen: PodmnoZiny
koneéné a jejich dopliiky, t. j. nekoneéné mnoZiny s konednymi do-
pliikky. (Tak na pf. mnoZina (2, 4) a mnoZina (1, 3, 5, 6, 7, ...) budou
patfit mezi takto vybrané mnoZiny pfirozenych &isel.) Tvrdim, Ze
tento systém mnoZin tvoii nejen mnozinovy okruh, ale pravé Booleo-
vu algebru. Skuteéns, sjednoceni a oviem i priunik dvou kone&ngch mno-
%in pfirozenych &isel je zase koneénd mnoZina. Rovndz prunik konesné
mnotiny s nekoneénou mnoZinou (kterd mé koneiny doplndk, ale
nejen s takovou, nybrZ viibec s kazdou) je kone&ny. Sjednoceni konedné
mnotiny s nekonefnou, kterd mé koneiny doplndk, je oviem neko-
neén4 mnoZina, které mé tim spide koneény doplnsk. Sjednoceni dvou
mno%in nekonednych o konednych dopliicich je rovnd% tim spiie ne-
konetnéd mnoZine, které mé konedny doplndk. A konein$ i prunik
dvou nekone&nych mnozin o vesmés kone¢nych dopliicich je opét mno-
Zina nekoneéné o konedném dopliiku, protofe tento doplndk praniku
je jako dle De Morganova pravidla, jak &tendf snadno nahlédne,roven
sjednoceni dopliiki, coZ jsou v3ak dle pfedpokladu konedné mnoziny.
Co se tyte dopliikdy, je nynf jiz jasno, Ze jsou v pofddku.

Aviak je nejen zfejmo, e takto sestrojend nekonené Booleova
algebra neobsahuje viechny tdsti mnoZiny prirozengch &isel jako
prvky (na pt. neni v nf mnoZina viech lichych &fsel), nybrz snadno se
dé ukézat, ¥e ani nemuze byt s #dnym systémem viech &4sti néjaké
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mnotiny isomorfni. (CtenéF, ktery zné Pospifilovu knitku o me-
konednu v matematice, resp. ktery vi, co jsou to nespoletné mohut-
nosti mnoZin, vi jiZ odtud, pro¢ nemuZe byt nale spoletné algebra
isomorfni 8 algebrou viech ¢4sti ndjaké mnoziny.)

Dtive, nez se obritime k zbdZnému nazna&enf aplikacf (kone&nych)
Booleovych algeber, pozdrime se chvilku u geometrického (grafic-
kého) zndzornéni koneénych Booleovych algeber. Tvrdim, co bylo jiz
na obrazcich naznadeno: Ze totiz za geometrické (grafické) zndzornénf
Booleovy algebry lze vidy pokléddat krychli, postavenou na jeden
vrchol, oviem v prostoru o pisludné dimensi N, jestlize algebra mé
(dle v&ty 1) 2¥ prvka. (Pro N = 1, 2, 8 to )it zndme z obr. 16, 181
& 14.) Dle véty 1 lze totiZ kazdou kone&nou Booleovu algebru v pod-
statd poklédat za systém viech podmnoZin jakékoli konedné mno-
%2iny o N prveich. Mysleme si N navzdjem orientovanych os
(euklidovského) N-rozmérného prostoru. Na kladnou polovi¢ku kazdé
z nich nanesme od poc¢dtku délku 1. Pak takto ziskeanych N bodu
(o soutadnicich vidy aZ na jednu (¢-tou) vesmés rovnygch nule (i pro-
bih4 1, ..., N)), necht tvofi nadi konetnou mnoZinu. Z ni nyni mame
utvofit viechny &dsti, t. j. vBechny skupiny zékladnich (nejprostdich
&iselnych N-tic, kde vBak jsou v kaidé N-tici samé nuly, & jen na
jednom misté (:-tém) je 1. Kaidou takovou skupinu N-tic Ize viak
povaZovat za jedinou N-tici, kterd vykazuje 1 na téch a jen t&ch mis-
tech, kde byla 1 v nékteré ze zdkladnich N-tic z dané skupiny (na
ostatnich mistech mé vyslednd N-tice nuly). To v3ak neni nic jiného
neZz soufadnice jednotlivych rohi’ N-rozmérné krychle o hrané 1.
Snadno se pak dokéze, Ze spojeni dvou prvkia dené koneéné Booleovy
algebry se nyni geometricky representuje takto: Ke dvdma prvkam,
t. j. ted rohum na%i N-rozmérné krychle, najdeme jejich spojent ja-
koZto roh, ktery je co nejbli‘e poldtku (jenz odpovidé nule algebry),
z téch rohui, do nich% se lze dostat z jednoho i z druhého daného rohu
po hranéch krychle za neustdlého vzdalovdni se od poédtku soufadnic.
Podobné piechézi vyhleddvéni priseku dvou prvka algebry, t. zn.
dvou rohu na3f krychle, ve vyhledédvéni od podétku co nejvzdélensj-
8iho rohu krychle, do néhoz se 1ze dostat z obou danych vrcholki po
hrandch krychle, za neustdlého blifenf se k poldtku. Koneind nenf
t&2ké nahlédnout, Ze doplndk k danému vrcholku ne3f krychle jakoZto
prvku Booleovy algebry, je protilehly vreholek, t. j. ten, do ndho% vede
piimé spojnice daného vrcholku se stiedem krychle (4-rozmé&rns
krychle, predstavujici Booleovu algebru o 2¢ = 16 prveich, je na
obr. 21).

A nynf se obrafme k naznaleni nékterych aplikaci konednyoh
Booleovych algeber.
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Obr. 21.

Cvilent k 2,5.

1. DokaZte prvni De Morganovo pravidlo (identitu) pro Booleovy
algebry.

2. Dokaizte, Ze atom je prévd takovy prvek g v Booleovd algebfe,
pro ndjZ platf, kdyZ je z U y = ¢, pak budto z = ¢, nebo y = q.

3. DokaZte, Ze atom je v Booleové algebie prévé takovy prvek g,
pro ktery platf, kdy% je ¢ D ¢’, pak je jiZ z = § (jednotka algebry).
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4. DokazZte, %e distributivni svaz viech celistvych délitela celého
¢isla N > 1 (ve smyslu svazového polousporddéni dle vztahu dalitel:
nosti) je Booleova algebra tehdy a jen tehdy, kdyz &islo N nemp-Etver=
covych délitela. (Viz evideni 6 k 2,4.)

2,6. ,,RACIONALNI FUNKCE" NA BOOLEOVE\Q}@;
RE (BOOLEOVSKE FUNKCE). UPLNE NORVY
FORMY.

Vyjdéme opét z analogie s &isly.

Ctent si vzpomene, Ze t. zv. raciondlnf funkce ve §kolské
algebfe jsou zhruba Feéeno takové funkce (majicf za hodnoty
t. zv. argumentu vidy jedno nebo i vice ¢isel a za hodnoty
funkce vidy jedno &slo), kde hodnota funkce se dé vypoditat
z hodnot argumentu dle vhodného podetnfho piedpisu, sklé-
dajicilio se z kombinovaného seé{tini, odditdni, ndsobeni a
(pokud délitel neni nula) déleni.

(Piiklady takovych raciondlnich podetnich piedpisi, jeZ
¢tendf dobfe znd, jsou

x? — 1 22 4 2zy + 3
f) = , gz, y) = _n:_—i-_y_
h(z,y,2) = + + —, atp.).

V takovém podetnim pi‘edpxsu pro racionalni funkei vystu.
puji, jak zndmo, jednak uréitd pevn4 &fsla, t. zv. konstanty
a jednak t. zv. nezdvisle proménné (neuréité), a to
v konedném (ale zdsadné neomezeném) poétu m, na pf. jsou
tor,y, 2, ... anebo jsou to x,, z,, ... Prokedeni pfedpisu spo-
¢iva v tom, Ze pfi daném argumentu, t. j. uspofddané skupiné
&isel @y, By, - ) Oy 8O prosté dosadi za odpovidajici nezdvisle
proménné jim odpovidajici &isla, t. zn. feknéme é&islo a, za
proménnou z,, a, za r, atd. a% posléze a,, za z,,, a takto na-
znadené podetni ukony se provedou (s vyjimkou neprovedi-
telného déleni nulou, pokud se vyskytne). Vysledek je hodno-
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