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2,4. AXIOMY DISTRIBUTIVITY A DOPLNKU. POJEM
BOOLEOVY ALGEBRY. MNOZINOVE SPOJOVANTI A
PROTINANIT.

Vratme se k ptikladu svazu vSech vybranych skupin (&ili
¢4sti ze souboru (¢ili jak se matematice Fikd, mnofiny) tif riz-
nych pfedméth a, b, ¢ — (v&etnd skupiny prizdné § = n a
skupiny plné (a, b, ¢) = j). (Svazové tkony jsou ndm jiZ
zndmé a jsou graficky vyznadeny na obr. 14,)

Tento svaz m4 23 = 8 prvki. Kdybychom se obecnéji za-
byvali svazem vSech skupin, které lze vytvofit z n danych
predméti a,, a,, ..., a,, pak bychom uréili snadno, Ze podet
prvka tohoto svazu (t. j. polet fedenych skupin) je 27. (Z n
piedméth miZeme totiz vybrat, jak se &tendi pamatuje ze

Skoly, (Z) skupin o k ptedmétech, kde

ny _nrn—1mn—2)...(n—k+ 1)
(k)_ 1.2...k

je zndmy binomicky koeficient. Pak dle binomické poudky je
n n n n
== (o) + i)+ () -+ ()

V takovémto svazu, ¢&ili, jak Fikdme a budeme Fikat a psdt:
v Booleové algebfe B, viech &dstt koneéného souboru (mnoZiny)
o n (= 3) pfedmétech je spojent dvou prvks (t. j. Easti), ddno
édstt, kterd obsahuje prdvé a jen predméty, jeZ patft aspoit
do jedné ze spojovych &dsti. Prisek dvou prvka (t. j. Séstf)
je pak &dst, obsahujict prdvé a jen ty pFedméty, jeZ patfi sou-
dasné do obou protinanyjch &dsti.

Pijde ndm nejprve o to nalézt, jakymi specifickymi vlast-
nostmi je toto t.zv. mnroZinové spoje &ili sjednocent a mnoZinovy
prinik &ili prinik obdafeno, jaké jsou proné splnény
dal3i axiomy. '

Ctendt si jisté dobfe vzpomene na ,samoziejmy* zédkon,
jimZ se fidime pfi kombinovaném seditdni a ndsobeni éisel (at
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jiZ jde o konkretné numericky dana &isla nebo o &isla, ozna-
&end pismenky), totiZ na t. zv. zdsadu distributivity seéitdni
viédi ndsobeni, prostéji fedeno, na zdsadu vytykani pred zd-
vorku ze soudtu. Tato zdsada je ddna identitou

z.{y+z)=z.y+x.2
(platnou pro kazdé z, y, z). (Ndsobek soudtu je roven soudtu
ndsobki jednotlivych sé&itancd.)

Mysleme si na okamZik, Ze pismenka z,y,z znamenaji
néjaké prvky Booleovy algebry B, (uvazme pro uréitost
n=23, z=(a,b), y=(b,¢), z= (a,c)) — to jest néjaké
&ésti (skupiny) vybrané z danych » pfedméti. Déle si na-
hradme znak ,,.” pro ndsobeni znakem ,,n‘‘ pro prinik a
znak ,, 4 pro sedftdni znakem ,,u ‘‘ pro spojovéni.

Pak plati v B, identickd rovnost, kterd se formalns nijak
nelidi od zdkona distributivity. (V naSem pf. mdme

(as b) n [(b, G) U (a)] =
- = [(a, ) 0 (b,¢)] U [(a, b) 0 (a)]
to jest
(a,0) 0 (a, b, ¢) = (a,b) = (b) U (a).)

Obecnéji nalézdme splnéni ndsledujicich dvou vzdjemné
duélnich axiomddistributivity v takovychto Booleovych
algebrich B,:

Jsou-li z, y, z libovolné prvky, pak plati

6’ 6"
zN(yuz) = TU(ynz =
= ny)u(znz). i =T vy n(zvz).

Svaz, v némz plati oba axiomy 6’ a 6" se nazyvd distribu-
tivnim svazem.

Typické piiklady distributivnich svazi jsou priv® ty svazy, jejichZ
prvky jsou jisté (nikoli obecnsd viechny) édsti (podmnoiny) daného
souboru (mnoziny) & kde je spojovani a protindnf déno mnoéinovym
z2pisobem tak jako ve svazu B,). (Prvky uvaZovanych svazd mohou
byt obeend oviem &4sti konedné nebo nekone&ns.)
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Takovym svazum, jejichz prvky jsou (néjaké) édsti dané mnoZiny
(souboru pfedméti) a v nichZ viechna spojen i viechny pruseky jsou
sjednoceni & pruniky, mnofin se k4 mnoZinové okruhy.
Uvedme alesponi dva pfiklady na mnoZinové okruhy,

4, piiklad: Prvky svazu necht jsou viechny konedné &ésti (sou-
bory piedmétu) vybrané z daného nekonetného souboru, na p#. vie-
chny koneéné souboty (84sti mnoZiny) pfirozenych &isel. Dostévime
tak mnoZinovy okruh vBech konelnych &hsti nekonelné mnofiny.
sjednocen{ dvou koneinych &ésti je oviem konelnéd &4st — & tim
spiie to platf pro prunik; tento svez (mnoZinovy okruh) nemé jednotku
svazu.)

5. ptiklad: Za prvky naSeho svazu, t. j. mnozinového okruhu, vez-
méme ty &4sti roviny (t. j. ¢4sti mnoZiny viech boda roviny), které
jsou uvnitf jednoho nebo ndkolika) vodorovnych pésa (viz obr. 20)
(rovnobdinych s osou z). (KaZd4 takovd koneénd sku pina pési
predstavuje jistou &ést roviny leZfef uvniti uvaZovanych pésii, Tedy
body leZici na piimkéich pésy omezu jicich do nadich &ésti roviny
nepatti.) Pak sjednoceni dvou takovychto pésovych &ésti roviny je
opét takovou pasovou ¢4stf roviny, kde pasy — rozumi se, e v kKoneg-
ném podtu — vzniknou tak, e dva do sebe zapadajici pésy splynou
v jeden B3ird{ pés a pasy od ostatnich oddslené se prosté pridajf.
Prinik dvou takovychto ¢ésti roviny je opdt takovouto &4sti roviny,
ktery se bude patrn® sklddat ze viech uZdich pési, tvoffeich spo-
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leénou &4st vidy nékterych dvou pési z jedné a druhé z nadich
&asti roviny (t. j. jedné a z druhé skupiny pésa).

Dokazme si obecné, Ze mnofinové okruhy jsou distributiv-
nimi svazy. Budtez tedy obecné ddny libovolné t¥i prvky
mnoZinového okruhu X, Y, Z (t.j. &4sti jakési vychozi mno-
Ziny). Pak tvrdime, Ze &dsti X n(Y U Z) a (XnY) u (X
n Z) z nich utvofené jsou sirovny (t. j. v3e, co patii do jedns,
patéi i do druhé mnoZiny — a obricend). RovnéZ tak
jsou sirovny ddsti X u (Y nZ)a (X uY)n (X ulZ.

DokaZime jen prvni z obou rovnosti (druh4 se dokiZe dudl-
né). Nejprve tedy nechf pfedmét x je obsaZen v d&dsti
X0 (¥ uZ).T.j,zjev Xazéroven aspoir v jedné z obou
mno?in Y, Z. Pak zfejmé z je obsaZeno bud soudasné v X
ivY, neboj je soudasné obsazeno vXivZ (nebo v obojim).
Tedy je zfejmé

Xn(YuZ)_c_(XnY)u(XnZ)*) (a)

Naopak viak plati (v kazdém svazu vzdy) nerovniny
XnYcXaXnZc X, takie jejich spojenim (viz pozn. na
str. 134) ana zdklad$ zdsady idempotentnosti (str. 131) mame
XoY)uXnZ)cXuX=2X. (+)

Déle jeoviem i X n Y cY a X n Z c Z, tak’e spojenim
téchto nerovnin mame

XnY)uXaZ)cYvZ  (+4)
Protétim nerovnin (+) a (4 -4-) méme pak nerovninu
(XnY)u(XnZ)cXn(YuZ). (b)

Obé (neostré) nerovniny (a) a (b) konedné za pomoci
zdsady ztotoZnovani zaruduji distributivni zékon (axiom) 6':

X‘n(YuZ)=(XnY)u(XnZ)

pro mnoZinové okruhy, e. b. d. (Ovéfeni dudlniho zdkona
(axiom 6”) pfenechdvdm &tendfi.) Poznamenejme, Ze v pfed-

*) Ctenaf sém enadno nahlédne, Ze mnofinové inkluse (viz. pozn.
35) je.svazovym polouspoidddnim v kaZdém mnoZinovém okruhu.
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chozim diikazu jsme Gimyslng odvodili nerovninu (b) nezévisle
na piedpokladu, Ze jde o mnoZinové spojovéni a protindni, jen
zezdkladnich axiomi. Plat{ tedy tato nerovnina nejen v mno-
Zinovych okruzich, nybrz v kazdém svazu vibec.) Kdyby-
chom se omezili na moZinové okruhy, dokazali bychom
(v tomto pfipadd téméf zfejmou) nerovninu (b) kratleji,
coZ doporuduji &tendfi jako snadné cvidenf.

Zajimavéd a diileZitd je tu obrdcend souvislost: KdyZ
jsou v libovelném svazu splnény oba distributivnt zdkony 6’ a
6", potom lze takovy svaz, jak se Fikd, representovat mnofinové.
To znamend, Ze lze vidy udat mnoZinovy okruh, kiery je s da-
nym distributivnim svazem isomorfnt. Tuto vétu?® o mnoZino-
vé representaci distributivnich svazi zde nebudeme doka-
zovat. Jeji diikaz neni sice obtiZny, ale vyZaduje nékterych
pojmi z theorie mnozin, jeZ se vymykaji z rdmce této ]miiky.

Jsou tedy (mnoZinové okruhy pomoci axiomid 1’ aZ 47,
6’ a 6” plné abstraking charakterisoviny.

Distributivnimi zdkony 6’, 6” v8ak nejsou je§té vyZerpiny
vlastnosti t&ch svazi, jako je na pt. svaz B,, které obsahuji
ve§kery ¢dsti (podmnoZiny) dané mnoZiny. V takovych
svazech mime jesté dalsi typicky axiom, t. zv. axiom
komplementu (dopliku).

7. Ke ka#dému prokuw x (na pf. ve svazu B,) existuje
(alespori jeden) prvek ', t. zv. doplnék proku z, tak, Ze plati:
zuzr' =j,znz’'=n

(kde § je jednotkovy, » je nulovy prvek daného svazu).

(Timto z’ k dané ¢4sti (mnoZiné) z je zfejmé souhrn (mno-
%ina) vSech téch uvaZovanych pfedméti, které nejsou obsa-
zeny v z. Tak na pf. ve svazu B, viech &isti mnoZiny o 3
predmétech a, b, ¢

pro ' = (a, b) je =’ = (¢),
pro z = (b) je ' = (a, ¢) a pod. (Jednotka svazu By je j =
= (a, b, ¢), nula svazu B,, n = @ (prdzdnd &st)).

» Ctendf si pFipomene obdobnou v&tu z theorie grup (str. 50).
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Svazu, ktery spliuje — kromé zdkladnich axiomt 1’ az 5”
— jedté axiom 7 (axiom dopliku) f{kdme komplementdrni
8vaz,

K samotnému axiomu 7 je tfeba poznamenat toto:

Pfedné, splnéni tohoto axiomu 24dd jiZ implicitnd p¥i-
tomnost jak jednotkového, tak i nulového prvku ve svazu
(axiom 5‘, 5”). Tak na pf. svaz viech kone&nych soubori
(mnoZin) pfirozenych éisel, t. j. mnoZinovy okruh z pF. 4, je
sice distributivni, ale nikoli komplementarni, protoZe, a¢ mé
nulovy,nem4 jednotkovy prvek. (Timto jednotkovym prvkem
by musela byt mnoZina viech pfirozenych isel, ale ta je ne-
koneénd). Naproti tomu dileZité svazy geometrického spojo-
vani a protindni jsou komplementéarni, ale nikoli distributivni
(spliujice misto axiomu distributivity jisty slabsi axiom, t.
zv. axiom modularity, viz 1,9).

Za druhé, axiom 7 nefddd jednoznaénost doplinku: Nikde
nent fedeno, e by doplnék musel byt k danému prvku kom-
plementérniho svazu jer jeden, a skuteéné také na pt. ve sva-
zech geometrického spojovani a protindni neni dokonce nikdy
jen jeden — aZ na dvé vyjimky: Dopliikem nulového prvku
miZe byt vidy jen jednotkovy prvek a doplikem jednotko-
vého prvku mize byt jen nulovy prvek. (Toto pravidlo ojed-
noznaénosti dopliiku jednotky a nuly plati obecné v kazdém
komplementdrnim svazu. Ctenaf si je dokd%e jako snadné
cvideni 2.) DokdZeme si v8ak co nevidét, Ze v pFipadé, Ze jde
o distributivni svez, pak je jiz (dle axiomid 6’ a 6)
jednoznadnost dopliiku ke kazdému prvku zaru-
éena.

Za tietf, axiomem 7 se zd4 poruSena duilné soumérni
stavba axiomatiky theorie svazi, nebot kde je axiom dudlni
k axiomu 7! AvSak princip duality plati nadédle, nebot
axiom 7 je dudlnisdm k sobé&, jak se pouhym pohledem
ttendf pfesvéddi. (K jednotce je dudlni nula, k nule jednotka
svazu.)

Vyétem axiomi 1’ aZ 7 jsme dosdhli uzavieného a dilezi-
tého systému axiomd. (Tato uzavienost mé dokonce doslov-
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ny vyznam; d4 se totiz dokdzat, Ze pFipojenf dal§iho axiomu,
ktery by mé] tvar identity a nebyl disledkem axiomi prdvé
napsanych, by jiz vedlo k logickému rozporu.) Svaz, ktery
spliiuje v3echny dosud vyteené axiomy 1’ aZ 7 (tedy celkem
13 axiom) se nazyva distributivnim a komplementar-
nim svazem, ¢&ili kritce zndmym ndm jiz ndzvem Booleova
algebra. Pfiklady Booleovych algeber jiZ zndme: Jsou to
mnozinové okruhy vfech &4sti néjaké dané mnoZiny (kone&né
nebo i nekonedné); existuji viak ¢etné jiné piiklady.

Theorie Booleovych algeber mé aplikace v téchto matema-
tickych disciplindch: Theorie pravdépodobnosti a statistika,
theorie miry a integrilu, obecni topologie, matematickd lo-
gika, theorie mnoZin. Praktické aplikace maji Booleovy al-
gebry v matematické statistice, v elektrickych sitich a v po-
¢itacich strojich.

Z theorie Booleovych algeber miZeme zde podat oviem jen
malou édst. NaSim hlavnim cilem je véta o mnoZinové
representaci Booleovych algeber (ovBem jen v ko-
neéném pipadé) — a jeji uZiti. UkdZeme si totiz, Ze af se
dojde ke koneéné Booleové algebie jakkoli, vidy lze k ni
najit isomorfni algebru vSech &dsti jisté koneéné mnoZiny;
jsou tedy dosud ndm zndmé piiklady koneénych Booleovych
algeber typickymi pfiklady. Podstatné sloZit&jsi jsou poméry
v nekoneénych Booleovych algebrich — a zv145té slozité jsou
v Booleovych algebrach, jakych je potfeba v theorii pravdé-
podobnosti, kde se totiZ d4 spojovat (a protinat) nejen ko-
nedné, ale i nekoneéné mnoho prvkd. Témito aplikacemi
theorie Booleovych algeber se vBak nemiiZeme zde zabyvat.
Omezime naSe 1sili na to, abychom si objasnili podstatu
aplikace konednych Booleovych algeber v elektrotechnice a
v matematické logice.

Cuvilent k 2,4.

1. Dokatte (postupem dudlnim k postupu v textu) platnost dusl-
niho distributivnfho axiomu v mnoZinovych okruzich.

2. Dokazte, #o k jednotkovému prvku v libovolném svaru mize
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byt dopliikem jen nulovy prvek a k nulovému prvku jen jednotkovy
prvek — je-li splnén axiom 7 dopliiku.

3. Dokatte, Zerovnost a N (b U ¢c) = (@ N b) U (@ N ¢) jev kaz-
dem svazu vidy splndna, je-li ndktery z prvka (a, b, ¢) nulou svazu,
Toté% pro jednotku svazu na misté nuly. Totéz pro rovnost dudlni
aUbnNne)=(@ubd)nilauUec).

4.*DokaZte, Ze svaz geometrického spojovin{ a protindni bodu, pii-
mek a rovin (k nim% pfiddna prézdné &ast prostoru = nulovy prvek
svazu) a cely prostor = jednotkovy prvek svazu) neni distributivni.

(Névod: Zvolte a, b, c vhodnd jako bod, pifmku, rovinu.)

5.*Najdste, které ze svazii na obr. 186, 17, 18, 19 jsou distributivni.
Které z nich spliiujf axiom dopliiku? Které oboji?

6.*Dokazte, %e svaz je distributivni, kdyZ a jen kdyZ nédobsahuje
podsvaz tvaru IV ani podsvaz tvaru V z obr. 19.

(Ukaite, e existence takovych podsvazi by poruiovala distri-
butivni zdkon — a obrécens, %e tfi prvky a, b, ¢ porusujici distribu-
tivni zdkon, by vytvotily podsvaz typu IV nebo V z obr. 19.)

7.* Dokaizte, Ze svaz viech kladnych celistvych délitelu libovolného
celého &fsla N > 1 (ve smyslu délitelnosti jakoto ¢éstetného uspo-
F4déni) je kone¥ny distributivni. Kolik prvka mé tento svaz? Co je
nulou a co jednotkou svazu?

8. DokaZte, %e svaz viech racionélnich délitela celého &isla N,
které jsou celistvymi ndsobky &isla 1% (ve smyslu cvideni 4 k 2,3) je
distributivni konedny svaz o jednotce svazu rovné &islu N a nule svazu

{ —.
rovné &islu i

2,6. THEORIE (KONECNYCH) BOOLEOVYCH ALGE-
BER. :

Odvodme si nejprve nékolik jednoduchych a potfebnych
disledki z axiomii pro distributivni a komplementarni svazy
(Booleovy algebry).

1. V distributivnim svazu mide existovat (ve smyslu axio-
mu 7) nejvyde jeden doplnék k danému prvku. — Nebot vskut-
ku, necht k prvku z daného distributivniho svazu — rozumi
se svazu 8 nulou » a s jednotkou j; — méame dva dopliky,
z’ a z+. Pak je tedy (dle axiomu 7)
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