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2,3. POJEM SVAZU S OBEMA UKONY (SPOJOVAN]I A
PROTINANI)JAKO ZAKLADNIMI POJMY. ZAKLADN{I
AXIOMY THEORIE SVAZVU. PRINCIP DUALITY. PO-
JEMISOMORFNIHO A HOMOMORFNIHO ZOBRAZENTI
PRO SVAZY. POJEM ISOMORFNI REPRESENTACE.

Casto se stdvd, %e vdaném svazu je pFirozené vztah d4s-
teéného (svazového) uspofdddni, resp. polouspofidani (na
rozdil od prve uvedené definice svazu), povaZzovat spiSe za
néco druhotného, co lze odvodit z obou pojmi spojovini a
protindni. Tak je tomu na pf..v naznadeném geometrickém
svazu, jehoZ prvky jsou body, ptimky a roviny (spolu jeité
8 celym prostorem a s jeho prdzdnou ¢dstf) a kde svazové
spojovdni (protindni) se jevi rozifenim geometrického spo-
jovani (protindni). Tam je zfejmé pfirozené povaZovat geo-
metrické Gkony spojovani a protindni, resp. jejich svazové
rozsifeni, za prvotnf pojmy, které lze zavést a charakteriso-
vat bez vyslovmého uziti vztahu polouspofddéni ,,z leii
na y*.

Nyni piijde o to ukdzat — ve smyslu dvodni pozndmky
k druhé ¢4sti této knizky — jak svaz Ize abstraktns definovat
zcela podobné jako grupu. V dalsim bude totiZ pro nés sva-
zem jakykoli soubor pfedmétd, t. zv. prvkl svazu, v ném? je
mozno provadét (nikoli jen jeden — jako v grupé, nybrz) jisté
dva zdkladni vikony t. zv. spojovan{i a protindni, a to
tak, Ze jsou splnény jisté axiomy, jeZ dilem pFipominaji
nékteré axiomy theorie grup, dilem jsou zcela jin¢ho druhu.
Pojem svazového polouspofiddni, resp. ¢dsteéného uspofd-
déni, se pfi tom jevi jako pojem druhotny, definovany na zd-
kladé obou zdkladnich svazovych tkont, spojovédni a proti-
néni.

Vynechéme zde vyslovné sledovéni abstrak&niho pochodu, jim%
bychom dosli k vytéeni axiomu svazu na dostateéns typickém pii-
kladu konkretniho svazu, podobns, jako jsme do3li k axiomim grupy,
vypozoorvanym na grupé zékrytovych pohybii rovnostranného troj-
ihelnika. Ctendfi viak doporuduji, aby si vzépéti po pfesteni kazdého
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jednotlivého svazového axiomu dikladn® ovétfil jeho platnost na
nékterém z uvedenych pifikladu svazi.

Zato viak budiZ uvedeno nékolik pozndmek, jez usnadni &tendfi
orientaci v nésledujicich zdkladnich — a pozddji dodatednych axio-
mech svazu, jichZ je na prvni pohled odstrafujfci mnozstvi (ve srov-
nénf 8 pouhymi &tyimi, resp. pdti axiomy theorie grup). Systém axio-
mi svazu ge viak ukéze dokonale soumsrnym & piehlednym. (Ctendf
utini dobfe, kdyZ se po prehledu axiomi k tdmto pozndmkéim vréti.)

Jeké jsou piibuznosti a jaké typické rozdily mezi axiomy theorie
svazu & axiomy theorie grup? Prvn{ dva, druhé dva a tfeti dve axio-
my, t. ). axiomy jednoznaZnosti & neomezené proveditelnosti, axiomy
asociativnosti a axiomy komutativnosti obou vikomi (t. j. spojovan{
a protindni) jsou ndm v podstatd znédmy jako 1., 2. a 5. axiom theorie
grup. (Viz str. 9—12.) Rovné% axiom 3 theorie grup, poZadujici existenci
jednotkového prvku v grups, mé zde dvojf obdobu (axiom &5’, 5”).
Naproti tomu nenf u svazi eni stopy po obdobd axiomu 4.pro grupy,
tohoto typického axiomu theorie grup, poZedujictho existenci in-
veranfho prvku a tim i inversni tikon ke grupovému nésobenf, t. j.
feditelnost jistych nejjednodussich rovmic (tvaru ez = b, ya = b).
Teprve ve speciglnich druzich svazi, zvlaitd v t. zv. Booleovych
algebrdch (které jsme jiz ne pfikladech poznali) jsou dény, jak uvi-
dime, rizné 4. axiom theorie grup pfipominajfef (podetni) prostfedky
k Fefeni rovnic (isolovéni ,,neznidmé*).

Za to vBak je pro svazy charakteristickd \uzké souvislost a podob-
nost mezi obéma zékladnimi svazovymi dkony, spojovdnim a proti-
nénim, kters oviem nemé obdoby v theorii grup. Tato souvislost je
déns predevlim t. zv. principem duality. Princip duality theorie
svazl znamené toto: Jestlize v jakékoli identitd, t. j. rovnosti, platict
v kazdém svazu jistého druhu a pro libovolné prvky nahradime kazdé
spojen{ prusekem a kaZidy prusek spojenim, pak obdriime opé&t
sprdvnou identitu (t. zv. identitu dudln{ k prvni), platnou opét pro
libovolné prvky. Jadro principu duslity je uloZeno pfimo v zdkladnich
axiomech, jak ndsledujf. Tyto axiomy theorie svazu se totiZ prévé
vyskytuji ve dvojicich vzdjemné dublnich axiomi, zvl43t pro spojo-
vén{ a pro protinéni. (Je zftejmé, Ze kdybychom uvedli princip duality
pfedem jako vychozi pfedpokled, stadilo by vidy uvést jen jeden
z obou duélnich axiomt. Je v3ak vhodnéjsi vtélit princip duslity
pfimo do tvaru axiomi.) Ctenéf znaly zékladnich pojmu t.zv. pro-
jektivnt geometrie vi, Ze v projektivni geometrii roviny se pod t. zv.
principem duality rozumf tato zésada: KaZdéd sprdvné geometrickéd
poutka pfejde opdt ve sprévnou poudku, jestlize pojem: piimka na-
hradime pojmem: bod, pojem: bod pojmem: pfimka, vyraz: je spo-
jenim vyrazem: je prusetfkem a vyraz: je priuseiikem vyrazem: je
spojenim - (a provedeme oviem pislubné gramatické Gpravy véty).
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Pfi pozdéjsim doplndni zékladnich axiomu svazu daldimi axiomy
podléhé oviem také princip duality odpovidajicimu doplnéni. Tak
je tomu ve svazech geometrického spojovénf a protindni. Princip
duality projektivni geometrie je pak duisledkem vhodnd doplnéného
principu duality theorie svazd (ve smyslu svazové povahy geometrické-
ho vikonu spojovéni a protinénf).

Jednotlivé zdkladni axiomy, definujici pojem svazu, jsou
tyto: Neprdzdny soubor S jakychkoli pfedmétd, t. zv. prvki,

je svaz, jestlize plati:

(1)

Ke kazdym dvéma prv-
kim a, b svazu S je uréen je-
diny prvek ¢ z 8, ktery se na-
zyvda spojenim prvki a
s prvkem b a oznaéuje se jako

aub.

(1)

Ke kaidym dvéma prv-
kim a, b svazu 8§ je uréen je-
diny prvek d z S, ktery se na-
zyvd prinikem prvku a
s prvkem b a oznaduje se jako

anb.

(Oba dudln{ axiomy jednoznaénosti a neomézené'provedi-

telnosti spojovdni a protindni.)

Pro libovolné prvky a, b, ¢ z § plati

(2)

(@audb)uec=au (buc).

(2"
(@nb)nc=an(bnc).

(Oba dudlni axiomy asociativnosti pro spojovan{ a proti-

néni.)

Pro libovolné prvky a, b z S plati

(3')

auvub=5bua.

‘ 3"

anb=>bna.

(Oba dudlni axiomy komutativity pro spojovdni a proti-

nani.)

Pro libovolné prvky a, b, ¢ z S plati

(4)

au(anbd)=a.

(4")
an(aub)=a.

{Oba dudlni axiomy absorbee (,,pohlcovéni‘).)
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Jak jiz feéeno, oba dva posledni axiomy jsou typické pro
svazy. KdeZto neni tfeba zvlasté vyklddat smysl axiomi (1°)
aZ (3"), neskodi popsat nékolika slovy vyznam axiomi ab-
sorbee (4) a (4”). Tyto axiomy Fikaji: Spojeni (prinik) da-
ného prvku s prisekem (spojenim) tohoto prvku a libovol-
ného dalsiho prvku d4 zpét dany prvek. Jako by tedy vskut-
ku prisek dvou prvkid byl pohlcovén kazdym ze svych &ini-
tell, t. j. jako by prisek zanikal ve spojenf se svym &ini-
telem; dudlné k tomu jako by vskutku spojeni zanikalo (bylo
pohlceno) jsoue protato svym dinitelem.

Co se tyde potetntho vyznamu axiomi absorbee, je jasné,
ze tkvi v zjednodudovini sloZenych vyrazd pro prvky svazu.
Svou ryze poéetni ilohou tedy axiomy absorbee ptipominaji
pravidla o vytykani, resp. o krdceni (¢isel). Jako téchto pra-
videl — i onéch se d4 nékdy pouZit k takové dpravé rovnosti
ve svazu, po niz Zidany prvek zlstane isolovdn na jedné
strand (,,feSeni rovnice‘‘). Nahlédneme, jak se uzivi axiomu
absorbce na dukazu jisté dvojice dualnich zédsad, kterd je da-
sledkem uvedenych zakladnich svazovych axiomu (1')—(4’)
a kterou se tak ost¥s odlifuji svazy od grup.

Véta:
Pro kazdy prvek a svazu 8 plati
eava=a,ana=a.
(T.zv.zdsadaidempotentnostispojovini a protindni.)

Dikaz:
Polozme (pfi libovolné daném prvku a z S) a ua =c.
(UZito axiomu (1’). PoloZme b = ¢ v axiomu (4'). Dostdvdme
a=au(anc)=av(an(ava)..(+)

Z axiomu (4”) (porovndnim prvniho se tfetim &lenem v rov-
nostech (+) plyne

36 Naékdy byvé tato zésada povaiovéna za axiom (v jingoh systé-
mech axiomu theorie svazu).
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an(ava)=a.
Nahrazenimazaa n (@ u a) v (+) vskutku plyne
a=aua.

Rovnost a = a n a se dokdZe dudlnim zpisobem, coZ pfene-
chdvdm &tenafi jako cvideni.

Zisada idempotentnosti #ikd, %e aékoli bychom na pod-
kladé axiomi asociativnosti mohli (podobné jako v grupich)
definovat

ava=at,avuava=add, ...

(a duédlné pro opakované protindni namisto spojovani), k ni-
¢emu by to nebylo, protoze bychom méli

a=at=a%=...

Vratme se k zdkladnim svazovym axiomim (1') aZ (4");
nelze jiZz odklidat splaceni dluhu z pfedchoziho paragrafu,
v ném? byl pojem svazu zaveden na podkladé &dsteéného
uspofddéni. Je tfeba ukdzat, ze jde o jeden a t¥%Z pojem
svazu, t. j. pfedné: Plat{-li (v souboru 8) aziomy (1') aZ
(47), pak je tim jiZ jednoznaéné urden jisty vztah Edsteéného
uspofdddni c (ve smyslu zdsad I, 11+, III), resp. odpovida-
jici vztah polouspofddéni c (ve smyslu I', II', III) a to tak, Ze
vysledky spojovdni a protindni, zavedeného limto Edsteénym
uspordddnim podle podminek (10), (ILu), (I n), (II n), jsou
tytéZ, jako pFi spojovdni a protindni plvodné daném. A za
druhé, obrdcené: Jakmile je spojovdnt a protindnt zavedeno
pomoct Edsteéného uspofdddnt podle podminek I, II+, III,
(Iu), (ITv), (In), (II n), pak jsou jiZ splnény axiomy (1')
az (4") — a navic, pak édsteéné uspofiddni definované pomoci
prdvé zavedeného spojovdni (nebo protindni) je totoiné s tim,
z néhoZ jsme vydli.

Dikaz prvni poloviny tvrzeni:

Zavedme tento dvojdlenny vztah ,,c‘: Pro prvky a, b
svazu S (svazu ve smyslu axiomf (1')—(4")), budiZ a c b,
kdyz a jen kdyZ je
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aub=>b,a+b

Méme ukazat, Ze tento vztah ,,c* je hledanym &dsteénym
uspofdddnim. Pro ,,c* je zfejmé splnéna zdsada irreflexivity
1. Dokazme, Ze je pro ,,C* splnéna i zdsada asymetrie IL+.
Skuteénd, kdyby bylo sou¢asnéa ub=>b,a f+ b éiliach
abua=a,b+ atilibca, pak dle axiomu komutativity
(3"),a ub=>5b v a by bylo a = b, coZ jsme (pfedpokladem)
vylouéili.

Koneéné ukaZme splnéni zdsady transitivnosti (III) nasim
vztahem C. Nechf je tedy a cb a bcc &ili necht plati
avb=b buc=c¢c, a+b b+ c. Mime odvodit a cc.
Dosazenim z dané prvni rovnosti do druhé mame (@ U &) U
U ¢ = ¢ a uZitim axiomu asociativnosti (2') a druhé z danych
rovnosti méme ¢ U ¢ = c. P¥i tom nemuZe byt a = ¢, pro-
toZe jinak bychom z danych rovnosti méli @ = b proti pred-
pokladu. Tedy je skuteéné a c c.

Ze vysledky jak spojovéni tak protindni, zavedeného po-
moci pravé uréeného vztahu ddsteéného uspofdddni &ili jim
daného polouspofidani jsou totoiné s piivodné (pfimo) da-
nym spojovdnim a protindnim, to je jiZ nyni bezprostfednim
disledkem definice naSeho &istetného uspofdddni. (Radim
viak &tendfi, aby nediivéfoval tomuto ujisténi a sim se pfe-
svédeil.) — Tim je prvni polovina tvrzeni dokdzina.

Diukaz druhé poloviny tvrzeni:

Kdyz je svaz definovdn pomoci &dstedného uspofddéni
(zdsadami I, IT*, III, (Iv), (ITu), (I n), (II n), pak pFedné
jsou splnény axiomy (1'), (17), (3', (3"). Déle axiomy asocia-
tivnosti (2') a (2”) odvodime déle takto: Jsou-li @, b, ¢ prvky
svazu, definovaného pomoci &4stetného uspofddani, poloZme

(@ub)uec="h avu(duc)==k.

Dle zdsady (Iu) je (dle druhé rovnostl) ackabucck.
Posledni viak (dle té%e zdsady) m4 za ndsledek b c ka c C k.
Aviak ackabck dévéd a U b c k dle zdsady (IIu). Toto
spolu s c C k dava h c k opst dle zésady (I1U). Zcela stejnym
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zpisobem se odvodi k c k. Dohromady tedy k¥ = %, dle za-
sady ztotoZziovéni II’, coZ se mélo dokéizat.

Koneéné axiomy (4'), (4") absorpce odvodime takto:

Oznaéme d = a u (an b). Pak je dle (Iu) a cd. Dile
dle (In)jea nbca. Z poslednfho v3ak pomoci I' pfes
aca jiz dostdvime dle zdsady (IIu)d C a. Dohromady
tedy (dle zdsady ztotoZtovani II') a =d, co% je axiom
(4'). Axiom (4”) se odvodi dudlnim zplsobem, coZ pfenechd-
vam Stendfi.

Tim je dokonden diikaz celého tvrzeni o logické rovnocen-
nosti obou definic svazu, totiz df¥ive uvedené, ndzornéjsi defi-
nice pomoci pojmu &astedného uspofddani a pozdéji uvedené
definice pomoci axiomi pro vkony spojovéni a protindni.

A je&té jedna &asto uZitednd pozndmka:

Z podftini ¢&iselnymi nerovninami zndme toto pravidlo
0 ,,8editdni nerovnin‘: Kdyzjeea < bac< d. pak jeia +
+e<Lb+d

Zcela obdobné — a sice hned (ndsledkem principu duality)
dvoji pravidlo (pro ,,spojovani nerovnin‘‘ a pro ,,protindni
nerovnin‘“ mdme i ve svazech.

Ctenéf si sdim ov&H (viz cvid. 3), %e ze dvou ,,nerovnin“
a c b accd v libovolném svazu plyne jednak ,,nerovnina‘
auccbud a jednak nerovnina anccbnd.

Dopliime véc jestd pozndmkou, Ze stejné tasteéné uspoiadéni C
o ndmz byla pravé feé, moino ve svazu, daném pfimo pomoc{ spojo-
véni & protindni zavést podminkou: a C b tehdy a jen tehdy, kdyz
a N b =a, a =+ b. To jiZ neni tieba dokazovat, protoZe plyne z prin-
cipu duality, o ndm# byls fet svrchu. (Ctenéfi vial neuskodi, pro-
vede-li si ze cviényeh diuvodi podrobné celé odvozeni zvlast pro
tento duélni pifpad.)

Abychom méli na oéich alespon jeden pfiklad na uZitf
pravé dokdzanych souvislosti, pfipomefime siznova jiz zhruba
naznadeny geometricky svaz, dany vSemi body, pfim-
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kami a rovinami (v&etn& celého prostoru a jeho prdzdné
dasti). Zde ndm prdvé dokdzané tvrzeni ukazuje, jak geo-
metricky vztah ,,x lezi na y* je odvozenym vztahem, ktery je
(jako jediny moZny) urden za pomoci spojovidni pfedpisem
»Spojeni z s y je samo y*‘. — Stejné tak dobie moZno viak
fici pomoci protindni duédlné: ,,z lefi na y* znamend privé
tolik, co ,,x se s y protind v samém z*‘ (viz cvid. 3).

Probrali jsme zdkladni axiomy theorie svazl (1') aZ (4")
a jejich souvislost 8 pojmem &ésteéného uspofddédni. Uvedené
&tyii dvojice zdkladnich axiomb vSak jestd necharakteri-
suji dostateéné na pf. geometrické spojovini a protindni,
coz ktiticky &tendt musel shleddvat neuspokojivym. Ty
druby svazového spojovini (a protindni), které byly dosud
v piikladech uvedeny, jsme pomoci axiomi 1’ a% 4” charakte-
risovali jen velmi nedokonale. Kdyby axiomaticks ab-
straktni methoda theorie svazli nebyla s tona p¥. vystihnout
z podstaty spojovdni a protindni ¢dst{ (mnoZin) ¢&i z vkon
geometrického spojovdni a protindni vice nez to, cq jsme
vytkli shora, byl by pojem svazu pouhou abstraktni ilustraci
zndmych matematickych pojmid bez vétsiho samostatného
vyznamu. Na Stésti vSak jednotlivé zvlditni a Zastéji se
vyskytujici druhy svazii dovedeme dobfe vystihnout a od-
lisit. OvSem k pfesnéjdimu vystiZeni toho & onoho druhu
svazovych tikont je potieba dalsich axiomd. I v tom je tedy
rozdil oproti theorii grup: KdeZto abstraktni theorie grup je
8 to podat hluboké matematické poznatky na podkladé pou-
hych &yt (po pfipadé péti, pokud jde o Abelovy grupy)
axiomi, zdkladni axiomy theorie svazi (alespoii pfi soudas-
ném stavu matematiky) tvofi jesté piiliS§ vSeobecny a mailo
uzavieny systém, ktery  (za soudasného stavu theorie) sdm
nestadi jako podklad hlubsich dvah.

Pfedné dopliime jesté zdkladni a vieobecné axiomy theorie
svazi jistou dvojici vzdjemné dudlnich axiomb 5’ a 57, které
jsou naprostou obdobou 3. axiomu theorie grup (o jednotko-
vém prvku), tfeba%e nemaji té zdsadni dileZitosti.
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Pojem jednotky a nuly svazu:
’ 5/[

Existuje jediny prvek 3, t. Existuje jediny prvek =,
zv. jednotkovy prvek | t. zv. nulovy prvek sva-
svazu, & struénéji jednot- | zu, & strudnéji nula svazu
ka svazu tak, Ze je tak, Ze je

jna=a,jua=j nva=a nnNna=~n

pro kazdy prvek a ze svazu. | pro kady prvek a ze svazu.

Na pfiklad ve svazu (Booleové algebfe) vSech &dsti (ko-
neéného) souboru (viz na pf. obr. 14) je jednotkovym prvkem
cely (plny) soubor, nulovym prvkem prdzdny &istedny sou-
bor. Podobné ve svazu geometrického spojovani a protinani
je jednotkovym prvkem celym prostor a nulovym prvkem
jeho prazdnd &dst. Existuji oviem svazy, které postridajf
bud jednotky nebo nuly nebo obojiho. Na pf. ve svazu viech
celych kladnych éisel, jehoZz svazovym polouspofdddnim je
vztah délitelnosti, je nulovym prvkem &slo 1, kdeZto jednot-
kovy prvek neexistuje. Kdy% zavedeme vztah x je délitelem y
— piSme opét x C ¥ — mezi kladnd racionédlni &isla tak, Ze
klademe z C y tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje celé kladné
dislo z tak, Ze z .z = y, pak takovyto vztah délitelnosti,je
opét svazovym polouspofdddnim. Dany svaz raciondlnich
éisel postrddd jak jednotky, tak i nuly. Takovy nedostatek
v8ak (na rozdil od theorie grup), neni ve svazech 24dnym ne-
§téstim. Chybéjici jednotku (nulu) svazu moZno prost& uméle
pfidat, aniZ bychom jinak byli nuceni ménit jiZz stdvajici
tikony spojovéni a protindni. Tak na pf. chceme-li, aby shora
zminény svaz viech celych kladnych &isel ve smyslu vztahu
délitelnosti se zménil ve svaz s jednotkovym prvkem, mi-
Zeme ptfidat t. zv. ,,kladné nekonedno* 4 co jako novy prvek,
stanovice (pro tiplnost), Ze ,,8islo*“ + o0 je délitelno kazdym
&islem celym; pak 2fejmé bude + o = j jednotkovym prv-
kem takto pozmén&ného (rozsifeného) svazu celych &isel
(kde spojeni = nejmensi spol. ndsobek, prinik = nejvétsi
spol. délitel tak, jako dfive).
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Je obecn& ziejmo, %e jednotka svazu je vidy nejvysSim
(,mejvétsim“‘), nula svazu nejniziim (,,nejmensim‘‘) prvkem
ve smyslu svazového &dstedného uspofdddni — pokud obs
existuji. Zfejmé kaZdy koneény svaz mé nulu i jednotku, ja-
kozto prinik, resp. spojen{ viech svych (t. j. koneén& mnoha)
prvki. (Je tfeba si uvédomit, Ze se tu opirdme o oba axiomy
asociativnosti 2’, 2” pro svazové spojovani a protindni, které
ndm teprve umoznuji jednoznadné zavddét spojeni a prinik:
libovolného kone&ného poétu prvki svazu ,,najednou’.)

Isomorfnd a homomorfni zobrazent v theoris svazi.

Vieobecné pojmy z theorie svazil je tfeba ddle doplnit pte-
nesenim pojmu isomorfni, (homomorfni) zobrazent a ,,abstrakt-
ni* svaz; lépe: typ isomorfismu svazu — z theorie grup,
kde jsou ndm zndmy — na theorii svazi.

Stejné, jako v theorii grup i v theorii svazli isomorfnim
zobrazenim svazu 8 na svaz S* rozumime takové vzijemné
jednoznaténé pfifazeni ¢ prvkil z § prvkim z S*, Ze plati

plz v y) = p(z) U P(y),

plz 0 y) = (@) N P(y).
(Zobrazeni @ pfendsi spojeni i priinik z S na S*; zhruba Fede-
no, ve svazech § a S* se spojuje a protind ,,v podstaté‘ stej-
né.) Jako v grupdch pak Fikdme, Ze svazy S a S* jsou (na-
vzéjem) isomorfni.

Prosty priklad isomorfniho zobrazeni svazu na svaz je
toto: (Bohat#{ ptililady viz na konci odst. 2,8.)

8 budiz svaz v3ech &dsti daného, konedného podtu » pied-
métd, pro jednoduchost na pf. pfirozenych é&isel, 1, 2,3, ..., ».
(Viz str. 1256—17.)

8* budiz svaz viech déliteld ¢&isla 2.3.5...p, =N
(prvnich n po sobé (dle velikosti) nésledujicick. prvoéisel) —
ve smyslu svazového polouspofddani dle vztahu délitelnosti.

@ necht pfifazuje dané skupiné k raznych é&isel, t.j. prvku
(® = (3,, %y, .. ., ;) ze sVazu S soudin t&ch prvodisel, jejichz mis-
ta v posloupnosti prvoéisel (dle velikosti) jsou pravé celd klad-
nd &sla i, 2, ..., t;. Toto &slo tedy oznaéime jako z* = @(z).
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Ctendf si sdm snadno uvédomi, %e zobrazenf ¢ je isomorfnim
zobrazenim svazu S na svaz S*. (Nejmensi spoleény ndsobek
z* U y* dvou déliteld z* a y* &isla 2.3 .5 ... p, tvofime pa-
trng totiZ tak, Ze shrneme prost& prvodiselné Einitele obou
tisel z* a y* v jeden soudin; podobné nejvétsi spoledny délitel
z* N y* dvou délitelii éisla 2.3 . 5 ... p, se utvori jako sou-
¢&in téch prvodisel, jez jsou &initeli zdroven v a* i v y*.) Dal3i
piiklady na isomorfni zobrazeni svazu na svaz najde &tendf
ve cvitenich (viz téZ obr. 14). Je-li ¢ isomorfni zobrazeni
svazu S na svaz S*, pak je z c y v § (ve smyslu svazového
polouspoféddéni) tehdy a jen tehdy, kdyZ je ¢(x) c ¢(y) v 8*,
protoZe je x U y == y v § tehdy a jen tehdy, kdyz je ¢(z) U
U @(y) = p(y) v 8*. Ztoho vyplyva, Ze jednotce a nule j a n
svazu S odpovidaji jednotka a nula j* a n* svazu S*, t. j.
o(j) = j*, p(n) = n* pii kaidém isomorfnim zobrazeni ¢
svazu S na svaz S*. Tak v pfedchozim piikladé n =9
(prdzdnd &ist), p(0) = 1,975 = (1,2, ...n) ¢ (j)=N

Jestlize od zobrazeni svazu 8 na svaz S* pozadujeme vie,
co prve, jenom nikoli nutné to, aby pfitazeni bylo vzdjemné
jednoznaéné, t. j. jestlize pfipustime, Ze néktery prvek z S*
miZe byt obrazem vice ne% jednoho prvku z S, pak fikdme,
Ze zobrazeni S na S* je homomorfni. Homomorfni zobra-
zeni svazu na svaz je tedy, stejné jako pii grupdch, jakési
promitnuti svazu na svaz, které rovnéZ pfendsi spojovani a
protindni (z § na S*), ale jen v jednom sméru, tedy nikoli
vérné.

Abychom méli jednoduchy a dosti zndmy piiklad, vezmé-
me s8i za svaz S dle velikosti uspofddany soubor v3ech racio-
ndlnfch é&isel, sefazenych podle velikosti na svislé éiselné ose
(zdpornd &ist budiZ dole, kladnd nahote), za svaz 8* (v Sech
obrazil) si vezméme nejjednodussi uspotddany soubor (obsa-
hujici vice neZ jediny pfedmét), totiZ soubor &isel 1 a 0. Budiz
r néjaké pevné zvolené redlné &islo (t. j. desetinny zlomek,
jehoZ jednotlivé &islice na libovolném misté desetinného

 Ctenéfe nesmi mést, Ze »oulou* svazu §* je tu &fslo 1.
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rozvoje lze vidy uréit, aniz se viak nutné jakékoli cifry musf
periodicky opakovat). Jako homomorfni zobrazeni svazu S
na svaz §* pak mdme toto pfifazeni p,: *

Viem raciondlnim &islim, vét8im nebo rovnym redlnému
tislu r, pfifadime &islo 1, t. j. p(z) = 1 pro z = r. A viem
raciondlnim é&isliim ostatnim pfifadime &islo 0, t. j. g, (x) = 0
pro z < r. Pak ¢, je homomorfn{ zobrazeni svazu S na svaz
S*, které lze zndzornit skuteénym
geometrickym promitdnim (viz
obr. 15). Ptencchivdm J&tendfi
jako lehké a uZiteéné cvideni pod-
robny dikaz, Ze shora vyt&ené
podminky pro to, aby dané zob-
razeni bylo homomorfni, jsou sku-
teéné splnény.

(Dé se dokonce ukézat, Ze kazdé ho-
momorfn{ zobrazeni prévé uvedeného
svazu S na svaz S* je vytvofeno po-
dobnym zplusobem jistym redlnym
éislem. Realn4d é&fsla bychom mohli
pfimo definovat jako homomorfni
zobrazeni usporddaného svazu S ra-
ciondlnich &fsel na uspofddany svaz
S* = (0, 1). To je v podstatd zniméa
t. zv. Dedekindova definice redl-
ného &isla fezem.)

« Dodejme je§td k pojmu homo-
morfniho zobrazeni svazunasvaz,
snim? se &tenaf setkd jesté vdal-
8ich vykladech a ve cvideni toto:

Kdezto u grup nds pojem homomorfniho zobrazeni vedl
k délezitému pojmu normdlni podgrupy, pfi éemZ se ukdzalo,
%e zndt viechny normilni podgrupy dané grupy je rovnocenné
se znalost{ viech homomorfnich obrazii dané grupy (aZ na iso-
morfismus ov8em, viz 1. véta o isomorfismu theorie grup,
str. 72), neni Zel nic podobného u svazi v obecném piipadé.
Definujeme sice pojem podsvazu daného svazu (stejnd jako
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pojem podgrupy) jakozto (neprézdny) soubor prvki z daného
svazu vybranych, do né€hoz se dvéma prvky nalezi i jejich spo-
jeni a prinik. (V pfipadé, Ze dany svaz mé jednotku, resp.
nulu, Zdddme zpravidla, aby je i podsvaz obsahoval.) Ale
obdoba normélni podgrupy tu chybi, s vyjimkou nékterych
zvlddtnich druhd svazid (na pf. zminénych Booleovych alge-
ber).

A je§té& dvé srovnini abstraktni theorie grup s abstraktni
theorii svazi.

Stejné jako v abstraktni theorii grup jsou nasim vlastnim
pfedmétem v abstraktni theorii svazi nikoli pfimo jednotlivé
svazy, nybrz hned celé typy (t¥idy) svazd vzdjemné isomorf-
nich. To znamend, Ze — podobné jako v abstraktni theorii
grup — nezilezi anina konkretni povaze (definicich) jednot-
livych prvki svazu, ani na tom, jakym zptiisobem se uskuteé-
nuje (vyhleddvd) spojeni a prinik danych dvou prvkii svazu.
Zélezi jen na poétu od sebe odliSenych prvki a na pouhych
vysledecich svazovych ukoni, to jest na tom, co se pomoci iso-
morfniho zobrazeni pfenasi z jednoho svazu na druhy. Dva
isomorfni svazy povaZujeme ve smyslu abstraktni” theorie
svazi za naprosto rovnocenné — se viemi vyhodami logické
presnosti a obecnosti takovéhoto pojimani, jak to bylo zda-
raznéno na pfislusném misté pii grupdch.

Stejné jako v abstraktni theorii grup hledime vsak i v theo-
rii svazll vyvaZovat a dopliiovat methody abstrakce (axio-
matisace) obrdcenym postupem konkretisace. To jest, hle-
déme isomorfni representace vSech moZnych abstraktnich
svazli axiomaticky charakterisovaného druhu vhodnym kon-
kretnim svazem, hleddme uskutednéni logicky moZnych sva-
zovych dkond uréitym zplisobem jejich skuteéného prové-
déni. Aviak ani v pfipadé konednych svazi, ndsledkem jejich
prtili§ veliké rozmanitosti, nemdme dostatetnd universalni
a pii tom dostateéné konkretni druh svazového spojovani a
protindni, ktery by hril obdobnou dtlohu, jako ndsobeni
matic pfi vystihovdni grupového nédsobeni. Prostfedky a
zpiisob representace svazl jsou dosti sloZité a vzijemné se
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znaéné lisi podle dodatednych axiomi, charakterisujicich
jednotlivé druhy svazd. Sezndmime se pozdéji s nejjedno-
dusdimi z nich, to jest s t. zv. mnoZinovou representaci ko-
neéné Booleovy algebry.

Spole&né je viem representacim v theorii svazua toto: Prvky repre-
sentujicich svazl jsou zpravidla jisté soubory &ili mnoZiny matema-
tickych pfedméta, pfi ¢emz, je-li # C y ve smyslu representovaného
svazu, je mnoZina, representujici prvek svazu z obsefena v mnozinsé,
representujici prvek svazu .28 (Av3ak za matematické prostiedky,
kterych je tfeba uzit k definici representujicich svazovych wkon spojo-
vani a protinéni se obecné nikterak nehodi jednoduchsé t. zv. sjednoco-
véni a pronikdni mnoZin (viz 2,4). Jsou to prostfedky nékdy ponékud
sloZité. (Patfi bud do abstraktni algebry nebo do t. zv. mnoZinové
topologie a vymykaji se z rémce této knizky.)

S hlediska abstraktni theorie svazli bychom mohli vysled-
ky svazového spojovani a protindni (alespoii pfedeviim u ko-
neénych svazii o nepfilid velikém mnozstvi prvki) zandset do
tabulky, podobné jako jsme to ¢&inili u grup. (Viz str. 8.)
(Tabulky by byly oviem dvé, zvld3f pro spojovaini a zvldst
pro protindni.)

UZivame v8ak radéji pfehlednéjsiho grafického zndzorfio-
vani, o némz jsme jiZ hovorili.

Na obr. 16, 17, 18, 19 jsou zné- , QJ
zornény vSechny abstraktni J
svazy 0 2,3,4 a5 prveich. (T.j.

-,
’
(-]
-]
O
>

n n 1 I
Obr, 16. Obr. 17. Obr, 18,

3 Polouspoiidéni representovaného svazu piechdzi tedy v mnosi-
novou inklusi, cot ald nijak neznamen4, e by spojovéni & protinéni
svazu pteilo v pouhé mnoZinové spojovéni a protinéni.
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kazda tfida vzdjemné isomorfnich svazi je vlastné represen-
tovdna jednim konkretnim (ve smyslu grafické geometrické
representace svazem).

Poéet vzdjemné neisomorfnich svazii o daném podtu prvki
silné stoupé. (Je jiZ 15 svazl o 6 prveich: radim &tenafi, aby
si nakreslil graf aspofi nékterého z nich. (Cvié. 5.))

Tim jsme skonéili ¢ast, jednajici o obecném pojmu svazu.
Déle si blize vSimnéme jen jednoho dtleZitého zvlditniho
druhu svazi: t. zv. Booleovych algeber.

o7 1P

1 n I v v
Ob . 19,
Cvifent k 2,3.

1. DokaZte zdsadu idempotentnosti pro pranik.

2. Odvodte axiom 4” (druhy axiom absorbce) ve svazu, daném
séstednym uspofddénim, t. j. danén. poZadavky I, II+, III, (I U),
(IN)(IL V), (II N).

3. Ukaite, %e ve svazu ve smyslu vxXioma 1’ aZ 4”7 lze &istené’
uspofédéni zavést definici:

aCh kdyzanbdb=a, aFb

(Ukaite, Ze toto &dsteéné uspofidani je totoiné se svazovym ddsted-
nym uspoféddnim, danym stanovenim v textu.)

4. PoloZme pro dvé ractondint &isla x, y kladnd = C y tehdy a jen
tehdy, kdyZ existuje celé kladné &islo z tak, %e je z . z = y. Dokaite, Ze
tento vztah ,,C* je svazovym polouspofddénim (%e tedy raciondlni
kladn4 &isla tvoti (nekonedny) svaz v polouspofédéni podle délitelnosti).

Znézornéte toto svazové dsteéné uspofddani graficky pro podsvaz
racionélnich &isel tvaru 2%3! (k,1 =0, +1, +2 +3,...).

5.* Udejte viech 15 typa svazi o 6 prveich (ve formé grafu).
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