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1,5, GRUPOVA SCHEMATA (TABULKY). ISOMORFN{
REPRESENTACE LIBOVOLNE KONEONE GRUPY
GRUPOU PERMUTACL A GRUPOU MATIC.

Zejména u konednych grup mozZno se pfi vyzkumu a umé-
1ém sestrojovéni moZnych typh isomorfie grup (ve shora po-
psaném smyslu abstraktni theorie grup) opfit o zdkonitosti
ve &tveredném schematu z prvki grupy, jehoZ zdpisem je gru-
pova tabulka (jak jsme ji poznali jiZ v odst. 1,2), kterd prévé
dovoluje pfehlédnout hotové vysledky grupového ndsobeni
bez ohledu na to, jak se k nim do8le. Uvedme si jesté
jako &ty¥i pfiklady jednoduché grupové tabulky pro viechny
grupy fddu 2, 3,4 (j znadf vidy jednotkovy prvek, ostatni
prvky jsou oznadeny malymi latinskymi pismeny).

|j a | ab
jilia j|jab
alaj alabj '
b(bja
Tab. 2. Tab. 3.
[ abec |[jabe
jljadbe j|ljabec
alabecj alajch
blbcja blbcja
clcjabd clcbaj
Tab. 4. Tab. 5.

Grupy v tab. 2, 3,4 jsou t. zv. cyklické grupy tddu
2, 3, 4. Obecnd cyklickou grupou fddu n rozumime grupu,
jejiz vSechny prvky se daji vytvofit mocninami svého vhod-
ného prvku, fekndme @, na pf. @, a® = § v tab. 2; a,a® = b,
a® = j v tab. 3; a, a® = b, a® = ¢, a* = j v tab. 4. Obecné lze
prvky cyklické grupy fddu » vypsat ve tvaru a, a?, ad,
a"-1,a" = j. (Ndzev ,cyklickd*“ grupa pochézi z faktu, Ze
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mocniny vytvéfejiccho prvku a se periodicky opakuji:
a"tl=qa" ., a =9§.a=a,a"t? = d?, ... coz lze zndzornit na
kruZnici.) Ciselnym p¥ipadem cyklické grupy ¥4du = je naso-
bici grupa n-tych odmocnin z 1, coZ jsou ovSem obecné &isla
komplexni.

Tabulka 5 pfedvadi t.zv. Kleinovu grupu; je o komu-
tativni grupa fddu 4, dand na pf. v8emi zikrytovymi pohyby
obdélnika (nikoli &tverce).

Grupovou tabulku je vhodné zjednodusit tim, Ze na prvni
misto ivodniho fiddku i sloupce ddme jednotkovy prvek; pak
ivodni fddek a Gvodnf sloupec miZeme vynechat, protoZe
jeden i druhy se opakuji v dalsim f4dku, resp. sloupci.

Jaké vlastnosti takového &tveretného schematu o »n? polich
obsazenych n réiznymi véemi jsou typické pro grupova sche-
mata? Odpovéd, kterou podime v ndsledujici vété, ddva
mozZnost studovat abstraktni typy isomorfismu koneénych
grup pomoci jisté koneéné kombinatoriky &tvereénych uspo-
fadani » riznych pfedmétd.

Véta 1.
Ctvercové schema o n polich, zaplnéngjch n rizngmi pfed-
méty §,a,b,c, ... — pfi demZ predmét § necht leZi v levém hor-

nim rohu — pfedstavuje grupu s jednotkovym prokem §
(v nadem smyslu, t. j. tak, te za grupovy soulin xy libovolného
pfedmétu x s libovolngm predmétem y jest tfeba poklddat pied-
mét, kteryj je v Fddku, uvedeném pfedmétem x a ve sloupci, uve-
deném predmébtem y) tehdy a jen tehdy, splituje-li takové schema
tyto dvé podminky:

(1) KaZdy pfedmét se vyskytuje v kaidém fddlku a v kafdém
sloupe (o tody IR TGO )

(2) JestliZe sloupec, v ném# le%i predmét u na misté k-tém
shora, se protind s fddkem, v némZ leZi pfedmét v na mistél-tém
odleva, v poli obsazeném ,,jednotkou’ j, potom fddek k-ty shora,
se protind se sloupcem l-tym zleva v poli, obsazeném soulinem
% .v). (2) je t. zv. obdélnikové pravidlo, zndzorndné timto
vysekem z tabulky: ’
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ktyf. ...u...uv
Y
i-ty sl.

Dikaz:

Tvrzeni mé dvé édsti. Jako prvni éist dokazme, Ze jestlize
pfedméty 7, a, b, ... jsou prvky dané grupy, pak pfisluiné
étveretné schema (zndzornéné grupovou tabulkou ,,bez
vstup‘‘) mé vlastnosti (1) a (2). Jako druhou ¢ast dokdZeme,
Ze obricené mé-li ¢tveretné schema z predméti j,a,b, ...
vlastnosti (1) a (2), pak je tim déna urditéd grupa s jednotko-
vym prvkem j.

Za prvé tedy necht j je jednotkovy prvek a a,b,¢, ...
ostatni prvky grupy, z nichZ je tvofeno &tveredné schema
zndzornéné tabulkou. ‘

Vlastnost (1):

Kdyby se jisty prvek grupy, na piiklad a, vyskytoval
v Fddku, uvedeném tfeba prvkem b dvakrit, jednou pod
prvkem ¢ a jednou pod prvkem d, pak by to znamenalo, Ze
b.c=0b.d =a. Z toho ndsobenim prvkem b-! zleva by
vyplyvalo ¢ = d. Tedy skutetné nemiZe byt v témze fddku
tyZ prvek dvakrét.

Vlastnost (2):

Podle pfedpokladu pro (2) méjme dva prvky u«, v v nasi
grupé, které se vyskytuji v pfisluiném grupovém é&tvereéném
schematu v poloze, vyznagené nejlépe timto vysekem z ta-
bulky:

c...d
a..u...ad..
b 7 v '
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To jest, vychézime z rovnosti
a.c=u, b.e=j, b.d=v
a mame dokdzat, ze
a.d=u.v.

Z napsanych rovnosti vyplyvd pomoci asociativniho za-
kona a pomoci zdkona o inversnim prvku

a.d=(u.c)bl.v) =uct.bY).v=u.(b.c)"t. v
=u.j"t.v=u.j.v=u.v,
protoze je .
(be)~1 = c=1~1, t.j. (be)(c— b)) =3

Za druhé, necht ¢tveredné schema spliiuje podminky (1)
a (2). Mdme dokdzat, Ze ndsobeni, zavedené ve smyslu, ve
vété uvedeném, spliiuje zdkony grupy.

Zikon (1) neomezenosti a jednoznaénosti grupového souél-
nu je splnén samozfejmé podle podminky (1).

Zikon (2) asociativity snadno vyplyvé z dvakrdte uZitého
,»obdélnikového pravidla“, za pomoci tohoto vyseku z ta-
bulky:

U...uv ... u(vt) = (uv)t

oo v ... o0t

joo..t

{Delsi a nizsi obdélnik m4 v pravém hornim rohu souéin
. (v.t) krat§i a vy88i md na tomtéZ misté soudin (u.v).¢;
samoziejmé, Ze tvary obdélnikd mohou byt riizné.)

Zikon (3) jednotkového prvku j je splnén samoziejmé p¥i-
jatou imluvou o tom, %e prvni fddek a prvni sloupec sche-
matu se setkdvajf v levém hornim rohu v misté obsazeném
pfedmétem j (vstupni fddek a vstupni sloupec je nyni na-
hrazen prvnim fddkem & prvnim sloupcem vlastni tabulky).

Rovné? konednd i zédkon (3) inversniho prvku je splnén,
tfebaZe nikoli tak samozfejms, jak by se snad mohlo zddt.
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Abychom to dokazali, zavedme si na chvili toto oznadeni:
jestlize z je néktery z nadich » budoucich prvkji grupy (t. j.
z pfedméti vystupujicich ve zkoumaném schematu), pak
jako z;1si oznaéime ten prvek, jimz je uveden sloupec, obsa-
hujici jednotkovy prvek j v fddku, uvedeném prvkem z.
Tento— podle pfedpokladu (1) — jednoznaéné k libovolnému
zurdeny prvek z;1 bychom mohli nazvat ,,pravym inversnim
prvkem* k prvku z, protoZe spliiuje (dle toho, jak byl uréen)
rovnost z . z;1 = § (ve smyslu ndsobeni daného pomoci nasf
tabulky). Podobns si jako z;! oznaéime prvek, jimz je uve-
dena fddka, obsahujici jednotku ve sloupci, uvedeném pod z.
Prvek by mohl byt nazvan ,levym inversnim prvkem prvku
z*, protoZe spliiuje rovnost x;! .z = j. Nyni, uZivajice jiZ
dokézaného asociativniho zédkona pro nade ndsobeni, méme
vynisobenim prvni rovnosti zleva prvkem z;! a uZitim
druhé rovnosti

zpl (z.x;l) =27t f =271 = (x71 . 7). x5! = 251

Je tedy z;1 = z;1. Oba inversni prvky, pravy i levy jsou si
rovny, existuje tedy pravé jeden inversni prvek z—! ke kaz-
dému z. Tim je dikaz nasi véty dokonden.

Praktické vyuziti této véty k (vice méné zkusmému) hle-
déni viech moZnych typd konednych grup fidu »n (pki pev-
ném ») sestrojovanim tabulek, spliujicich podminky (1) a (2)
véty, je velmi omezené: JiZ pro », které piekrotilo 10, je sesta-
vovéni grupovych tabulek zdlouhavé a &im ddle méné piehled-
né, pro nilezité veliké fidy by pak nabyvaly jiZ samy ta-
bulky (pokud pismena nemaji se zmenSovat pod okem vidi-
telné rozméry) nepraktickych astronomickych velikosti.

Je tedy tfeba pfi studiu viech moZnych typu isomorfie
grup, anebo jak se struénéji, aé méné spravné fikd, ke studiu
abstraktnich grup uZiti jinych prostfedkd, totiz hlavné
t. zv. representace abstraktnich grup grupami permutaci
a grupami matic, o ¢emZ bude ¥e¢ v ndsledujicim. (Nédzvu
,»abstraktni grupa‘* moZno uZivat jen ve smyslu zkratky pro
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nézev ,,typ isomorfismu grup‘‘ — ,,abstraktni* grupy ne-
jsou Zddnym zvlastnim druhem grup.)

K pojmu isomorfni representace abstraktni grupy grupou
konkretni, pfedevéim grupou matic (jakoZto grupou, v niZ
grupové nasobeni je déno pomoci &tyt zédkladnich dkont po-
&etnich s isly), jsme vedeni jedté i jinymi diivody, z nich
uvedme alespon tfi.

Predevdim vieobecné, jestliZe jsme v pojmu typu iso-
morfismu grup dospéli na (ov8ern relativni) vrchol abstrakee,
potfebujeme také znat cestu doli. Ponékud méné obrazné
fedeno, jestliZe v jistych uvahdch theorie grup se nestarime
o to, jak v tom kterém pFipadé se uskuteéfiuje grupové niso-
beni (v tom &i onom typu isomorfie grup), pak pfi jinych
ivahdch bychom naopak potfebovali vystihnout (abstraktné
pojaté) grupové nédsobeni nisobenim, které dobfe zndme
z jistého druhu konkretnich grup; p¥i tom musime ovSem pro
toto isomorfni uskutelnéni a vystiZeni &ili representaci ab-
straktniho grupového ndsobeni konkretnim grupovym néso-
benim zvolit takové representujici ndsobeni, které je univer-
sdint, aby kazdé grupové ndsobeni se jim dalo vystihnout a za
pomoci isomorfismu nahradit. Takovym universdlnim grupo-
vym ndsobenim je pravé ndsobeni permutaci a jestd lépe:
ndsobeni matic, (Viz pf. 1 a 3 v odst. 1,3.)

Druhym divodem, ktery vlastnd dopliuje a vysvétluje
prvni, je opora, kterou ndém v theorii grup poskytuji
vztahy mezi ¢isly, jestliZe se ndm poda¥i pomoei isomorfni
representace nalézt ke kazdému typu isomorfismu (koneéné
nebo i nekoneéné grupy, za zvl. pfedpokladf) grupu matic
tohoto typu, jak jsme to na ptiklad vidéli v isomorfnim vysti-
%eni grupy zdkrytovych pohybi rovnostranného trojihelnika
a zdroven symetrické grupy &, stupné 3 v pfedchozim od-
stavci. ' '

Cfselngeh vztaht pfi representaci grup maticemi vyuiivé ke
studiu abstraktnd pojatych (representovanych) grup t. zv. theorie
charakteri, o niZ se &tendf poudf ve Speiserovd uiebnici theorie
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grup; po pf. ve specidlnich monografifch (pro hlubsi studium) od
D. E. Littlewooda™ a pro zvlastn{ nekone&né, t. zv. topologické grupy
ve skvélém dile L. S. Pontrjagina.’

Koneéné tfetf, oviem nikoli nejmén& dileZity dévod
k hledani isomorfnf representace grup grupami matic, jsou
aplikace fysikdlni a jiné, o nichZ jiZ byla zminka a na néz
(s pFislusnou udanou literaturou) étendfe nutno odkézat.

Nez se obratime k isomorfnim representacim, zavedme si
jedté dalsi, v podstaté zndmy pojem.

Jestlize ¢dst prvkid dané grupy tvoii (ve smyslu ndsobeni
v dané grupé zavedeného) sama pro sebe grupu, pak této
grupé fikdme podgrupa dané grupy. Tak vSechna celd &fsla
tvofi podgrupu seditaci grupy vSech raciondlnich &isel
(zlomkd); tato grupa sama je podgrupou seditaci grupy viech
redlnych &isel (raciondlnich a iraciondlnich dohromady). Vie-
chna &istd otoleni, prdvé tak jako i vSechny &isté posuvy
tvofi dvé podgrupy v grupé viech euklidovskych pohybd
roviny. (VSimnéme si, Zo obé podgrupy jsou komutativni,
celd grupa viak nikoli.) VSechny permutace z # prvnich &isel
tvoii podgrupu v grupé viech permutaci jakéhokoli vétsiho
pottu m prirozenych &isel.

Véta 2.

Ke ka%dé grupé @ existuje 8 ni isomorfné podgrupa G’ grupy
viech permutact z tolika predméti, kolik je proki grupy G (&ili
jaky je v koneéném pFipad¥ fdd n grupy @).

Dikaz:

Zg permutované piedméty vezmeme pro zjednoduSeni pii-
mo prvky dané grupy G. Samoziejmé Ze pomoci libovolného
oéislovédni prvka grupy, pokud by jich oviem byl jen koneény
podet, miZeme pfevést permutace prvki dané grupy v per-
mutace n pfirozenych &isel, coZ vSak jiZ provadét nebudeme.

22 D, E. Littlewood, The theory of group characters and matriz
representations of groups, Oxford 1940.

B L. 8. Pontrjagin, Népreryvnye gruppy, ONTI NKTP SSSR
1938. (Vyslo i v angl. pt.)
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Ke kazdému pevnému prvku a z dané grupy G pfifadme tu
permutaci — oznadme ji 71,, kterd nahrazuje libovolny prvek
x grupy @ jeho levym @ — nisobkem a . z, tedy z,(z) = a . .
Ze 7, je skutené permutace, je zfejmé, nebof soudasnd ni-
brada viech prvki  prvky a .  méni dvarizné prvky «, a z,
ve dva riizné nisobky az, a ax,, protoZe by jinak z a .z, =
= a ., vyplyvalo z; = z, vyndsobenim prvkem a—1 zleva,

Ze dvéma riiznym prvki grupy a a b jsou takto pFifazeny
dvé rizné permutace, je rovnéz zfejmé, nebof permutace 7,
prevadi prvek = § (jednotkovy prvek) v prvek a, kdeito
permutace 7, pfevadi tyZ prvek j v jiny prvek b. Je tedy pfi-
Fazeni permutace 7, k prvku e grupy vidy vzdjemné jedno-
znaéné a zbyva, dle definice 1 ukézat, Ze soudinu prvki je
takto ptifazen soudin permutaci (ve smyslu pf. 1, z odst. 1,3)
pfifazenych danym prvkim. Mame se tedy pfesvédéit o plat-
nosti rovnosti

ﬂa . ﬂb = nab.

Tato rovnost nefikd nic jiného, neZ to, Ze zndsobit libovol-
ny prvek z nasSi grupy souéinem a.b zleva dd totéz, jako
znésobit soudin b . z zleva prvkem a. To v8ak je privé zaru-
deno asociativnim zdkonem. Tim je dikaz véty 2 proveden.

Véta 2 ndm tedy zaruduje, Ze mezi podgrupami symetrické
grupy viech permutaci (dejme tomu pro konkretnost) » prv-
nich pkirozenych é&isel nalezneme zéstupce viech typa iso-
morfismu grup fddu n. (PonévadZ jsme vsak pfedpokladu
koneénosti grupy G nikde v dikazu neu#ili, plati véta i pro
nekonedné grupy, viz odst. 1,4.) Pozor na to, Ze symetrickd
grupa permutaci n pfedméti, kterd sama m4 »! prvkd, to jest
permutaci, muZe byt tedy isomorfné representovdna pod-
grupou v symetrické grupé viech permutaci z n! pfedméti.

Obratme se k maticim.

Véta 3.

Budiz G libovolnd grupa (nikoli nuitné véech) permutact z m
pfedméti (permutace stupné m). Pak existuje v grupé viech regu-
ldrnich matic stupné m podgrupa isomorfni s danou grupou G.
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Diukaz:

Permutované pfedméty si nyni pro jednoduchost nahrad-
me pfirozenymi &isly 1, 2, 3, ..., m. (Véechny indexy 1, %, I,
r, 2 budou nabyvat hodnot od 1 do m.)

BudiZ # libovolnd permutace z grupy @, kterd necht pfe-
vadi &islo ¢ v &islo (2) (oviem Ze 1 < ¢ < m). Pritadme této
permutaci 7z m-fadovou étvereénou matici, kterd mé v i-tém
fidku a v zz—2(z)-tém sloupci (kde z—* je inversni permutace
k permutaci z) &fslo 1 a na viech ostatnich mistech mé ¢&islo 0,
t. j. k = pfifazujeme matici (a,;), kde a,;, = 1 pro &k = n—1(z)
a ay = 0 pro k £ n—'(¢). Matice a,, takto pfifazend k per-
mutaci 7 je jist€ reguldrni, nebot odpovid4 linedrni homogen-
ni transformaci velmi prostého tvaru

X, =0.X,+0.X;+ .. +1X,,_1+ .+0.X,,
X,=0.X;+0.X;+...+1. X’_1+ .+0.X;,

Xn=0.X+0.X;+ .. +1.X, 1 +...+0.X,
{m

(Regeni napsanych transformaénich rovnic dle &irkova-
nych neznémych je tim totiZ napsino; je tfeba jen prevritit
strany rovnic a vhodné pfeménit jejich pofadi; snadno nahli-
Zime, Ze lze psit fefeni ve tvaru

X;=0.XI+O.X,+...+l.X,,(l)+...+0.X,,,
X,=0.X,+0.X,+...+1. X, +...+0.X,

X =0.X,4+0. X, 4.+ 1. Xoimy+ ... + 0. Xp.)

Protoze provedend. pfifazeni matic k permutacim je
ziejmé vzdjemné jednoznadné, zbyvé jen dokdzat, Ze soudinu
dvou permutaci 7 . p je pfifazena matice, kterd je soufinem
matic, pfifazenych k obéma permutacim, a to ve stejném
pofadi &initelti. Necht tedy prvni permutaci z je pfifazena
matice (a;;) 8 Bingt = laayg =0 pro & + z~(¢) a podobné
permutaci ¢ matice (b,,) sb,,( 1=1ab,=0pros + p~(r)
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(¢, k,r,s =1,2,3, ..., m). Zndsobenim obou matic obdrZime
(dle odst. 1,4) dle definice

(@ix) « (brs) = (C10)s

Cisg = a’ilbla + a’izbza + s + a'imbms-

Jasné je, Ze koeficienty c;, matice, kterd je vysledkem prove-
deného nasobeni, budou opét jen é&isla 0 nebo 1. Z uvedené
definice ndsobeni matic (,,f4dka krite sloupec*) plyne, Ze
bude ¢;, = 1 jediné tehdy, kdyZ v ¢-tém Fddku matice (@) je
jednotka na tolikdtém misté, na kolikdtém (shora) je jednot-
ka v s-tém sloupci matice (b,,). V i-tém fddku matice (@) je
viak vidy jednotka prdvé na misté z—1(¢)-tém. V-s-tém sloup-
ci matice (b,,) je vidy jednotka na privé takovém misté
k-tém (shora), Ze p~Y(k) = 8 &ili k = g(s). Tedy k tomu, aby
(soudet ze souéini) ¢,, pii zndsobeni r-tého fddku prvni ma-
tice s s-tym sloupcem druhé byl roven 1, je nutno a stadi, aby
a~i(r) = k = g(s) &ili aby s = p~1n~1(r). Pak tedy ¢,, =1
pro s = g~ *n~Yr) a jinak c,, = 0; protoze viak je g~ln—1 =
= (mp)~Y, je tedy s = (mp)~(r), takZe skutednd obdrZend
matice ¢, je ta, kterd je pfifazena k permutaci x . g, ¢imZ je
dukaz proveden.

Z véty 2 a 3 plyne ihned

Véta 4.

KaZdd grupa fddu m je isomorfni s jistou grupou matic
stupné m (m-fadovych matic).

Nebot dle véty 2 lze kaZdou grupu isomorfné representovat
vhodnou grupou permutaci a dle v&ty 3 tuto grupu permu-
taci lze opét isomorfné representovat grupou matic; je tim
tedy i dina isomorfni representace dané grupy grupou matie.

Véty 3 a 4 maji spife theoreticky, nez prakticky vyznam:
Zaruduji hledanou universilnost ndsobeni permutaci a néso-
beni matic a ddvaji nejjednodussi moznost kazdé grupové né-
sobeni vlibovolné koneéné (a ve vhodném zobecnéni i neko-
neéné) grupé pievést v nisobeni permutaci a jedté lépe v né-
sobeni matic, to ‘jest v ndsobeni vykondvané pomoci sedi-
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tani, odéitdni, ndsobeni a déleni ¢isel. Aviak representace ve
smyslu véty 4 vede na matice zbytednd vysokého stupné,
totiz rovného fadu grupy. Prakticky, pro studium struktury
dané grupy, maji vétsi vyznam representace maticemi co nej-
mendiho stupné (o co nejmensim podtu Fddkd), kde také
vétsi rozmanitost ¢iselnych koeficienti matic a tedy i boha-
tost jejich vztahh ddvéd vice moZnosti vyuZivat aritmetic-
kych poznatkd pro theorii grup. Prosty pfiklad takové
usporné a Géinné representace grupy zdkrytovych pohybi
rovnostranného trojuhelnika, ¢ili tim i symetrické grupy
viech permutaci stupné 3 (kterd je fidu 6), grupami matic
stupné 2, jsme si probrali v pfedchozim odstavei.

V dalim opustime pojem isomorfni representace, aby-
chom alesponi z ddlky ukdzali, jakym zpisobem Fesi ab-
straktni theorie grup fadu dalsich svych typickych vkola.
Jde o to, jakym zplsobem jednoduché podminky, kladené na
bliZze neuréenou grupu, omezuji jeji moZny typ isomorfismu,
8 cilem stupnovat takové pfehledné podminky tak, aZ jsou
jimi moZnosti pro typy isomorfie grupy uplné a pfehledné
uréeny. Ponékud obecnéji Feéeno, studium logickych zavis-
losti jednéch vlastnosti abstraktni grupy na jinych vlast-
nostech jiné nebo téZe grupy je dalsim hlavnim vkolem t. zv.
obecné theorie grup.

Zv145té vyznamny je jmenovit® tkol, na né&jZ se éasto
v aplikacich theorie grup naraZi (na pf. v aplikacich na
theorii algebraickych rovnic a na krystalografii), toti ziskat
co mozno uplny pfehled o poétu a souvislostech pod-
grup v grupé, podrobené uréitym podminkdm; zvldsté pak
bézi o t. zv. normdlni podgrupy. Abychom mohli alespon
naznadit tyto problémy a jejich FeSeni, musime se sezndmit
8 nékolika dalsimi zdkladnimi, jiz abstraktnimi pojmy theorie
grup.

Cvident k 1,5.

1. UkaZte, Ze grupe je komutativni tehdy a jen tehdy, jestliZe jeji

tabulka je soumérné dle hlavni uhlopiiéky (zleva nahofe doli do-
prava).
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2.*Piesvddéte se na podklads ulohy 1, Ze viechny grupy fédu men-
siho neZ 6 jsou komutativni (Abelovy).
3.*Ukaite, jak je Kleinova grupa isomorfnd representovéna gru-

pou matic
. 10) 01} (—1 o 0—1
=1lo1) 1o)>\ o) \—1 of

4. Presvédite se, %e matice daného stupnd n takové, Ze v libovol-
ném Fédku a v libovolném sloupei je jediné komplexni &fslo rizné od
nuly — tvofi nekomutativni nekonednou grupu, t. zv. monomiélni
grupu stupné n. Tato grupa je isomorfni s grupou specidlnich t. zv.
monomiélnich (&esky: jednodlennych) (linedrnich homogennich) trans-
formaci tvaru

z: = kZa(1)

2y = ksza(2)

z,’, = KnZa(n) .
(¢ =1,2,..., n; n(¢) je permutace hodnot indexu ), 0 + %; jsou kom-
plexni &isla.

5. Pregvédite se, Ze jestlize koeficienty k,, ks, ..., k, probihajf
pouze &isla z jisté podgrupy nésobfci grupy komplexnich &isel, pak
dostaneme monomidlni podgrupy monomidlni (viz cvié. 4) grupy
stupnd n. DokaZte, Ze probihaji-li &isla k; grupu f4du m, pak takové
podgrupa monomiéln{ grupy obsahuje m®n! prvka (matic).

6. Sestrojte tabulku monomiélni (viz cvié. 4) podgrupy stupnd 2
pro ky,y = £ 1.

7. UkaZte, Ze v monomiélni (viz evié. 4) podgrupd stupns® 2, kde k,,,
probihaji grupu viech 4-tych odmoenin z 1 (t. j. &sla +1, —1, 44,
—i (i = ]/ — 1)) tvoti nésledujici matice podgrupu #4du 8

+

4.9 (4 () (2

0 1) 0 Fif? \F1 +i  0f°
UkaiZte, %e v této podgrup$® platf tyto vzba.hy- oznadime-li
+ 0:1:1
si= 0:!:1) 1= 0%) s 8= (o1 %)
= :l:?:H) pak je
=i pP=P=1 ——t, 1!—1 f1=—l =4 =—14

Sestrojte tabulku: +1, +1, +E, 41 jsou t. zv. zékladni Hamiltono-
vy kvaterniony.

52



8. Ukaite, Ze nésobici grupa viech komplexnich &isel o absolutni
hodnoté = 1 je isomorin{ s grupou vech euklidovskych ototenf ro-
viny (viz cvid. 1 k 1,4).

9.*Ukazte, %o vSechny regularnf lomené transformace T(a,, b,,
a,y, by) jedné reélné (po pf. komplexni) proménné z tvaru
_azx+b
" ag + b,
kde a,, b,, a,, by jsou redlné (komplexnf) &isla, t. j. parametry trans.
formace T'(a,, b, a,, b;), kterd je jimi plnd uréena, a kde a,b, —
— a4b; + 0 (podminka reguldrnosti)) tvoif grupu (zvlastni piipad
t. zv. projektivni grupy).

Ukaite, Ze tato grupa (kterd jakoito grupa transformaci jedné
proménné nenf linedrnf) je isomorfn{ s grupou viéech linedrnich
homog. transformaci dvou proménnych (&ili je isomorfni s grupou
viech regulérnich matic stupné 2).

Ukatzte, Ze t. zv. afinni transformace tvaru z’ = a,z -+ b; tvoFi
podgrupu (zvl. piipad t. zv. afinni grupy).

F(a,, by, ay by) = lz'

1,6. ROZDELENI PRVKU GRUPY DO TRID DLE POD.-

GRUPY.HOMOMORFNIZOBRAZENI, NORMALNI POD-

GRUPA, PODILOVA GRUPA. 1. A 2. VETA O ISOMOR-
FISMU. POJEM JEDNODUCHE GRUPY.

Budi? G n&jakd grupa a H néjaks jeji podgrupa. Vynasob-
me si libovolné zvolenym prvkem z grupy G postupné vse-
chny prvky z podgrupy H zleva, tedy utvofme si vSechny
prvky tvaru z . A, kde % probihd celou podgrupu H. Souhrn
téchto prvkil si oznadime jako z . H a nazyvdme jej levou
tFldou prvku x podle podgrupy H.

UkéZeme si dva pozoruhodné fakty. Za prvé, pro prvky z,
a T, jsou jen dvé moZnosti: budto obé tf¥idy splyvaji (obsahuji
tytéz prvky grupy) anebo obé t¥idy nemaji spoleéné prvky.
Jsou totiZ jisté jen dva mozZné ptipady: budto obé tiidy z,H
a x,H maji spoleény prvek, anebo spnledny prvek nemaji.
V prvnim pfipadé budiZ = takovy spoleény prvek. Potom je
z = z, . h; = z, . h, pfi vhodnych prvcich &, a h, z podgrupy
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