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KAPITOLA IX

DOPLNKY K THEORII RETEZU

92, Velitiny P(”) jakoZto koeficienty linearni substituce. BudiZ
dén jednoduchy fetéz o r eventualitdch s konstantnimi prav-
d&podobnostmi pfechodu py, (£, k=1, 2, ..., 7). Je-li

Ye = lzlpkm; k=12, ...,r (1)

homogennf linedrn{ substituce, kterd vede od proménnych z;
k proménnym y,, dostaneme, aplikujice tutéZ substituci na
proménnsé y,, nové proménné z;, jez budou urdeny rovnicemi:

4
2 = Z .kpuxz——zp(z ,

k=1

kde P} jsou velitiny definované v odst. 7lc. Kdybychom
a.ph.kova.h substituci (1) postupné n-krate, byly by vysledné
proménné w;, jakozto funkce plivodnich proménnych Zy, VY-
jédfeny rovnicemi

T M*

r
( .
=kZP.-2)x,,, i1=12..,r
=1

Velidiny PP, zavedené v odst. Tle, jsou tedy koeficienty
substituce, kterd vznikne n-ndsobnou iteraci (opakovédnim)
substituce (1) s koeficienty p,;.

93. 0 kofenech charakteristické rovnice. Romanovského for-

mule (8), odst. 79 ukazuje zfetelns, %e zphisob, kterym Py
z4vis{ na indexu », je podminén vlastnostmi kofend A, cha-
rakteristické rovnice (odst. 78). Zavedeme-li na mfsto A pfe-
vridcenou hodnotu 8 = 1 : A, nabude charakteristick4 rovnice
tvaru
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; P11 — S, Pias «ooy Pir
Pa1» Do — 8 -+ Dor — 0’ (1)

r
Dp=11=1,2..,7 pp =0, 4,k=12..,r (2
k=1

J. Kaucky ukézal, jak se pozméni obecny tvar Romanov-
ského formule, mé-li rovnice (1) mnohondsobné kofeny, a do-
kézal vétu: Nem4-li rovnice (1), za pfedpokladi (2), jinych
kofeni o absolutni hodnoté& rovné 1 ne# koten 1, existuji limi-
ty Py pro n —>oo a zivisf obecnd na obou indexech 3, k,
(i, k=1,2,...,r); je-li kofen 1 jednoduchy a existuji-li tyto
limity, jsou nezdvislé na indexu ¢. M. Koneény dokézal vétu
obricenou: existuji-li fefené limity pro viechna i,k =1,
2, ..., r, maji kofeny rovnice (1) viechny kromé kofenu 1
absolutni hodnotu mensi neZ 1; jsou-li ony limity nezdvislé
na indexu i, je jednotkovy kofen jednoduchy.*) M. Fréchet
doplnil tyto vysledky,**) zejména rozborem vlastnosti arit-
metickych stfedi:

(1 (2 (
w PR +PR+...+ PP
i = n ’

v dal&f prici pojednal o vlastnostech veli¢in Pﬁ},‘) a nS’,:), tvo-

fime-li je na zdkladé zcela libovolné danych velidin p,,, bez
ohledu na podminky (2), a dokdzal vétu: viechny kofeny rov-
nice (1), plati-li podminky (2), jsou obsaZeny v roving kom-
plexni proménné s v kruhu, ktery prochdzi bodem s =1

*) J. Kaucky: N&kolik poznamek o Markovovych Fetézech (Spisy
vydévané p¥rodovddeckou fakultou Masarykovy university, &.131;
Brno 1930). — M. Koneény: K teorii Markovovych fetdzu (tamtéz,
&. 147; 1931).

**) M. Fréchet: Compléments a la théorie des Probabilitésdisconti-
nues, ,.en chaine’ (Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa
(2), 2, p. 131; 1931).
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a mé stfed v bod8 s = w; w znadi nejmensi z &fsel py;, Py, ...,
Prr-*)

94. Methoda vytvofujicich funkcl v pFipadd Fetdzu. Podle odst.
43 je v nékterych tlohdch vyhodno uréditi hledanou pravds-
podobnost zévislou na celém é&isle « jakoZto koeficient pii ¢~
v Maclaurinovs fads, kterd vyjadfuje pFisluSnou ,,vytvorujici
funkeci‘ proménné ¢. Markov uZil této methody v theorii fe-
tézl, zejména k vypodtu disperse.**)

95. Retdz s nekonetnd velkym pottem eventualit. a) Piedpo-
klédejme, %o pokus mé za vysledek jeden z nekonedns veli-
kého podtu zjevi E,, E,, ..., E,, ... a podrZme definici prav-
dépodobnosti pfechodu p;, tak, jak jsme ji uvedli v odst. 71
pro jednoduchy Fetéz s konstantnimi p,,. Pak budeme miti
pro pravdépodobnosti vztahujici se k opétovanym pokusim

o
PP >0, kzlpw =1, PR = py,

w
(m + ( ( .
Pt = SPMPD, i, k,m,n=123,...
i=1

Studiem takovychto fetézh se zabyvali zejména R. Fortet
a A. Kolmogorov***),

*) M. Fréchet: Comportement asymptotique des solutions d'un
systéme d’équations linéaires et homogénes aux différences finies du
premier ordre & coefficients constants (Spisy vyddvané pfirodovédec-
kou fakultou Masarykovy university, & 178; Brno 1933).

**) A. A. Markov: Iztislénije v8rojatnostej, 4. vyd. (Moskva 1924);
ndm. preklad: Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung, An-
hang IT (Leipzig 1912). Viz téZ autorovu préci o fetézech z r. 1929 cito-
vanou déle v pozndmce k odst. 96.

*¥*) R. Fortet: Sur l'itération des substitutions algébriques linéaires
& une infinité de variables et ses applicationsalathéorie des probabi-
lités en chaine (Thdse; Revista de Ciencias 40; Lima 1938). Viz té%
A. Kolmogoroff: Anfangsgriinde der Theorie der Markoff’schen Ketten
mit unendlich vielen méglichen Zustdnden (Mat&matideskij Sbornik,
(2), I; Moskva 1936).
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b) Jako piiklad uvddim dlohu, kterou se zabyval Markov
ve své prvni préci o Fetézech:*) V osudi je jedna koule bfld
a jedna dernd. Vytdhneme jednu kouli, vloZime ji zpét a zd-
roven tam pfiddme jednu dalif kouli a to barvy, jakou méla
vytaZzend koule. Tah opakujeme vidy za téZe podminky: vy-
taZend koule se vracf do osudf a pfiddvé se jedna téZe barvy.
Po n-tém tahu bude v osudi (n + 2) kouli. Ptdme-li se na
pravdépodobnosti pfechodu z jednoho sloZeni osudf ke dru-
hému, médme zde Fetéz o nekone&ns velikém podtu eventualit;
mimo to pravdépodobnosti pfechodu zdvisf na pofadovém
tisle tahu.

Polozme si otdzku: Jak velikd je pravdépodobnost P, Ze
v n tazich bude taZena bild koule celkem m-krdt?
P urdime postupem podobnym tomu, kterého jsme uzili

v odst. 13a. Pravdépodobnost P’, Ze kaZdy z prvnich m taht
dé bilou kouli a Ze kazdy z dalsich (» — m) tah& d4 &ernou, je

123 m 1 2 3 n—m
T 234 " m+1 m+2 m+3 m4+4 w410
Stejnou hodnotu P’ mé pravdépodobnost, fe v m tazich, jichZ
pofadovd é&isla a, b, ¢, ... jsou pfedem ddna, vyjde bfild a
v ostatnich (n — m) tazich &ernd. P je dhrnnd pravdépodob-
nost rovné soudtu viech pravdépodobnosti, které odpovidaji
pipadiim s riznymi pofadovymi &isly a, b, ¢, ... Téch p¥-
padi je (n), a proto

PI

n! min —m)! 1
mn—m)" (n+ 1! a4l

P= (). P =

P tedy nezivisi na m. V n tazich se stejnou pravdépodobnosti
1: (n + 1) vyjde bil4 koule jen jednou, nebo jen dvakrdt atd.

*) A. A. Markov: Razprostrandnije zakona bollich &isel zavisaiitija
drug od druga (Izv&stija fis.-mat. obstestve pri imper. Kasanskom
Universitetu (2), 16, 135; 1908). Viz té% Eggenberger-M. Pélya: Uber
die Statistik verketterter Vorgange (Zeitschr. fiir angewandte Mathe-
matik und Mechanik 3, 279; 1923).
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nebo viibec nevyjde. Stfedni hodnota E(m) poétu vytaZenyoh
bilyeh koulf v » tazich je

s 14243+ 40
E(m) —mgoP.m_ sy = in.
Pomér m : » nabyvé kazdé z moZnych hodnot
1
y E;'“yl
n’ n

se stejnou pravdSpodobnosti P = 1: (n + 1); roste-li = do
nekonena, pravdépodobnost nerovnosti

7-o(3)

<eg,

kde £ je libovolné malé dané kladné é&fslo, nemd za limitu
jednotku. Zdkon velkych &isel zde neplati.

Rozdil proti pffpadu opétovanych pokusii s konstantni
pravddpodobnosti p, Ze se pokus zdaff (odst. 13), je v tom:
v pipad® odst. 13 md pravdEpodobnost, Ze m pokusi se
zda¥, maximdlni hodnotu pro uréité m,; s rostoucim celko-
vym pottem n pokusi se pravdépodobnost pfipadd, ve kte-
rych se m 1i3f od m,, zmensuje.



96. Bibliografické poznamky. Z knih, které posloui k daléfmu stu-
diu Fetézi, upozoriiuji na knihu Bernstejnovu,*) které je i jinak zna-
menitou udebnici pottu pravddpodobnosti vuboe, & na Fréchetovu,
citovanou v poznédmce k odst. 87.

Déle uvédim dva zékladnd préce o fetézech se spojitd proménnymi
veliZ¢inami**) a n&kolik soubornych pojednani a spisii vénovanych jed-
nek ulohdm, které byly rozebirdny v téchto pfednéSkéch, jednak
dal¥fm vlohém tykajicim se Fetdzi a jejich aplikaci ve fysice.***)

*) 8. N. Berndtejp: Téoria vérojatnostdj, 4. vyd., Moskva 1948,

**) 4. Kolmogoroff: Uber die analytischen Methoden in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (Mathem. Annalen 104, 415; 1931). —
M. Fréchet: Les probabilités continues ,,en chaine'‘ (Commentarii
mathem. helvetici 5, 175; 1933).

*w¥) S. Berndtejn: Sur lesliaisons entre lesgrandeurs aléatoires (Ver-
handlungen des internat. Mathematiker-Kongresses Bd. I, 288;
Ziirich 1932). — W ~Doeblin: Exposé de la Théorie des Chaines simples
constantes de Markoff & un nombre fini d’Etats (Revue mathém. de
I'Union interbalkanique 2, 77; Athénes 1938). — B. Hostinsky: O prav-
d&podobnosti zjevid, jeZ jsou spojeny v Markovovy fetdzy (Sbornik
pirodovddecky vyd. Ceskou akademii 1929, str. 289). — Méthodes
générales du Calcul des Probabilités (Mémorial des Sciences mathém.
fasc. 52; Paris 1931). — Application du Calcul des Probabilités a la
Théorie du mouvement Brownien (Annales de I'Institut H. Poincaré 3,
1; Paris 1932). — Sur les probabilités relatives aux variables aléatoires
liées entre elles. Applications diverses (tamtéz 7, 69; 1939). — Ctyi'i
pfednésky o raznych problémech theoretické fysiky (Casopis pro
péstovani matem. a fysiky 61, 33; 1931). — O teorii Markovovych
fetdézi a o integraci linedrnich transformaci (tamtéz, 63, 167; 1934). —
Equations fonctionnelles relatives aux probabilités en chaine (Actua-
lités scientifiques et industrielles No 782; Paris 1939).
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