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KAPITOLA VIII

ROZMANITA UZITI MARKOVOVYCH RETEZU

83. Poincaréova Gloha o michénl karet. Je ddno ¢ karet, které
jsou plivodné uspofdddny v urdité poddtedni sestavd Si;
ostatni sestavy (neboli permutace) oznatime S,, S, ..., S,,
kde r = ¢!. Operace, t. j. zpiisob zamichdni (pfemisténi) karet
se urduje takto: Mista, kterd zaujimaji jednotlivé karty pied
operaci, oznadime pofadovymi &isly 1, 2, ..., ¢; je ddno &slo
mista, které bude miti po operaci karta zaujimajicf pFed ope-
racf prvé misto; podobné je déno ¢&islo mista, které bude miti
po operaci karta zaujimajici pfed operaci druhé misto atd.
pro viechna mista. Operaci, kterd pfevidi poddteén{ sestavu
8§, do 8, oznadfme 8,.

Hréé michd karty op&tovné. Ka¥dé zamichéni spotivé
v tom, %e hré¢ provede jednu z operaci S;. Budi# p; pravdé-
podobnost, Ze provede 8,. Jak velikd je pravdépodobnost, Ze
po n postupnd provedenych operacich budou karty tvoFiti
sestavu S, ? Pfedpokliddme, Ze

r
Spi=1p.>0 k=12 ..r
t=1

Znak 8,8, (symbolicky soudin) znadi operaci, kterd vznik-
ne, kdyZ provedeme nejprve S; (tato operace pfevadi pivodni

sestavu 8, do sestavy S;) a pak S;. Znak S; ! znadi operaci
inversni k S;, t. j. operaci, kterd vede od sestavy S; k §,.
Sestavme tabulku symbolickych soudini:

8T8, 8T8, 8T8, ... SIS,
878, 838, 838, ..., 878,

S8, S8, S8, ..., STUS,.
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Kaidy z téchto soudinii je rovnocenny urdité z operacf
S;, 8y, ... VepiSeme-li ji do tabulky na misto toho souéinu,
obdrzime ,,multiplikaéni tabulku grupy permutaci’. V kaZ-
dém Fddku této tabulky vyskytuji se véechny operace S,
kaZd4 prévé jednou. Rovnost dvou operaci v i-tém Fddku by
totiZ vyzadovala, aby
878, =878,

tedy, aby S; = S,, coZ neni moZno, pokud § $ k. Podobné
v kazdém sloupci se vyskytuje kazd4 operace pravé jednou.
V priiseku ¢-tého Ff4dku tabulky s k-tym sloupcem stojf ope-
race S; s x kterd prevadi i-tou sestavu v k-tou. V kazdém
poli dhlopfiéky je operace identickd S; 'S, = 8,, kterd ne-
méni sestaveni karet.

Nahradme nyni v multiplikaéni tabulce v kazdém jejim
poli symbol operace S, ktery je tam vepsan, pFisluSnou prav-
dépodobnosti p;. V nové tabulce stojf pak v priseku ¢-tého
Fddku s k-tym sloupcem pravdépodobnost p,;, Ze néjakd ope-
race vede od i-té sestavy ke k-té. Kazdd p,, je totoZna s jed-
nou z velidin p,. Ponévad? v kazdém fddku a v kazdém sloup-
ci nové tabulky jsou zastoupeny v3echny veli¢iny p,, kazdd
jednou, platf

r T
Dp=1,1i=12..,7 Dpa=1 k=12, ..,r
k=1 i=1

Jsou tedy splnény viechny podminky nutné k tomu, aby
platil dodatek k Markovové vétd (odst. 76), takZe pro pz > 0

limP{p = l, r=gq! (1)
n—+w r
Zde znadf P{}’ pravdépodobnost, Ze, jsou-li karty pivodnd
v sestavé S;, pfejdou po »n postupné provedenych operacich
do sestavy §,.

Tedy: Pravdépodobnost, %e se dostavt urlitd sestava karet,
kdyZ karty byly nekoneéné mnohokrdt postupné zamichdny, je
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konstanint; nezdvist ant na poldteéni sestavé karet ants na hod-
noldch pravdépodobnostt p;.

Soustava pravdépodobnosti p; charakterisuje individualitu
hrééovu, jak pravi Poincaré; néktery hra¢ je naklonén apli-
kovati spife nékterou operaci ne? jinou, takZe n&kterd z &sel
p;maji pronéj vétsi hodnoty, jind mensi. Pro jiného hrdde majf
P, zase jiné hodnoty, ale limita (1) je stejnd pro viechny hraée
a pro libovolné sestavy karet poditednou a kone&nou.*)

84. Lévyova tiloha o michanf karet. a) Nechf jsou 1, 2, ... pofa-
dov4 &isla karet v poldtedni sestavé a ptejme se, jakd je
pravdépodobnost, Ze po 7 operacich karta, kterd v poddteént
sestavé méla pofadové ¢&fslo ¢, bude miti pofadové &islo k.
Tyto pravdépodobnosti jsou v urdité souvislosti s pravds-
podobnostmi p,, které jsme zavedli v odst. 83. Poditejme nej-
prve pravd&podobnost a,,, Ze karta prejde jedinou operact
z pofadi ¢ do pofadi k.

Pfednd je

ay = ZPc;
1

sumaénf index s probfhd hodnoty ¢ pfislusné po fadé viem
tém operacim S, kterymi se neméni poloha karty nalézajicl
se na ¢-tém mist&. Viech t&chto operacf, pfi nichZ se ostatnich
(g — 1) karet libovolnd permutuje, je celkem (g — 1)I; tolik
stftanct m4 nds soudet.

Budte nyni S a T dvé rizné operace takové, Ze kaidou
z nich se pfevidi karta z pofadi ¢ do pofadi %; patrné je
S8T-1 = U, kde U zna¥{ operaci, kter4 neméni pofadi karty
nachdzejici se na i-tém mistd. Z toho plyne, Ze S = UT, t. j.
%e vBechny operace, které pirevadsji kartu z pofadi ¢ do po-
fadi %, dostaneme takto: napied provedeme né&jakou ope-
raci U, kterd kartu ponechdvd na i-tém misté a pak prove-
deme jednu uréitou operaci 7', kterd ji pfevede na k-té misto.

*) H. Poincaré: Calcul des probabilités, 2éme édition, p. 301, Paris
1912.
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Viech operac{ U je celkem (g — 1)!, zrovna tolik je tudi* ope-
raci vyjddfitelnych ve tvaru UT. Napifme pravdépodobnosti
P, pFisludné véem t€mto operacim a sedtéme je. Soudet ddvd
hledanou pravdépodobnost:

a = %p,; k=12 .4

Napravo se setitaji pravdépodobnosti p, véech téch ope-
raci, které pfevdd&ji kartu z ¢-tého mista (pofadi) na k-té.

Velidiny a,,, (1, k=1,2,...,q) jsou vesmés kladné (po
pripad& nékteré z nich jsou rovny nule, jsou-li nékteré z veli-
¢in p, rovny nule) a vyhovuji rovnicim

q

2ea=11i=12..,4q (1)

k=1
Kazdé karta miZe totiZ piejiti z pofadi ¢ do potadi & (jedinou
operacf) celkem (¢ — 1)! riiznymi operacemi; a,; se tedy vy-
jadFuje jakoZto soudet (g — 1)! &fsel p,. Cely soudet na levé
strand kterékoli z rovnic (1) skldd4 se tedy z g(g — 1)! = ¢!
vesmés ruznych séitanci p,, jichZz soudet se oviem rovnd 1.
Zcela stejné se odiivodni, vezmeme-li v Gvahu inversni ope-
race, Ze

['{
_Za‘k =L
i=1

Velidiny ayy, (3, k = 1, 2, ..., q), vyhovujici rovnicim (1) a (2),
spliujf tedy podminky, za kterych plati dodatek k Marko-
vové vété uvedeny v odst. 76, takZe mdme pro a; > 0 vysle-
dek: Necht je poddtednt &slo karty jakékoli, pravdépodobnost, Ze
karta bude miti po nekoneéné velikém poltu operact pofadové
&islo k, je rovna 1 : q, kde g je polet karet.*)

b) Vsimnéme si blize p¥ipadu tif karet, kdy ¢ = 3. Celkem
je Best operaci (r = q! = 6), kterymi lze permutovati tfi
karty. Oznaéime je takto:

*) P. Lévy: Calcul des probabilités, p. 49; Paris 1925.
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8, = (123); S, = (123)’ 3, = (123)’ 8, = (123)’

123 132 213 231
123 123
85 = (312)’ 8 = (321)'

8, je operace identickd; S, nechdvé kartu stojici na 1. misté
v klidu a permutuje karty stojicf na 2. a 3. mfisté; 8, je permu-
tace cyklickd, jez zvySuje pofadové &islo kazdé karty( mysli-
me si karty rozloZeny dokola, podél kruZnice) o jednotku atd.
Jsou-li pak p; pravdépodobnosti operaci S,, (t = 1, 2, ..., 6),
mdme v oznadeni odst. 83

@y = Py + Doy G2 = Py + Py By = P5 + Des
@ = Py + Pps G2a = Py + Poy g = P2 + Pos (3)
Q3 = Py + Pey By = Pz + D5, B33 = Py + Py

Z t&chto rovnic odvodime, pfihliZejice k podmince

P+ P+ P+ P+ D5+ De=1,
vztahy

8 3
Do =1 Dagp=1i=123.
k=1 k=1

85. Velitiny zavislé na velitindch, JichZ pravdépodobnosti jsou spo-
jeny v fetdz. Necht jsou E,, E,, ..., E, zjevy, je se mohou
vyskytnouti jakoZto vysledky ndjakého pokusu; pfedpokls-
déme, %e vysledky opétovné providdénych ,,pokusi prvniho
druhu* jsou spojeny v jednoduchy Fetéz s konstantnimi prav-
dépodobnostmi pfechodu p,,. Necht jsou ddle F,, F,, ..., F,
jiné zjevy, které se vyskytuji jakozto vysledky ,,pokusi dru-
hého druhu*. Pokusy prvniho a druhého druhu jsou v urdité
souvislosti, kter4d je stanovena takto: Pﬁ}') zna¥f jako dffve
pravdépodobnost, Ze n-ty pokus prvniho druhu d4 vysledek
E,, dal-li pfedb&Zny (nulty) pokus prvniho druhu vysledek E,.
@;x je pravdépodobnost, Ze n-ty pokus druhého druhu dé vy-
sledek F,, je-li zndmo, Ze n-ty pokus prvého druhu dal E;.

Déle budi Ry pravdSpodobnost, %e n-ty pokus druhého
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druhu dé F,, dal-li pfedbéiny (nulty) pokus prvého druhu vy-
sledek E,. Plati rovnice

r
RY =P, i=12 .., k=12..3:
j=1

Roste-li » do nekone&na a vyhovuji-li p;, podminkdm (1),
odst. 75, m4 P{ limitu P, a tedy také R{}’ m4 limitu R,
a plati, Ze

R, =lLmR{ = ZP;Qm k=12 .., (1)
fi>o =1
R, nezdvisf na 1.

Toto schema, ve kterém ptichdzeji v ivahu zjevy F, ne-
tvofici Fetéz, ale spojené s jinymi zjevy E,, které tvori Fetéz,
pochézf od Markova; v odst. 88 bude uveden pifklad.

86. Tahy ze dvou osudi se zdmdnou koull. Uloha, kterou se
zabyval D. Bernoulli, Laplace a Markov, zni takto: Dvé osud{
A a B obsahuji kazdé e koulf; v thrnném podtu 2¢ vSech kouli
je polovina bilych a polovina gernych. Tah se provédi tak, Ze
soudasné vytdhneme po jedné kouli z kazdého osudi; pak vlo-
#ime do B kouli vytaZenou z 4, a do 4 kouli vytaZenou z B.
Vykonejme n takovych tahii; jak velikd je pravdépodobnost
o, %e v osudi 4 je po n tazich privé k bilych kouli?
k=0,1,2,... ¢).

Pocet bil)"ch kouli v A po 1. tahu, po 2. tahu, po 3. tahu, ...
jsou velidiny, jich% pravdépodobnosti jsou spojeny v Fetéz
o (e + 1) eventualitich. BudiZ p, (5,k=0,1,2,...,¢)
pravdépodobnost, Ze v 4 bude po tahu % bilych kouli, bylo-li
jich tam ¢ pfed tahem. Dostaneme tyto vzorce:

j? (e—19j (e—j)?

Pjj—1 = L Dy = 2 2 Dii+1 = T
pro 0 < j <e, (D)
Poo =0, Ppop =1, Pee—1 =1, P = 0. (2)
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Mimo to je
DPix = O: je'li |"’ - kl Z 2’ (3)

nebot podet bilych koulf v 4 se miZe tahem zméniti nejvyse
o jednu.

Z rovnic (1) a (2) plyne, Ze rovnice (1), odst. 71 jsou splnény
pro r = e + 1, %e totiz je

e
Sp=14i=012 ¢
k=0

Prostd pravd&podobnost o, e po n-tém tahu bude v 4
prévé k bilych kouli, vyjéd¥ se pravdépodobnostmi pir—;",

21 8 p{* 1V, Nebot pi® je iihrnng pravdépodobnost rovns
soudtu tfi pravdépodobnosti, které odpovidaji tfem moznym
ptipadim: po (n — 1)-tém tahu je v osudi 4 bud (¢ —1)
bilych kouli nebo k nebo (k + 1). Vyjddifme-li tyto tfi prav-
dépodobnosti a setteme-li je, vychdzf

(ﬂ) _» (n

P ek + BTV P 4 P Pk (4)
Tato rovnice je totoznd s rovnici (9), odst. 71, dosadime- h
n=1a p1§eme li pa,k (n — 1) na misto m, a p;; na misto P
Na pravé strané (4) jsou oviem jen tfi éleny, nebot ostatnf p, k

jsou rovny nule podle podminek (2) a (3). Dosadme nyni do
rovnice (4) na misto p,, ptisludné vyrazy (1) a (2); dostaneme

_ e—k+4 102
pgcn) — P&:n—ll) ( ea+ )

(n—1)

(n—1) (k + 1)2.

+ 2pi + Pi+1 o

(n—1) (€ —ezﬂ (5)

Povazujme p" za funkeci dvou proménnych celych &sel &
an (k=0,1,2,...,e;2=0,1,2,...); (5) je parcidlni dife-
rendnf rovnice pro neznémou p{". Znsme-li pravdépodobnosti

p(o) p(o) p(zo), cen 20)’ %e pied prvnim tahem je v osudi 4 po
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fad& 0, 1, 2, ..., e bilych koulf, urtime z rovnice (5) nejprve
p§,1 , pak p(z) atd.

Je-li ve zvldstnim ptipadé dano, Ze pied prvnim tahem je
v osudi 4 prévé ¢ bilych kouli, je (srov odst. 71)

¥ =1, =0 pro j + & pi” = P, PiY’ = py.

P k=0, 1 2,...,en =12, ...)znad¥f zde pravdépodob-
nost, e v 4 je po n-tém tahu % bilych kouli, bylo-li jich tam ¢
pted prvnim tahem. Dosadme do (5) P P{? na misto p{; dosta-
neme rovnici

(e—k+ 1) k) k

_ w1 (6 —
PP = Py E T opg OO
—1) (k4 1)
+ Pyt _:2 L (5a)

tato rovnice je totoZnd s prvni rovnici (8), odst. 71, mdme-li
na mysli, Ze p,,. jsou definovdny hofejdimi vzorei (1), (2) a (3).

NapiSme velitiny p;) do tvaru matice o e 4 1 Fddcich
a ¢ + 1 sloupcich. UZijme oznadeni zavedeného v odst. 77;
vzhledem k rovnicim (1), (2) a (3) jsou v hlavni dhlopiiéce 4
matice a na pfilehlych s nf rovnob&nych piitkdch 4, a 4,
vesmés kladné*) prvky p,,, kdeZto viechny ostatni jsou rov-
ny nule. Podle ivah uvedenych v odst. 77 jsou viechny veli-
diny P{P kladné, je-li n dosti veliké. Z toho pak plyne, Ze Py
mi pro n —oo limitu P, nezédvislou na ¢ (odst. 77). Mezni
hodnoty P, se uréi fefenfm rovnic (9) a (10), odst. 75, které
nyni piSeme ve tvaru:

¢ e
—DPpa=0,k=0,1,2,. ¢ JP,=1 (8
i=0 £=0

Abychom potvrdili, Ze t€émto rovnicim se vyhovi, poloZi-
me-li**)

_—"‘) S vyjimkou prvku py, = 0, p,, = 0.

1
*%) (e), je binomicky symbol (viz odst. 3¢); (e); = ———0

ke — k)’
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_ [(e)e
E= ), s k= 2,..

napiS§me levou stranu %-té rovnice (6) ve tvaru

58 (7)

Pl —pry) — Pr—y - pr—1,- — Pry1Prs1,k (8)

a dosadme sem za P a p;; podle (7) a (1), (2), (3); pfihliZejice
k vztahtim

O = O ST,

—k e —k
@rs1 = ©pr & k(,f +’{e) )

shledéme, Ze vyraz (8) se rovna nule. Soustavd homogennich
rovnic (6) je tedy vyhov&no. Abychom dokézali, Ze soudet
vSech P, se rovnd 1, srovnejme koeficienty pfi z¢ na obou
strandch rovnice

I+ 2)(1 + 2)* = (1 + 2)*;

vychézi
Stk = 2 (9)
j=0
a tedy, dosadime-li za P, podle (7),
2P, =1.
£=0

Pravd, strana rovnice (7) je rovna pravdépodobnosti, Ze
skupina kouli vyvolend z 2¢ koulf, z nichZ je ¢ bilych a e &er-
nych, obsahuje prévé k bilych kouli. Dochdzime k vysledku:

Po nekoneéné velkém poltu postupné provedenmych tahi je
pravdépodobnost, Ze v osudi A bude prdvé k bilych koull, rovna
pravdépodobnosti, Ze bude prdvé k bilyjch koull ve skupiné e
koult vytazenyjch z osudt, ve kierém je smichdno e koull bilych
a e dernych.
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87. Charakterlstickd rovnice pfisluind pfedeslé uloze. Utvoime
charakteristickou rovnici (odst. 78), v niZ jsou p,, definoviny
rovnicemi (1), (2) a (3), odst. 86. Zm&nime-li znaménka
u viech ¢&lent determinantu D,(4) a piSeme-li pak s na mfsto
1: A, nabude rovnice tvaru

Poo — 8 Pov> coes Poe
Aey) = P10 Puu—38 .- Plc“. — 0.
| Peos Per» y Pee —$
Tak dostaneme pro e = 2
—s, 1, 0
Aa(3)='}, t—s i =0,
1 0, 1, — 8
kde
dy(8) = — (s —1)(s + }) s,
a ddle

Ay(s) = (s — D)8 + s + Hls — 1)

d58) = — (s —1)(s — )s + H)s + §) (e —4)

Ag(8) = (s — 1)(s — 2)(s — %) + 1) + )¢ — 3'5)
dys) = — (s — s — e — B+ HNE—HE + §) s

Kofeny rovnice 4.4,(s) = 0 jsou raciondlni &sla, pokud
¢ < 6. J. Potodek poznamenal r. 1937, Ze toto pravidlo platf
obecné a Ze kofeny rovnice

derr(s) =0
jsou pro kazdé e vyjddfeny vzorcem:

g = e— kP —k

G k=012 ¢ (1)

ktery pro e = 2, 3, 4, 5, 6 souhlasf se shora uvedenymi roz-
klady determinantu A4.,:(s) v &initele. Podle Fréchetovy
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zprévy*) dokdzal T. R. Rawles obecnd vzorec (1) nezdvisle na
Potodkovi.

Zavedeme-li do podtu kofeny s, = 1, s, 8,, ..., 3, na misto
kofenii 4, piivodni charakteristické rovnice, zméni se formule
Romanovského (8), odst. 79 takto:

PP =P, + zl‘Puwu"?-
]=

88. Tahy ze dvou osudl se ziménou koulf; druha dloha. Vratme
se k tahtim ze dvou osudi za podminek uvedenych v odst. 88
a polozme si tlohu: Ustanoviti limitu pro » —oc pravdé-
podobnosti, Ze pfi n-tém tahu se zdmé&nou kouli bude z osudi{
A vytaZena bild koule.

Utijeme Markovova schematu vyloZeného v odst. 85. Za
podminek nasf wlohy je poéet bilych kouli v 4 roven bud0
nebo 1, 2, 3, ..., e. Za zjev E; povaZzujeme piipad, Ze v 4 je
prévé ¢ bilych koulf (1 = 0, 1, 2, ..., ). Za zjev F, povaZuje-
me tah bilé koule z A4, a za zjev F, tah erné z osudi 4; vozna-
denf odst. 85 je tedy r = ¢ + 1, s = 2. Ponévadi P; jsou
urdeny rovnicf (7), odst. 86 a

_d o, =1
o= "7 0= —
bude hledan4 limita R, déna vzorcem (1), odst. 85:
[ .
(e 4
R, = 2P - 1
1 ]_go 05 = ’go (23 6 ( )

Podle Potoka dokéZe se, %e posledni soudet je roven %
takto: Z rovnice

2Lt . = 2lte)Ple — 1)
1=0 j=0

*) M. Fréchet: Recherches théoriques modernes sur le Calcul des
Probabilités, second livres p. 285 (Paris 1938) cituje prédci: 7'. R.
Rawles: A problem of Laplace (Report of third annual Conference on
economics and statistics; Colorado Springs, 1937).
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plyne, Ze
20l .5 = e 2l(e)
i=0 j==0

Podle (9), odst. 86 je pravd strana této rovnice rovna
1e(2e),
a tedy, dosadime-li do pravé strany rovnice (1), vychdzi
R, =1

Po nekoneéné velkém poltu tahii ze dvou osudt se zdménou kouli,
je-lt v kaZdém osudi stejny pocet koull a dhrnng podet bilych
koult v obou osudich roven whrnnému podtu Eernyjch, je pravdé-
podobnost vytdhnoutt z daného osudi bilou kouli rovna jedné
poloviné.

89. Zakon velkych &fsel v pFipadd Fetdzu. Nechf jsou xfb),
z®, ..., 2z, ... veliliny pFifadéné po fad& vysledkéim prvni-
ho, druhého, ..., n-tého, ... pokusu; a® necht znadi stfedni
hodnotu veliéiny z®. Veli¢éiny z® spliiuji zdkon velkych
disel, lifi-li se aritmeticky stfed veliin (D), 23, .. o™ od
aritmetického stfedu hodnot aV,...,a™ o ménd ne% ¢
8 pravd&podobnostf bliZfci se jistoté, kdyZ n roste do neko-
neéna.,

Polozme
B, =E[zV 4+ 2 4 ...} 2™ —gl) —g® — — g™,
Podle odst. 24 spliiuj{ velidiny ™ zdkon velkych ¥fsel, je-li

. B,
L o
Dikaz podany v odst. 24 platii v tom p¥pads, Ze velitiny =
nejsou vzdjemnd nezdvislé. Zdkon velkych &sel platt pro veli-
diny =™, jichf pravdépodobnosti jsou spojeny v jednoduchy
Markoviy fetéz o r alternativdch, jsou-ls viechny pravd&podob-
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nosti prechodu p;, kladné, nebot, podle rovnice (2), odst. 81
existuje kone¢nd limita disperse, t. j.

. B
lim =
n+o N

a tedy je splnéna podminka (1).

90. Regularisace pravddpodobnosti spojenych v fetdz. Ergodicky
princip. a) Kondme pokus, jenz miZe miti rizné vysledky
E, E,, ...,E, s riznymi pravdépodobnostmi; pravime, %e
tomu pokusu ndlezi uréité rozdélent pravdépodobnostt (t. j.
%e rizné jeho vysledky maji rizné pravdépodobnosti). Ko-
nédme-li fadu pokusd, z nichz kazdy m4 za vysledek n&ktery
ze zjevi By, E,, ..., E, a jsou-li pokusy spojeny v fetéz, zdvisi
rozdéleni pravdépodobnosii na pofadovém é&isle » pokusu.
V obecném pifpadé (na pf. jsou-li viechny prvky p,, jedno-
duchého Fetézu konstantni a kladné) se rozddleni pravdé-
podobnosti zjednodusuje s rostoucim », nastdva regularisace.

Tak v tloze o michdni karet (odst. 83) jevi se na pf. po
patém zamichdni vliv poddtedni sestavy karet. Kdybychom
srovnali karty do dané potédtedni sestavy S;, a pétkrit zamf-
chali, a kdybychom pak karty znovu srovnali do téZe sestavy
§,, a zase pétkrat zamfchali atd., dostali bychom na konci
ka%dé takové serie péti ,,operaci‘’ postupné provedenych né-
jakou koneénou sestavu karet. Provedme mnoho takovych
pokusii a zaznamenejme konetné sestavy po péti operacich.
Tak dostaneme statistiku o tom, kolikrdt se vyskytla kterd
konednd sestava a tim p¥ibliZné rozdéleni pravdépodobnosti
pro jednotlivé sestavy. Rozdéleni bude z4vislé ne tom, jakou
sestavu jsme volili za poddteénf; kdybychom misto 8, volili
jinou za poditedni, dopadla by statistika koneénych sestav
jinak. Kdybychom vsak zamichali karty n-krit (mfsto pét-
krét), ukdzalo by se, Ze vliv poéitedni sestavy po n-tém za-
michdni je tim mensi, &m je n vé&téf. Provedeme-li postupnd
nekonednd veliky podet operaci, méd kazd4 sestava karet stej-
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nou pravdépodobnost, Ze se objevi jakoZto kone&n4; rozdé-
lenf pravdépodobnosti se regularisuje.

V dloze o tazich ze dvou osudi se zdménou kouli (odst.
86—88) jde o pravd&podobnost, s jakou odekdvime urdité
sloZeni osudi po n-tém tahu (bud neni v 4 Zddné bfld koule,
nebo je tam jedna, dvs, ...). Rozdéleni téchto pravdépodob-
nosti jisté zdvisf na tom, kolik bilych kouli bylo v 4 pked
prviim tahem. Ale roste-li » do nekoneéna, tato zavislost
zmizi{; po nekone&né velikém podtu tahi je pravdépodobnost
P,, %e v 4 bude k bilych kouli, rovna [(e),]? : (2¢).. Regulari-
sace je zde takovd, Ze koneéné rozdéleni pravdépodobnosti
neni rovnomérné (P, zdvisi na k), nezdvisi viak na podited-
nim sloen{ osudi.

b) Geometricky obraz fetézu (odst. 72) hodi se ke studiu
soustav, které se vyvijeji b&hem &asu. Zndzornéme si jednot-
livé stavy, ve kterych uvaZovand soustava (na pf. soustava
molekul plynu uzavieného v nddobé) miiZe byti, body A4,,
4,, ..., A,. Pozorujeme soustavu po uplynuti uréitého ¢aso-
vého intervalu 7, pak po intervalu 27, 37 atd. Soustava je zné-
zornéna pohyblivym bodem B, jen% po kaZdé splyvé s nékte-
rym z bodi 4,. Pfipoustime, %e zdkony, jimiZ se #df &asovy
vyvoj soustavy, neurduji vyvoj naprosto pfesné, nybri Ze
jsou dény jen pravdépodobnosti pfechodii z jednoho stavu A,
do druhého A4,. V nékterych pfipadech pfijimdme t. zv.
ergodicky princip, podle kterého pravdépodobnost, Ze sou-
stava se dostane za urditou dobu do uréitého stavu 4,, se s
Sasem méni, ale po uplynuti nekonené dlouhé doby nabyvéi
urdité hodnoty z4dvislé jen na indexu k. Ergodicky princip se
odlivodiiuje regularisaci, kterd ve smyslu shora uvedenych
pifkladd o michéni karet a o tazich ze dvou osudf se zménou
kouli, nastdv4 za urditych podminek u zjeviispojenych v Mar-
koviiv fetéz; vyznam fetézi je prave v tom, Ze ddvaji zdklad
k pfesnému vyjadienf ergodického principu.

91. Obecny pojem ndhody a statistické zakonitosti. a) V odst.
36—41 jsme jednali o regularisaci pfi geometrickych pravdé-
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podobnostech. Tento pfipad a piipady regularisace zminéné
v odst. 90 odpovidaji dvéma zdkladnim vlastnostem zjevi,
které se vieobecnd povaZuji za ndhodné a na néz se dé apli-
kovati podet pravdépodobnosti. Podle Poincaréa shleddvdme
totiZ, kdyZ zjevy toho druhu rozebirdme: bud jsou takové, Ze
mald zména v piid¢iné m4 za ndsledek velkou zménu v Géinku,
nebo Ze jsou velmi sloZité.

V prvnim piipadé jde o vztah mezi pravdépodobnosti
pfi¢in a pravdépodobnosti déinku. Za uréitych pfedpokladi
dé se pravdépodobnost udinku vyjddfiti, zavedeme-li para-
metr n» a mimo to libovolnou funkci, kterd definuje rozdéleni
pravdépodobnosti pro pii¢inu; shleddvdme, Ze roste-li » do
nekonedna, pravdépodobnost vdinku se stdvd nezdvislou na
oné libovolné funkei (methoda libovolnych funkef, viz odst.
36 a ndsl.).

Ve druhém piipads (zjevy spojené v fetéz) rovnéZ mdme co
&initi s po¢dtednim rozdélenim pravdépodobnosti a s &islem
n (t. j. potem postupné& provedenych pokusi). Roste-li n, zjev
se komplikuje a stupefi sloZitosti je pravé ddn velikosti &isla
n. Tak michd-li hrd& karty postupné n-krit (odst. 83) a je-lin
veliké &fslo, je zajisté objeveni se koneéné sestavy nédsledek
velikého poétu slozitych pifdin (@dinek kazdého zamichéni se
kombinuje s Géinky ndsledujicich).

Ulohy, ve kterych regularisace vede ke zjevim stejnd
pravdépodobnym (v dloze o ruleté — odst. 36 — vychézi
stejnd pravdépodobnost pro dernou a dervenou; v tloze o mi-
chénf{ karet — odst. 83 — stejnd pravdépodobnost pro kaz-
dou koneénou sestavu) ukazuji, Ze v uréitych tdlohdch je odi-
vodnéno povaZovati nékteré piipady za stejné pravdépodob-
né. Zamichidme-li dobtfe koulemi v osudi, miiZeme tah kazdé
koule povaZovati za stejnd pravdépodobny (obdoba k tloze
o michénf karet). UZivdni pojmu ,,zjevii stejnd pravdépodob-
nych®, na némZ se zakldd4 elementdrni definice pravdé-
podobnosti (odst. 1), odivodiiuje se tak v mnohych piipa-
dech regularisaci. Poznamenejme k tomu, Ze viechny vy-
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potty o souvislostech mezi pravdépodobnostmi a regularisaci
se opiraji o dvé zdkladni véty (odst. 6), které pfipoustime
jako axiomy.

b) JiZ v odst. 1 bylo poukédzéno ke dvéma strdnkdm ndhod-
nych zjevi; k podminkdm, za kterych se kond pokus s vy-
sledkem z4vislym na ndhod$, a k pravidelnosti, kters se jevi
ve statistice veliké Fady pokusii. Viechny dlohy o vypoétu
pravdépodobnosti, kterymi jsme se zabyvali, jsou toho
druhu, Ze é&iselné hodnoty uvaZovanych pravd&podobnosti
jsou pfiblizné urtitelné ze statistickych dat.

Viechny theoretické vzorce o pravdépodobnostech lze
takto statisticky kontrolovati; vypoéty, které kondme na zd-
kladé statistickych dat, jsou vlastné aplikace podtu pravdeé-
podobnosti.
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