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EAPITOLA SEDMA

MARKOVUV
JEDNODUCHY RETEZ S LIBOVOLNYM POCTEM
EVENTUALIT

71. Pravdépodobnostl pFechodu a pravd&podobnostl prosté.
a) Kondme fadu pokusti za té€chto podminek: KaZdy z pokusii
m4 za vysledek jeden z r zjevi E,, E,, ..., E,. Pravdépodob-
nost p,;, Ze (n + 1)-ty pokus povede k zjevu E,, vedl-li n-ty
pokus ke zjevu E;, nezdvisi na pofadovém é&sle n ani na vy-
sledcich pokusid pfedchdzejicich pted n-tym (¢, k= 1,2,...,
7). Za t&chto podminek jsou pravdépodobnosti, které patif
vysledkiim jednotlivych pokust, spojeny v jednoduchy Mar-
koviy fetéz o r eventualitdch. p,; jsou pravdEpodobnosti pre-
chodu. Tyto pravdépodobnosti vyhovujf podminkdm

r
zpik = lv 1= 1) 2) IRRTR ) (l)
k=1

Pir = 0. (2)
Rovnice (1) vyjadiuje jistotu, Ze, vedl-li ndy pokus k vy-
sledku E;, povede (n + 1)-ty pokus k jednomu z vysledkd
E,E,, .. FE,.

V odst. 59a bylo vyloZeno, jak se realisuje jednoduchy
Markoviiv fetéz o dvou eventualitich tahy ze dvou osudi,
bilého a &erného. V piipadd, Ze je r eventualit, realisujeme
Fetéz obdobné: je déno r osudi oznadenych zevnd r riznymi
barvami (prvni barvou, druhou barvou atd.). V kazdém osudi
jsou smichdny koule t&chZe r barev. Zjev £ je tah koule k-té
barvy. p;; je pravdépodobnost, Ze, vysla-li pii n-tém tahu
koule i-té6 barvy, vyjde pfi (n 4 1)-tém tahu koule k-té
barvy; tah koné se vidy z toho osudi, které m4 barvu shod-
nou s barvou koule taZené v tahu bezprostfednd pfedchéze-
jicim, a vytaZend koule se vracf zpét do toho osudi, ze kterého

byla vytaZena.
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b) K vplnému stanoveni fetézu je tfeba znati pravdépo-
dobnosti, se kterymi se vyskytuji zjevy E,, E,, ..., E, bez-
prostiednd pred prvmm pokusem. Zavidime piedbéziny

(nulty) pokus; pl ,p(zo),. ,pﬁo) jsou pravd&podobnosti, Ze
predbézny pokus m4 za vysledek resp. B, E,, ..., B,. py’

vyhovuji podminkdm
T
e =1, p” 2 0. (3)
¥=1
¢) Zavedme pravdépodobnosti PP, ze (p + m)-ty pokus dd
vysledek E,, dal-li p-ty pokus vysledek E;. Tyto veli¢iny vy-

hovuji ndsledujicim rovnicim, jichZ sprdvnost vyplyva pfimo
2 vét o pravdépodobnosti ihrnné a sloZené (srv. odst. 59):

T r r
?It) == g Z Zpiapaﬂ cos Pols (4)
1)

kde se s&ita podle (n — 1) indexti «, §, ..., w,
T
Pt = ZPE;"’PE-Z’, PR =pymn=12. (5)
T
P(") ZPS:‘—I)Psk = ZPWP("_I)) (6)
8=1
ZP{ =1 ,2,...5n=12,... )

d) Prostd pravdépodobnost p”, e n-ty pokus bude miti za

vysledek z]ev E,, souvisf s pravdépodobnostml a PP
podle rovnic

A = SHOPY, 0= 1,2, .. (8)

i=1

Pt = Z P m=0,1,2,...; 0 =12,..; (9)

j=1
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konetnd plati
T
S =1,2=0,12,... (10)
k=1

Kdyby bylo zndmo, %e pfedbéiny pokus vedl ke zjevu E,,

specialisovala by se rovnice (8) tak, Ze vSechny hodnoty p;-o)

by se rovnaly nule aZ na ¥, kterd by byla rovna 1, takZe
bychom méli na misto (8)

P = PP (1)

prostéd pravdépodobnost pi.") by se rovnala pravdépodobnosti
Py

72. Proménna velitina pfifaddna vysledkdm pokusd. Pfifadme
ka?dému zjevu E, urditou velidinu «,; n-tému pokusu pfi-
fadime pak veliinu 2™ nebo zkritka z,*) kterd se rovnd «,,
byl-li zjev E, vysledkem n-tého pokusu.

73. Geometricky obraz fetdzu. Vysledky postupné providé-
nych pokusii zndzornime geometricky takto: BudiZz dédno r
pevnych bodd 4,, 4,, ..., 4, odpovidajicich po Fadé zjeviim
E, E,, ..., E,. Pohyblivy bod B pohybuje se tak, %e po kai-
dém pokuse splyvé s bodem A, odpovidajicim tomuzjevu £,
ktery se objevil jakoZto vysledek pokusu. Kondme-li po-
stupné Fadu pokusi, jichZz pravdépodobnosti jsou spojeny
v fetéz, kond bod B pohyb, ktery pfirovndme k Brownovu
pohybu. Hodnota velit¢iny z(®), pfifadénd vysledku z-tého
pokusu (viz odst. 72) méni se podle polohy bohu B; splyvé-li
Bs A, jex™ =, PP je pravdépodobnost, ze, byl-li bod B
plivodné v poloze 4; (a méla-li tedy proménnd = pivodnd
hodnotu «,), po dalSich » pokusech bude B v poloze 4, (a Ze
tedy proménnd z bude miti nakonec hodnotu ).

*) Kdybychom vyslovnd srovnévali hodnotu promé&nné veli¢iny po
m-tém pokusu s jejif hodnotou po n-tém, bylo by nutno rozlidovati
2™ a 2(™, Mame-li vak ne mysli obecnd proménnou velidinu zivislou
na vysledcich pokust, stadi psati z.
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74. Stfedni hodnota prom&nné velitiny 2avislé na vysledcich jednot-
livjch pokusd. Oznadme symbolem P(S) pravd&podobnost, Ze
je splnén vztah S; S je bud néjaka rovnice, nebo nerovnost,
nebo soustava nerovnosti a pod. Veli¢ina 2 pfifadénd vy-
sledku n-tého pokusu ve smyslu odst. 72 rovné se jedné
z hodnot «, a plati

Pa™ =o,) =9, k=1,2,...,7;

Y je prostéd pravd&podobnost ve smyslu odst. 71d. Stiedn{
hodnotu E(z'™) veli¢iny z(™ oznalime a™); je tedy

T
a®™ = E(@™) = > ;. (1)
k=1

Predpoklddejme nyni, Ze pfed prvnim pokusem zaéindme
8 urditym zjevem E; pak je =1, p§-°> =0proj+ia
plati rovnice (11), odst. 71. Misto pfedchozf rovnice (1) bude-
me tedy miti

r
o = 2P, (2)
k=1
stfednf hodnotu a{™ piSeme nynf s indexem ¢, ponévadz je to
stfednf{ hodnota podmin&n4 pfedpokladem p{” = 1.

75. Markovova vita o limitd stfedni hodnoty. a) Markov dokd-
zal vdtu: Jsou-li vdechny pravdépodobnosts prechodu py
kladné, t. §.

>0, 8,k=1,2,..,7r (1)

md stfedni hodnota ai™ velitiny 2™, roste-li n do nekoneéna,
urditou limitu a nezdvislow na indexu 1.

Markoviv dikaz z r. 1907 uZivd postupu, ktery nazveme
methodou postupnijch aritmetickyjch stfedi. VyluSme z rovnice

(2), odst. 74 velitinu P}’ usivajice druhé rovnice (6), odst. 71.
Vychézi
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oV = Z prP"' D Zpu o (@)

k=1 s=1

a tedy

a(in) (n— 1)‘

Z(pu — Dis) @y
Podminka (1), odst. 71 ddvd

4 r
DPi— 2P =1—1=0.
i<l ¥l
Proto v fadé r rozdili
Ps1 — Pirs Pia — Dias <« Pir — Djr
bude n&kolik kladnych velidin §,, 8,, ... a n8kolik zdpornych

— B, — B, ... Kadé z &isel §,, B; je kladné a pondvady je
mensi nez urditd pravdépodobnost p,, a ponévadZ

r
Spw=1u=12 ...,

v=1
je
' 0< Z8, = >:ﬁ,,-h<1
Cislo h z4visi na volb& indext { a j; budiZ H nejvtéf hodnota,
které mize k dosdéhnouti vhodnou volbou indexil ¢ a j. Patrnd
je0<H<.
Je-li A®—D rozdil mezi nejvtéim a nejmenSim z &fsel

(n—1 -1 -1
_ A S A (3)
Je

o — | < | S — Spiat| < HAo
L

a tedy také

A® < HA—1),
Napifme tuto nerovmost pro =, (n —1),..., 2. Nésobfce
viechny nerovnosti tak vzniklé dostaneme
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AW — HrAW),

limA®™ = 0. (4)

n—w

Podle (2) je a™ pro libovolné ¢ obecny aritmeticky stfed

veli¢in (3). Roste-li tedy n, maximum v fade (3) nemtZe se
zvétiovati & minimum se nemiiZe zmensovati. Rozdil 4®»—1
maxima a minima konverguje k nule dle (4); tud{Z maximum
i minimum maji spoleénou limitu a, kdy% »n roste do nekoneé-
na. Je tedy

lima{™ = g; (5)
n—@
tim je Markovova véta dokdzdna.

b) Rovnice (5) plati pro libovoln& volené hodnoty o, s,
..., &, veli¢iny z. Volme je nyni takto (k je urdity pevny
index)

ap=1, ;=0 pro j * k;
vzorec (2), odst. 74 ukazuje, Ze v tomto pfipadé
o™ = PY.
Ponévadz dle (5) md a™ limitu nezévislou na i, plati totéz
o P, a méme
mPY =P, k=1,2,..., 7 (6)

Pravdépodobnost P}, Ze n postupné provedenyjch pokusd
povede od zjevu E; k B, md limstu zdvislou jen na k, roste-li n
do nekoneéna.

Rovnice (2), odst. 74 ddvé, pro pfipad libovolnych hodnot

01y Kg, -+, &y TOSte-li » do nekonedna:
r
lima{® = a = D Poy. (D
n—-o k=1

Zndme-li tedy veliéiny P,, P,, ..., P,, 1ze a vypodisti dle (7).
Poznamenejme, %e prosté pravdépodobnost ), te Pfi n-tém
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pokuse se vyskytne zjev E,, mé za limitu P,; nebot podle
rovnice (8), odst. 71 je

limp{" Zp$°’P,, = P, (8)

n—om

pFihlédneme-li k podmince (10), odst. 71 pron = 0. Podle (1),
odst. 74 jo

limE(z®™) =a = ZP,,o.,, (7a)

n—w

c) Roste-li » do nekoneéna, dévé prvni rovnice (6), odst. 71

T
—2Ppin=0k=1,2,..,r (9)
i=1

a z rovnice (7), odst. 71 plyne soudasné, %e

>P,=1 (10)
k=1

Rovnicemi (9) a (10) jsou velidiny P,, P,, ..., P, jednoznaén¥
uréeny. Determinant soustavy r rovnic (9) vzhledem k ne-
zndmym P,, P,, ..., P,

1 —pn, — 2o, -y —Pn
— P 1 —Pg ooy —Pr
— P11y — Daps cey 1 — Drr

rovnd se nule; o tom se pfesvédé&ime pfidtouce 2., 3., ... a r-ty

fddek k prvnimu a pfihlédnouce k podmince (1), odst. 71.

Vzhledem k (1), odst. 75 a k (5), odst. 71 jsou P, vesmés éisla

kladnd.

d) Vratme se k pfipadu, kdy «,, «,, ..., , maji libovolné
hodnoty. Z rovnice (2), odst. 74 nésleduje, Ze

’

r
P(z)t\‘k
™ kzl )

m m
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v této rovnici znaéi 2(® velitinu pfifadénou n-tému pokusu
ve smyslu odst. 73 a m, n celd kladn4 &fsla. Je tedy

W 4@ 4 pm) 1 L B
E(J: + 9 4+ + ) — R[zo‘kngk)];
k=1 n=1

m
Vzhledem k rovnici (6) je
1 Som
. n _
Jim o 2PE = Py

a tedy podle (7)
(z(l) +2® 4+ ..+ a;("')) <

limE =DoPy=a. (11)
m-ow m k=1 :

Limita @ stfedni hodnoty velidiny a{™ se tedy jevi jakoZto
stfedni hodnota aritmetického stfedu velid¢in =), 23, ...,

z(™), roste-li m do nekonedna.

76, Dodatek k Markovovd vitd. K piedpokladim vyjédfe-
nym rovnicemi (1), odst. 71 a (1), odst. 75, toti%

T
kzlpik= Li=12..,7p:>0 (1)
pFipojme dalsf pfedpoklad
r
QPa=Lk=12,..,r )
i=1

Jsou-li viechny piedpoklady (1) a (2) spinény, plyne z rovnic
(9), odst. 75, Ze

P=P=..=P,
a, pfihlédneme-li k rovnici (10), odst. 75,
EmP{ — P, = P,=...— P, =~ 3)
n—->o r

prot, k =1, 2, ..., r. Naopak snadno se odlivodni, Ze z rovnic
(1) a (3) plynou rovnice (2). Shrneme takto:
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Jsou-li v matics

P11 Przr - P18l
P21y P22y -5 Dor (4)

| Pr1s Pras +-os Prrl
véechny proky kladné a je-li soulet prokd v katdém fadku roven
jednotce, zni podminka, aby vdechny pravdépodobnosti Py
mély pro n —oo0 tutéf limitu 1 : r, takto: Soulet prokd v kaZdém
sloupci matice must se rovnati jednotce.

V piipad$, Ze podminky (2) jsou splnény, zni rovnice (7),
odst. 75 takto:

77. .Zviastni pFipad, kdy nékteré pravddpodobnostl pFachodu Jsou
rovny nule. Dikaz, Ze existujf limity velidin a{ a P{’ pro
n —00, podany v odst. 75, pfedpoklddéd, Ze viechny pravdé-
podobnosti p;; jsou kladné. Ale limita existuje i v jinych p¥-
padech, kdy nékteré z velidin p,, jsou rovny nule.

Budiz A hlavni ihlopfitka determinantu |p,| stupnd
r-tého sloZend z elementt p;, (1 = 1, 2, ..., 7); 4, pak pFitka
8 ni rovnobéZnd obsahujici elementy 2, Diy1,2, Pis2ss ---»
Prr-it+1, 8 4, pfitka rovnobéiné s 4 po druhé strand s ele-
ment‘y Pii> P2,i+15 P3,i+2s « -y Pr—i+1,r (i = 2’ 3) . ")' PfedPO'
kldddme, Ze

r
Zpik= 1’ i=l,2,...,f, (1)
k=1

%e vSechny elementy obsaZené v pFitkdich 4, 4, a 4, jsou
kladné a Ze ostatni v3echny elementy jsou rovny nule.
Utvofme determinant r-tého stupné |P§;2:)| a oznaéme v ném
pii¢ky obdobné jako dfive pismeny 4, 4,, 4," atd.; vzhledem
k rovnici (6), odst. 71 snadno se odiivodni, Ze v novém deter-
minantu budou viechny elementy na pkékich 4, 4,, 45,
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A4, a Ay Kladné. Utvoime déle determinant |P{)|; v ném
budou mimo to i vieehny elementy pfitek 4, a A4," kladné

atd. Pro dosti veliké » budou viechny veliiny PP (G, k=
=1, 2, ..., r) kladné. Dokd’eme vétu:
Spliujt-li veliéiny p;, rovnice (1) a jsou-lt pFisluiné velidiny
PSP pro urkité m véechny kladné, platé
].imPiZ)=Pk, ZPk: l.
n—o>o k=1
Dilkaz provedeme takto: PonévadZ pro uvaZované m jsou
PP Kladné &sla, jsou také ¥sla
]

PRt = Zp. W k=1,2,. 2)

kladné a viibec &isla P}’ jsou kladné pro kazdé n > m. Nej-
vétsi z &sel

PR, PR, ..., PP
ozna&ime L, nejmensi pak l,,; obd tyto extrémni hodnoty

zdvisi obecnd na indexu k. S rostoucim n se L, nikdy ne-
zvé&tiuje a I, se nikdy nezmen3uje, nebof vzhledem k rovni-

oim (1) a (2) je kazdé P{P*" jakousi stfedni hodnotou ve-
ligin P, (s = 1, 2, ..., r). Proto bude

I, < PP < L. 3)

Kladn4 &fsla P{ vyhovuji rovnici (7), odst. 71 a tedy viem
tém podminkdm, které museji spliiovati velidiny p;;, aby
platila rovnice (6), odst. 75. Posloupnost

(m) (2m (3m
P, Py, .

m4 tedy limitu P, nezdvislou na ¢. Ob& posloupnosti

oy Lam, lam: voo 8 Ly, Lop, Lym, ...

majf rovnéZ P, za limitu a vzhledem k (3) md PP stejnou
limitu pro » —co.
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K existenci limity vyrazu P{’ pro n —co tedy stadi, aby
byly splnény rovnice (1) a aby 8ikmé p¥tky 4,4, a A," v de-
terminantu |p;,| byly sloZeny z prvkd vesmés kladnych.

78. Charakteristickd rovnice. Utvofme z pravdépodobnosti
pfechodu p,,, které vyhovuji podminkdm

T

Spe=10i=012..,7 py>0, i, k=12 ..,r (1)

£=1

determinant 7-tého stupné D, (1) zdvisly na proménné 1

L —Apy, — APy, ooy — Apy,
D,(l) =\ )4’21: 1— M’zzr ey T j'pzr (2)
— APy, — APpp, ..., 1 —2p,,

Podle odst. 75¢ vyhovuji limity P,, P,, ..., P, soustavé
rovnic

r .
P,—2pilP=0k=1,2..r, (3)
i=1

kters mé determinant D,(1) rovny nule.

Velidiny P, jsou kladné é&isla a jejich poméry jsou totoZné
s poméry minord piislusnych k elementiim libovolného sloup-
ce v determinantu D,(1); Zddny minor determinantu se ne-
rovnd nule.

Napisme soustavu rovnic sdruzenou k (3):

T
Q: —,ZPMQ;' =0,k=12..,r (3a)
j=
Vzhledem k (1) vyhovime této soustavé kladouce
Q1= Q2= =Q,.

Z toho plyne, Ze véechny minory ptislukné k elementim libo-
volného fddku v determinantu D,(1) jsou si rovny. Srovné-
me-li s tim, co jsme vy¥e uvedli o pomérech minora pFislus-
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nych k elementim jednoho sloupce, dochdzime k zdvéru, Ze
viechny minory determinantu D,(1) maji totéZ znamenf.
Proto je

Dy(1) = — [My(1) + My(1) + ... + M (1)] %0,

kde D,(A) zna¥i derivaci determinantu D,(1) dle 1 a M (D),
My(1), ..., M (1) minory piisludné elementim hlavni whlo-
pficky v determinantu D,(1). To znamena: Jsou-li splnény
podminky (1), md charakteristickd rovnice
D) =0 (2a)
jednoduchy kofen A = 1. Limitni hodnoty P, pravdépodobnosti
P{? pro n — oo jsou dmérny minorim, kterd patsi k elementim
libovolnédho sloupce v determinantu D,(1).
Poznimka. Charakteristickd rovnice (2a), m4 vidy kofen
rovny 1, tedy i kdyZ nékteré z velidin p;, jsou rovny nule.

79. Pravddpodobnosti pfechodu JakoZto funkce kofend charakteris-
tické rovnice. a) Predpoklidéme stdle, Ze velidiny p,,
vyhovuji podminkdm (1), odst. 71; pfipoustime, Ze nékteré
z nich mohou byti rovny nule.

Vezméme pek v dvahu dvé soustavy rovnic pro nezndémé

P Pas -« Pr B Y Yy -, Ypi

r 4
Prx— 121?:% =0, py— lzlpw. =0, (1)
kh=12...,7

kde 4 je konstanta. Soustavy jsou homogenni vzhledem k ne-
znémym g, resp. y,; podminka FeSitelnosti (nehledfme-li

kfefenip, =@, =...=@, =y, =y, =... =y, = 0) pro
jednu i pro druhou soustavu zni
D,(2) =0; 2

A musi tedy byti kofenem charakteristické rovnice (odst. 78).
Vime, Ze tato rovnice m4 kofen 4 = 1. Pro 4 = 1 pfechézeji
soustavy (1) v soustavy
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r r
Pr —ZIPGW’J =0, Ya —ZIPM'PJ =0,
8= 8=
kterym vyhovujf velidiny — viz odst. 75¢ a 78 —
=Py k=12,..,7 vy =9y, = ... =y, = const.

V dalsim ptedpoklédédme, Ze charakteristickd rovnice (2) méd
r riznych a tedy jednoduchych kofenti. Oznaéime je takto:

lo = 1, ll’ 12, ooy }'r—l'

Ponévadz velidiny @, a1, z4visi na tom, ktery z kofent dosa-
dime na misto A do rovnic (1), piSeme na misto (1) obé& sou-
stavy v tomto tvaru

s — 44 leutpu =0,k=12,..,r, (3)
8=

r
Yas — lj‘zl.phﬂpu = O, h= 1, 2, eeny T (3&)
Pro ka?dy kofen A, dostdvdme tedy soustavu rovnic (3) pro
nezndmsé ¢,,, (k= 1,2, ..., r) a soustavu (3a) pro nezndmé
yan (h=1,2, ..., r). PonévadZ pak
T r r 10 T
2P = 2o 2, (2Par¥hs) Pio = =< 2 Poc¥es
k=1 s=1 h=1 g 8=1
je
(A — Av)hZ‘lPMV’M = 0.
Pro dva ridzné kofeny A,, A, plati tedy
r
ot =0,05=01L2 .r—Lg+j @

Je-li g = 4, je soudet na levé strand rovnice (4) obecnd rizny
od nuly. Pfedpoklédejme, Ze tomu tak je, & ndsobme &fsla
@15» Paj -+ Ppy vhodnou konstantou tak, aby (zndsobend
tisla znadéfme zase @,,)
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r
hZIpM‘lpM =14=0,1,2..r—]1. (6)

Tim nejsou velitiny ¢,; ani y,; jednoznadné stanoveny, ale

jsou urdeny hodnoty soudini @,s,; ndsobime-li vSechny

velitiny @, (h=1,2,...,7) urditou konstantou, musf se

vechny velidiny y,,, (b =1, 2, ..., r) déliti toutéZz konstan-

tou, aby bylo vyhovéno podminkim (5). Souéin @ ,, se pii

tom neméni.

Pro koten 4, = 1 je (viz rovnice (3) a (3a), odst. 78)

‘pk0=Pk) wk0=lvk=1;2""’r (6)

a rovnice (5) ddvaji zndmé podminky (10), odst. 75. Dosadi-
me-li do rovnic (4) § = 0, obdrzime

r
S =0,9=1,2.,r—1L (7)
h=1

b) Hledime nynf vyjidtiti veliéiny p;, velit¢inami @), vy,
a kofeny A;. Za tim déelem napiSeme rovnici (3) pro urditd
zvolené k a dosazujeme do nf za j postupné hodnoty 0, 1,
2, ..., (r — 1). Tak dostaneme soustavu r rovnic pro 7 nezn4-
mych veliéin p,,, Do, ..., Pri. Determinant rovnic nezdvisi
na volbé indexu k&, takZe feSenim soustavy obdriime vzorec

r—1
Pix = Zcﬁ,tp—m, 1i=12...,r
g=0 lﬂ

Dosadme nyni do rovnice (3a) na misto veli¢iny p,, pravou
stranu pravé odvozeného vzorce (se zdménou indexi 4, k za
k, 8); vychdzi

r r—

1
'PM = A,z CM&@'
8=1g=0 Av

Soudet vzhledem k s d4 podle (4) nulu, pokud ¢ + 4; v pHi-
pads§, Ze g = j dostdvdme 1 podle (5). Je tedy

Yri = Casps
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z toho plyne pro pravdépodobnosti pfechodu:

Pix = Z <Pkﬂ.0u (7a)
7=0 1

Abychom urdili Pg,'), uZijeme rovnice (4), odst. 71. Pro
n=2je

r—1 r—1

T
Pik = Zptapak = 2_-:0 l;) azl ?’w?’iﬁ’#.

Soudet podle s d4 vzhledem k (4) a (5) nulu, pokud ! & 7,
a jednotku pro piipad, Ze I = j. Soudet dle ! se tedy redukuje
na jediny ¢&len odpovidajici indexu ! = § a médme

r—1
PR 'S Puby
'L fgo FH
Docela podobné dostaneme u'ivajica rovnice (8), odst. 71 pro
r—1 r—
PO =SSPy, — PosY1sP 1l¥sl Prs¥Pu
* Z P Z0 lzo 8=1 ).?}., jgo
a obecnd
P — Prs¥u b
’ZO (7b)

Rovnice (7b) zahrnuje hofejsi rovnici (7a) pro p,, jako speci-
dlnf pFipad, nebot Py = p;,.

VypiSme v soudtu na pravé strané posledni rovnice &len
odpovidajfci indexu § = 0 zvl4sté; vzhledem k (6) bude

r—1

PR =Py +35 ™ "”‘""’. (8)
1=
Formuli (8) odvodil V. Romanovsky.
Velitiny P{}’, a tedy také velitiny p,, = P, jsou takto
vyjéddieny jako bilinedrni funkce dvou fad veliéin
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Pk’ q’kli ¢k2) evry ¢k,r—1;
1, wirs Pugs -« Pisr—15

veli¢éiny prvni Fady jsou nezdvislé na ¢, velidiny druhé Fady
nezdvislé na k. Z formule (8) plyne, Ze Zddny kofen 1, charak-
teristické rovnice nemiZe miti absolutni hodnotu mensi nez 1.
Abychom to dokazali, dokaZme nejprve, Ze existuje aspon
jeden pdr indext ¢ & k takovy, Ze

Py +0,7=12,..,r—1 (9)

Soustava homogennich rovnic (3) mé totiZ pro kterykoli
z kofent nenulové feseni takové, Ze aspon jedna z velidin ¢,,,
(k=1,2,...,r) se nerovnd nule. Rovné% tak soustava (3a)
m4 FeSeni takové, Ze aspon jedna z veli¢in p,,;, (k = 1,2, ...,
r) se nerovné nule. Lze tedy k danému A, voliti ¢ a k, aby
platila nerovnost (9). Kdyby uvaZovany kofen A; byl co do
absolutni{ hodnoty men&f neZ 1, rostl by pisluiny é&len ve
vyraze (8) do nekonelna 8 rostoucim ». To viak nenf moZno,
pondvadz velitiny P{? jsou kladné a men3f ne% 1 vzhledem
k rovnici (7), odst. 71. Jsou-li v8echny kofeny A,, (j = 1, 2,
...,#— 1) co do absolutni hodnoty v&t3{ neZ 1, konverguje
pravé strana rovnice (8) k P, pro n —-co a méme vétu: Jsou-li
kofeny charakteristické rovanice D,(A) = 0 vesmé&s rizny jeden
od druhého a nent-li Zddngj z nich roven —1 nebo komplexnimu
&slu 8 absolutni hodnotow rovnou 1, md Py limitu (kdyZ n
roste do nekoneéna) nezdvislou na 1.

¢) Kdyby néktery z kofend 1, byl roven bud —1 nebo
komplexnimu &slu s absolutni hodnotou rovnou 1, neméla by
pravé strana rovnice (8) limitu pro n —o0. O takovém pi-
padd jsme uvaZovali v odst. 62. Tehdy bylo

r=27,=00,=0 pu=1 py=1
piisludnd charakteristickd rovnice

1, —2

—2 1 =0
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mé kofeny Ay = 1, 4, = — 1. Podle (3), odst. 78 je
P =P, =1
rovnice (3) a (3a), odst. 79 znéji (pro 4, = — 1)
Prut Pu=0 vy +yy=0
a tedy, vzhledem k (5),

u=Loun=—LLyyu=4% v=—14
takZe rovnice (7) ddvd v souhlase s ivahami odst. 62
Pupn _ 1+ (=1
M 2 '

P, nemé oviem vyznam limity; P, a P, jsou definovény ja-
koZto Fefeni rovnic (3), odst. 78.

l'i)=P1+

80. O rdznych methodich k vypolitu disperse. Podle odst. 75d
mé vyraz
2 4 22 L 4 2
n ’
kde z(® jsou veli¢iny p¥ifadéné vysledkiim pokusi (odst. 72),
urditou stiedni hodnotu a tato stfednf hodnota mé limitu a:

2D 42D g
. .

a = lim%

fn—-+x

Pfedpokldddme stdle, Ze viechny pravddpodobnosti p,;
jsou kladné. Velidina

2D 4 22 .+ 2 — nal?

n

gl

nazyvé se disperse a mé podle Markova uréitou limitn{ hod-
notu pro n —oo.

Markov odvodil ptivodnd vzorec pro dispersi na zdklads
t. zv. vytvofujict funkce; jeho vzorec pak byl rizné upra-
vovan.

8v. 67 — 5 85



J. Potodek odvodil jiny vzorec uZivaje dvah z theorie
funkef za pfedpokladu, Ze viechny p;; jsou kladné.

Za stejného pFedpokladu, avidak algebraickou methodou
odvodil M. Fréchet stejny vysledek.

Pfipustime-li, Ze mé charakteristickd rovnice vesmés jed-
noduché kofeny a %e mezi nimi neni ani —1, ani komplexn{
¢fslo s absolutni hodnotou rovnou 1, 1ze odvoditi ptimo vzo-
rec pro dispersi bez pfedpokladu, %e viechny p;, jsou kladné.
Tento dikaz uvedu v odst. 81.*)

81. Vypolet disperse. a) Predpoklddéme, Ze charakteris-
tickd rovnice D, (A) = 0 mé r jednoduchych kofent a %e mezi
nimi neni ani —1 ani komplexni &slo s absolutni hodnotou
rovnou 1. Pak plati rovnice (8), odst. 79 a

LimPj}’ = Py;
n—rm
déle je podle rovnice (7a), odst. 75
limEz™ = a = ZP,,ak
n—-+>w

Vyjdeme z rovnice

N
(2= —a)F =
N—-l N—n

= Z(zw —a)t 4 23 Z(z(») — @)@ ™ — a);

n=lm=1

stfedni hodnota levé strany délené N rovna se dispersi. Aby-
chom utvofili stfedni hodnotu pravé strany, uvame, %e

Plz® = x,, je-i 0 = «;] = P,
Plantm = «,, jeli 2 = a,] = PP,
tedy

*) Pfehled praci o fetézeoh, které maji souvislost s theorif disperse
a pifsludné citdty jsou uvedeny v odst. 93 a 94.
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E[Z(zw —a)p = Z ZP‘”’m —ap+

N—l N—m r

+ 22 > Z ZP(")P('")(“k—a)(az—a)- 1)

n=1m=1k=
Poditejme postupné oba. dleny na pravé strand rovnice (1).
Dosadime-li do prvnfho élenu za PSZ) pravou Btranu rovnice
(8), odst. 79, obdriime po dpravé soudet dvou vyrazi; prvni
z nich je
r

N . 2Pyxp—af (%)
a druhy je
% r r—1 ‘Pkﬂ/’u z r—zl 1 _l—\'
2 -
n=1k=1j=1 A} - k=151 A—1 7
- Prsas(on — @) )

Druhy élen na pravé strand rovnice (1) nabude, dosadime-li
plisluiné vyrazy za P a P57, tvaru
N—1N—m r r—1
23, 3, 5 [P+ 3 22 .
n=1m=1k= j=1
3 [P +3 "’"’”’“] (31— a).
=1 Y

Provedme ndsobeni dvojélenti v lomenych zdvorkdch; dosta-
neme celkem &tyfi vyrazy:
Prvnf vyraz
N—1N—n r

2> 2 sz(o‘k_a) ZP,(a;—a)

n=1m=1k=1

rovn4 se nule, ponévadZ podle (7a) a (10) v odst. 75

r T T
DPuaxy,—a)= DPu,—a P, =a—a=0.
k=1 k=1 k=1
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Druhy vyraz, provedeme-li v n&m se&ftdnf dle m a dle n:

N—1N—n —N+1

2 2h" = — =

n=1m= — 1) Ae—1
redukuje se na

L4 A—N+1 —1
22 Z ZPk¢ll1pk](“k —a)(x;— )[R(T____l)_i._ +

E=1 =1 5=1
=
+3 71 )
Treti vyraz

N—1N— r 7

22 2 2 2 ZP "”Z”’"(ak a)(o; — a)

n=1m=1k=1 =1 j=1 7

rovné se nule; o tom se pfesvéddime, provedeme-li nejprve
gedftani dle I.

Ctvrt)'r vyraz redukuje se, provedeme-li se&iténi:
A" =
e A gy T syl ey g

na

13 5

=1

’ g KPPVl — @)oxp — a) .
AJ—N TN 1 — )_i—N+1 ]
' [(1 A —4) U= =% ©)

za pledpokladu, %e s + j. V pfipadsd, Ze s = §, musime nahra-
diti vyraz v hranaté zdvorce vyrazem

+ 1
-

Nil Nz_ﬂ—m—ﬂ B _ 1) }.,—N + l_N-H
a=1lm=1 a 1_‘}‘1 (1,__1,)2 )

Méme tedy vysledek: Velidina
B2V 4 2@ + ... 4 &) — Na]?

68



rovnd se soultu &yf vyrazd (x), (B), (y) a (8); délime-li ji Eslem
N, dostdvdme dispersi.

Podle odst. 79b jsou kofeny A,, 4,, ..., 4,1 vesmés co do
absolutni hodnoty v&téf nez 1. Délime-li soudet zminénych
&tyt vyrazi &islem N a pfejdeme-li pak k limité N — o0, vy-
chéz{ vzorec pro limitu disperse:

fop B9 2 4 4 2D — NaP
N—»ua N

= ZPk(v' —a) + 22 2 Z M,U_;a Pk(@'k—a)(ol—"')-

k=1 £<1 0=t a=1
2

b) Ddme pravé strans rovnice jiny tvar; zavedeme velidiny

a
Six = ZI(P?;)—P,,), k=12 ...r
WS

které vzhledem k (8), odst. 79 vyjédfime takto:

o r—1

8y = Z Z ViiPrs __ Z ;’lﬂ’ki
A=14=1 2} jel Ay —

Pravd strana rovnice (2) mie se tedy psiti takto:

r r—1

ZPk(a,,—a)’+2Z Z Zsu,Pk(a,,-axm—a) (2a)

=1 s=1
¢) Levd strana rovnice (2) je totoind s limitou
limp EV — @ + 8@ —a® + .. 4 o™ —ap

no>w n

Zde o znadf stfedni hodnotu velidiny z® definovanou
v odst. 74; pfedpokléddme, Ze 2(9 = x;. Abychom dokézali,
%e limita (3) se shoduje s limitou na levé strand rovnice (2),
piSme » na misto N a utvofme rozdil R obou vyrazi v &ita-
telich:

@3)
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— [ — naf — ["Z(xm —a{)p =
=1

)
n
— [kazz(k) _ a(‘) M][Z(a(“
Ponévadi E(z®) = a,.gk), je

E(R) = [Za"” — nalt.

Podle odst. 75a je @ mezi nejvéts{ a nejmensf z hodnot a®,

“’), ,a(,h a platf

la) —a| < H-1, AW, |H| < 1.

Proto je
n—1 (1) _ ny 12
E(R) < [4AMV ZHk]a — A_(I—H)
r=0 1—-H
a tedy
lim E(—R) =0,
n>o N

Hm? je véta dokdzéna.

d) Vypoétem disperse zde provedenym Ize verifikovati vy-
sledky, které jsme odvodili pro fetéz se dvéma eventualitami
v odst. 64. Tak na pf. v odst. 64b jsme vypodetli dispersi za
ptedpokladu, Ze

P12 = P21y Pu = Pae-
V tomto zvliitnim pifpadé ma charakteristickd rovnice

1 —2py, — Ml —py)
— Ml —pn), 1— /11’11
kofeny
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Podminka riiznosti kofenit je splnéna, takze dispersi dosta-
neme jakoZto soudet vyrazd («), (), (y) a (d) kladouce do
nich (srov. odst. 79)

r=201=1 03=0, Py = P11y Prgs=Pnn=1—10yy,

1
Py=P,=4%,a=1 11=—_1’ Pu == 1,

2pn
pn=—Lyu=4% ya=—1%
Provedeme-li vypodet, shleddme, Ze soudet
(&) + (B) + (¥) + (9)
se skutednd rovnd pravé strand rovnice (10), odst. 64.

82. Stacionirni Fetsz. a) Retéz o r eventualitich je stacio-

ndrnd, je-li absolutni pravdépodobnost pf,”), %e n-ty pokus
vede ke zjevu K, nezdvisld na indexu n. Podminky stacio-
ndrnosti jsou tedy

O =g =pP = =pM =, k=12..r. (1)
Dosadme do rovnice (8), odst. 71
n=1, PR = py, p§’ = ot

Vychézi
Zp‘%,k =0, k=12 ..,r (@)
Pripojime-li k t.émto rovnicim podminku (10), odst. 71, totiZ
lle?’ =1, (3)

jsou pravdépodobnosti p ) jednoznadng urdeny rovnicemi
(2) a (3); rovnice (2) a (3) jsou totoZné se vztahy (9) a (lO),
odst. 75, kterymi byly uréeny veli¢iny P,, P,, ..., P,. V pfi-
padé, Ze existuji limity

P,=1LmPP k=12, ...r

H—@o
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je P, totoZnd s pf,o). Pravd&podobnosti pf,o) urtené rovnicemi
(2) a (3) vyhovuji podminkdm (1). Tak na p¥. ddvd rovnice
(8), odst. 71 pro n = 2

T
2) (0) p(2) (0)
= _le;- Pji Zp. Par =
’_

a obecné se dokéZe stejnym postupem, Ze
P =p V= =) =

Absolutni pravdépodobnost Ze m-ty pokus vede k E,;

a (m 4 n)-ty k E,, je v piipad$ staciondrniho Fetézu
Psm)P'('z) = P£0) . Ps"l:‘)’ i’ k= L,2,..,r
zdvisi tedy na n, nikoli na m.

b) Staciondrnf fetéz se realisuje tahy z r osudi, v nichZ jsou
smichdny koule 7 riiznych barev a kterd jsou zevné oznadena
tymiZ r barvami (viz odst. 71a). Tahy se konaji za téchto pod-
minek: vyjde-li pfi »-tém tahu koule i-té barvy, kond se
(n + 1)-ty tah z osudi i-té barvy; pfedbéZny (nulty) tah se
koné z pomocného osudi, ve kterém jsou koule onéch r barev
v takovém poméru, Ze pravdépodobnost vytdhnouti kouli
j-té barvy je rovna pﬁo), 4=1,2,...,r). Pravdépodobnost,
%e koule vytaZend z i-tého osudi mé k-tou barvu, je rovna
P;x- Absolutni pravdépodobnostl ]sou uréeny na zdkladd
danych pravdépodobnosti p;, rovmceml (2).

c) V8imnéme si jedtd staciondrniho fetézu v pripadé r = 2,
Absolutnf pravdépodobnost, Ze velidina z(™), pfifadénd
m-tému pokusu, mé hodnotu «, a Ze soudasnd z™+" = x,
budiz 2P, tedy

Plz™ = x,, ™+1) = x,] = p.,, i LEk=1,2,...,r
Tato veli¢ina nezdvisf na m, nebot

0
P =p™. PP =p". P} 4)

Dik
72



Podle rovnie (2) a (3), odst. 65 je

(n) 1—¢6

1 —én
m _ _
Pi=1—Pyy = Py 5

P31 & = P 13"

P = i%, 8 = Py — P,

piihliZzime-li k tomu, %e p,; -+ P, = 1. Rovnice (4) ddvd

1—6n
P = PyyPra~— T3 = o, 1Y = p\OPY, o = pi Py,
(5)

Poditejme nyni koeficient korelace R mezi velidinami x(™
a z(™+n), Srovnejme oznadeni, kterého uZivime v kap. VI
a VII s tim, kterého jsme uZili v rovnici (3), odst. 56 pro R;
abychom pFesli k hledané hodnoté R, musime na misto di{-
v&jdich znaki

. P1> Pas P11s Pags P21y Pazs T1y Ta
pséti po fadé
p O p(ZO)r P(;i), p(l.”Z)’ 27(2';), P22; ’ ﬁ

Rovnice (4), odst. 56 jsou splndny, nebof piechdzeji, zkr4-

time-li prvni dva zlomky ¢&initelem p ) g tetf Sinitelem py’, v

P({;) _ p(l.O) P(l';) _ p(ZO) P(‘n) (0)
1—p®  —  1— p‘o’ ' @
Tyto tfi vyrazy jsou identické, coz pozndme vyjddiice podle
(8) viechny veli¢iny zde se vyskytujici pomoci § a py,,:

1—6n
(1’{)—6 +P211 6, P(l';):‘l_P(l'i);

1—¢6n
PR =1 —pu g ¢ =25 # = 1—p)"
Spolednd hodnota tfi zlomki (6) je 0", tedy
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R =" = (pn — p2)™
Je-li jednoduchy fetéz o dvou eventualitdch staciondrni a je-li
n-tému pokusu prifadéna velidiha =™, kterd md hodnotu o (B)
pro zdafeny (nezdarfeny) pokus, je koeficient korelace mezi xt™
a z'm+9) kvalitationt, nezdvisly na « a B, a rovnd se (py; — Py )"
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