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8. FORMY BILINEARNIL.

Biline4rni forma dvou fad proménnych z;, %,, ..., T, ¥y,

Yz -+ Yp je soultem n? sitanch tvaru e, ry, (4, k=1,2
s M, @y redlnd), tedy
f= Zaikziyk, k=12 ...n (42)
ik

Na oznadenf proménnych ovSem nezédlezi, vSechny vlast-
nosti bilinedrni formy f jsou dény jediné maticf A jejich
koeficienti. Proto také mluvime nékdy o bilinedrni formé A.
Hodnost & matice A je hodnosti formy, rozeznivime formy
reguldrnf a singuldrni a vibec pfendsime na formy bili-
ne4drni (a také na kvadratické, viz odst. 7.) vyjadfovéni
obvyklé v theorii matic. V tomto smyslu pak miiZeme
k form& (42) konstruovati reciprokou, transponovanou a
kontragredientni.

Protofe je f homogenni funkei 1. stupné proménnych
x, (v=12,...,n), lze na ni aplikovati zndmou identitu
Eulerovu & pséti

n n

/= vaa Z zarkyk

Nyni viak vime, Ze vyraz Za,kyk stoji na prvém misté
k=1

y-tého Fidku matice Ay a Ze vSechny ostatni elementy tohoto
tddku jsou nuly. Utvoiime-li tudiZ soudin matice X (tedy
transponované k x) a matice prve zminéné, dostaneme
matici, jeZ md prvni hlavni element rovny pravé f, viechny
ostatnf pak nulové. Tuto matici

XAy (43)
budeme poklddati za maticovy tvar formy (42).

34



Tak na pf. uréuje matice prvnich t¥ sloupch soustav (3)
bilinedrni formu

| = 52y, — 220y, + Tooy, + 625y, — 425Yy — 23y —
— diryy, + 223y,

o hodnosti & = 2, tedy formu singuldrni. Ctendt necht si
vypoditd pro tento piipad soudin (43).

Doporuduji &tendfi dobie si rozvéZiti fakt, Ze vyraz (43)
se nesmi Zddnym zpiisobem ztotoZiovati s formou (42) —
to plyne uz z té okolnosti, Ze forma f je polynom, kdeZto
vyraz (43) matice, tedy matematicky tdtvar docela jiné
povahy (matice nejsou velidiny, nybrz pouhd schemata,
systémy &isel). Souéin (43) je spife jakymsi ,,maticovym
obrazem‘‘ bilinedrni formy f. Pro uvedené ,maticové ob-
razy* forem bilinedrnich (a také jinych; tento pojem je
zfejmé schopen roziifeni a zobecnéni) plati oviem obvykld
aritmerika a algebra matic (jak jsme podali jeji politky
v odst. 9. prvého dilu). Zajimavé je otdzka, co se dé&je
8 ,,maticovymi obrazy‘ forem, transformaci a pod., kdyZ
8 jejich ,,origindly** /,, f,, ... (& to jsou v pFipadech, které zde
méme na mysli, pouhé polynomy) provddime riizné operace
matematické. Neni bohuzel moZno zabyvati se zde blize
témito vécmi, protoZe by tim jednak rozsah spisku neimé&rné
vzrostl a za druhé nejsou zatim pfisluSné tvahy technicky
diilezité.

V ka?dém p¥ipadé je vSak nutno si uvédomiti, Ze uZ
v celém odst. 5. vlastné pracujeme s ,,maticovymi obrazy‘‘.
Ctena¥, ktery chce vyklad dokonale pochopit, uéini dobfe,
kdy% si ovéfi jednotlivé jeho fize na konkretnich numeric-
kych piikladech a pod.

V dalsi ivaze se oviem piidriime obvyklého postupu a
budeme se symbolem (43) a s pfisluSnou formou f (jejich
vzdjemné pfifadéni je, theoreticky vzato, jednojednoznadné)
pracovati podle pravidel jiZ diive odvozenych (pouze po-
jmenovéni ,,maticovy obraz‘‘, nebo ,,obraz‘‘ budeme ob&as
pouZivati).

(44)
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Transformujme formu (42) transformac{
x=CX, y=0_C)Y,; (45)
dostdvdme jeji obraz ve tvaru (dokaZte si napfed formuli
AB = BA)
XC,AC.Y, (46)
z néhof je patrno, Ze transformovana forma je opét biline-
4rni v novych proménnych X, ¥, (v =1,2,...,n), aviak
8 matici C;AC,. Odtud a z pi. 1, str. 86 &dsti plyne
jednoduchy (av8ak dilezity) dasledek, Ze se hodnost formy
(42) neméni reguldrnimi transformacemi proménnych.
BudiZ na pf. pfedloZena tloha transformovati formu (44)
do novych proménnych X,,7,, (v =1, 2, 3) substitucemi
(obé jsou reguldrni)

1, 0, —1 |—2 4 3
C, = 1,0 2|, C=
—1,1, 0 | —3
Podle vzorce (46) dostaneme novou bl.hneérni formu s matic{
- , 1, —1 5, —2, 0]
C,AC, = 0, 0, 1 7, 6, —4|.
— 0 —1, —4, 2
1—" 4, 32, 60, 19
, l, = _241 _'8) 5 )
—3, 0, 76, 50, —3
tedy formu

F = 32X.,Y, + 60X,Y, + 19X,Y, —24X,Y, — 8X,Y, +
+ 5X,Y, + 76X,Y, + 50X,¥Y, — 3X,Y,. (47)
Potvrdte si tento vysledek pfimym dosazenfm novych pro-

ménnych do vyrazu (44) a také to, %e forma (47) mé zase
hodnost » = 2.

Nyni si doki%eme tuto zdkladnf v&tu o bilinedrnich
forméch:
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Véta 9. Bilinedrni formu (42) o hodnosti » << » je moZno
reguldrnimi linedrnimi transformacemi uvésti na bilinedrni
formu dvou fad po %2 proménnych.

Dikaz. Za daného pfedpokladu mé soustava

n
Dapt,=0,i=12..,n (a)
v=1
n — h nezvislych fefeni. Najdeme je a oznadime
610; Ezm---; E‘nqy Q=h+ 1)'-')”'; (b)

za dovoleného piedpokladu, Ze (n — h)-Fadovy nenulovy
determinant se dd& sestaviti z poslednich » — & sloupci
soustav (b) (to znamend eventuelnd jen predislovidni druhé
fady proménnych v dané bilinedrni formé), konstruujme
n-fadovou matici (dokaZte, %e je reguldrni)

1, 0,...,0, &ia41  -oo Ein
0, 1,...,0, &Envey -y on
Bl = O, O, ey l, Eh.h'}'l) vony Ehn . (48)
Or 0) ey 0) £h+1,h+1 LREY) E}H—l:n
0) O’ ey 0) 5n,h+1r ey Eﬂn

Transformujeme-li pak proménné y v dané bilinedrni
formé linedrni substituct

y = B,Y (49)

dostaneme novou v proménnych z,, z,, ..., 2, Y, Y, ...,
Y, a s matici AB,, kterdA mé obecny prvek (b, ¢, k=1,
2, ..., n jsou prvky matice B,)

n
Pix = Zaivbvk = a;, prok < &,
n vt n
Pix = zla’ivbvk = Zlaivgvk = 0 pro k Z h+ L ()
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M4 tudiZ novd bilinedrni forma matici, jejichz prvnich %
sloupci je stejnych, jako u matice piivodni, poslednich pak
n — h sloupet je tvoieno samymi nulami. Tato novd matice
mé oviem stejnou hodnost A jakou méla piivodni.
Rovnice
"

Dy =0, %=1,2,..,h (d)
v=1
maji fundamentdlni systém Fe3eni

N1y Nez> =+ +» Nony @ = h+1,...,n. (e)

Za predpokladu, Ze opét lze nenulovy determinant se-
staviti z n — h poslednich slouped soustav (e) (to znamend
v piipadé nutnosti jenom predislovani prvé fady promén-
nych v plvodni bilinedrni formsé), sestrojime reguldrn{ ma-
tici

1) O) veey 0) Nr+1,10 e im
0) 1» coey O) 77h+l,2r ceny 7]1:2
B,=10,0,...,1, maspns - (50)
O; 0) sy 0; Nr+1,0+1 - Unh+1
0, 0» cen O; Nh+1,ms <o Nan
a podrobime také jeSté proménné x linedrnf transformaci
x = B,X. (51)

Tim pfechdzi édstedné jiz transformovand bilinedrni forma

v kone¥ny tvar — bilinedrni formu s matici B,AB, a s obec-
nym prvkem (8, ¢,k =1,2,...,n je obecny element ma-
tice B,)

Qix = Z{gﬁpﬂc = Z{griavk = a;, pro, k é h, gir =0
prok>h+1, g =0proi>h+1, k< A (f)
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Uhrnem tedy miZeme fici: Dvéma reguldrnimi line4rnfmi
transformacemi (49), (51) se ndm podafilo transformovati
pivodni bilinedrni formu (42) na tvar

zaikxiykr i) k= 11 2) vey h) (52)
i, k

o némz mluvi véta 9.
Provedme tento postup numericky pro formu (44) o hod-
nosti h = 2. Systém (a) jest zde
5551 -—_ 2.’172 =0
To, + 62y — 42, =0
—x, — 4z, + 20 =0
8 Feeni (b) — zde jediné — je podle vzorce (22) déno
timérou
El9:839:855=8:20:44=2:5:11,
volime
s =2, £, =5, &y =11,

Matice (48) mé pak tvar

1,0 2
B,=|o0,1 5
0, 0, 11

Systém (d) bude:
6z, + T2y, — 2,=0
—2z; + 6x, —4x; =0
a jeho FeSeni (e)

Nar Moz Mag = —22:22:44=—1:1:2;
poloZime oviem
N =—1, Nga =1, 755 = 2.
Matice (50) pak jest
1, 0, —1]|
B,=|0,1, 1{.
10, 0, 2
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Transformacemi

X, —Xyu
X, + X, v,
2X,, s

musi tedy forma (44) piejiti ve tvar
5X,Y, — 2X,Y, + 1X,¥, + 6X,Y,. (53)

Presvédéte se, Ze tomu tak skutedné jest a vypoé&itejte
také matici B,AB,.

Jest ziejmé, Ze pii formé o hodnosti % je poéet proménnych
k (pro z i pro y) nejmensi podet, na ktery lze formu reduko-
vat. Kdyby existoval podet niZsi nez h, musila by pisluind
transformovand forma, jeito povstala z dané reguldrnimi
transformacemi, miti hodnost opét » — to ovsem neni pfi
podtu proménnych mensim nez A mozZno.

Déle jsme ziskali prostfedek, jak libovolnou matici A
o hodnosti kb pfevésti ndsobenim reguldrnimi maticemi B,
zprava a B, zleva na tvar, ktery z ni dostaneme prosté tim,
te ty prvky a,,, jichZ aspoii jeden index je v&tsf nei h,
nahradime nulami, ostatni pak ponechime. Nahlédneme
opdt snadno, Ze tato redukce je nejvyssf mozna.

Bilinedrni forma (52) je uZ reguldrni s matici A, = ||a;,ll,
t,k=1,2, ..., h Linedrni reguldrni transformaci (vSechny
matice jsou zde h-fadové, coz je odchylkou od idmluvy
v odst. 9. prvni &isti)

Y, + 2%,
Y, + 5Y,
117,

)
[
(1

X=(A)"x, Y=y (54)
pfechdz{ v bilinedrni formu s obrazem
xA— Ay = X'y, (65)
t. j. ve formu
o'y +xy 4y (56)

Toto jest t. zv. normdlni tvar, na ktery tedy lze kaZdou

40



bilinedrni formu o hodnosti & uvésti. Tak mdme v pipadsd
formy (53):

5, —2
7, 6

takZe zde vede k cili substituce

A iz°r»—t7'c
’Al_‘ —2, 6|I (A" l’ft,

A —
! T

Xy = — 4w, YYo=y
Xy =& + 0, Yo =

Potvrdte skuteénym vypodtem, Ze pfevadi formu (53) na

normélni tvar
o' + 2y,

Na konec se jesté zminime o jistém druhu vyjddfeni bili-
nedrnich forem, kteréito je vychodiskem pfi studiu jejich
souvislosti 8 vy85§imi komplexnimi (hyperkomplexnimi)
&isly.

Budi? F;, n-fadovd matice s jedinym nenulovym prvkem,
ktery stoji v ¢-tém fddku na jeho k-tém misté & m4 hodnotu
1; ostatni elementy této matice budteZ nulové. Pro ndsobeni
takovych specidlnich matic plati vzorec ,

FiFin =60uFim 8, kL, m=12 .. n (57)

Oznadime-li totiZ obecny element prvého faktoru na levé
strané této rovnice znakem f,,, obecny element druhého
faktorn pak symbolem ¢, (r, 0 = 1, 2, ..., n), méd soudin na
levé strand obecny prvek

Prs = Zfro(f’oav
e=1
takZe je zfejmd p,, = 0 pro r = ¢, s &= m. Jediny tvahy-
hodny prvek tedy je
DPim = Z{ieq’om:
o=
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protoZe viak jest f,, = 10, @om = Og1, mdme ddle

Pim = Zakoael = 0.
e=1

Je tudiZ soudin na levé strané rovnice (57) roven n-fadové
matici s elementy p,, vesmés nulovymi aZ na prvek p,,,
ktery md hodnotu &,; (6, je stile Kroneckeriiv symbol).
To viak je prdvé matice stojici na pravé strané vzorce (57).

Bilinedrni forma s maticovym obrazem xF;y je velmi
jednoduchd, totiz zy,, takZe lze kaZdou bilinedrni formu

zaihxiyk» (6, k=12 ..mn)
Sk
zobraziti také ve tvaru

Zka‘er,.ky (58)

a nezdleZi-li ndim prdvé na tom, jaké md forma proménné,
Ize ji zobraziti i ve tvaru

ZMFW (58)
“E

Tento druhy zptisob psani uZ pfimo vede k souvislosti
bilinedrnich forem s vys88imi ¢&isly komplexnimi. Staéi,
abychom vyrazy F;; interpretovali jako »? nezdvislych jed-
notek komplexniho &isla.

Funlkce (85) resp. (87) prvé &dsti se jmenuje charakteristickou
funkct dané formy bilinedrni, rovnice vznikld tim, Ze tuto
charakteristickou funkeci poloZime rovnu nule, jest pak
charakteristickou rovnici dané formy. Sezndmime se s ni
blize v pojedndni o formdch Hermiteovych (v odst. 12.).

Pozndmka. Je-li matice bilinedrni formy (42) soumérnd
(t. j. plati-li a;, = a,y, ¢,k = 1,2, ..., n), nazyviame formu
soumérnou. Transformujeme-li v ni obé fady proménnych
toutés linedrn{ substituci C, dostaneme opét formu bilinedrni
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soumérnou. Vyslednd forma bude totiZ miti podle vzorce
(46) matici CAC, jejiZ obecny prvek y,; mé tvar

n n
Yik = zcoizaqvcvk = zcoiaqvcvk = zcvka’vgcui =Ykt
e=1 »=1 e’ %e
t,k=12...mn
transformovand forma je tedy vskutku soumérnd.

Jde-li na pf. o formu s maticf

0, 3, —1
A=| 32 1
—1,1, of
a je-li ddle
| 1,0 —1] _ 1, 1, —1
c=| 1,0 2|,C=| o0 1],
—1,1, 0 —1,2 0

dostdvame po kritkém poditdni matici transformované
formy

B 8,0, 4
CAC =00, 3];
4,3, —4

ta pak je vskutku soumérn4.
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