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5. LINEARNI TRANSFORMACE A LINEARNT{
FORMY.

V tomto a v nékolika nésledujicich paragrafech budeme
dasto pouZivati poznatkd o poditdni maticemi, z nichZ nej-
dileZitéjsi byly uvedeny v prvém dfilu na str. 78—89.

Budiz dén urdity vyraz F(z,, z,, ..., z,) a zavedme do
ného misto proménnych z,, 2,,...,2, nové X, X, ..., X,
linedrnimi rovnicemi

n
T = Za.-.X,, i=1,2,...,n (27)
v=1
Rikéme pak, Ze jsme vyraz F(x,, z,, ..., z,) transformo-

vali do novych proménnych linedrni transformaci (27). Ma-
tici A nazyvime matici (determinant 4 pak modulem) dané
transformace a mluvime prosté o transformaci A. Hodnosti
transformace rozumime hodnost jeji matice — v tomto
smyslu také mluvime o transformacich reguldrnich a sin-
guldrnich.

Transformaci (27) méZeme psdti vzhledem k piikladu
na str. 81 prvé &dsti také ve tvaru maticové rovnice

x = AX, (27')

z ndho? mibZeme ¢&initi pohodlné rizné disledky. Je-li na
piiklad dand transformace reguldrni, existuje k nf inversni,
kterd vyjadiuje nové proménné pivodnimi. Ndsobime-li
vztah (27') zleva matici A—', dostdvdme tuto inversni trans-
formaci ve tvaru

X=A (28)

takZe jeji modul je (viz pojedndni o reciprokych determi-
nantech) roven vyrazu 4—2.
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Jsou-li proménné nové X,, X,, ..., X, samy op&t spjaty s ji-
nymi y,, ¥,, --., ¥, linedrni transformaci

X = By, (29)

dostdvame sloZenim obou po sobé jdoucich transformaci
(27'), (29) pivodni proménné =z, ,, ..., z, vyjddfeny no-
vymi ¥y, ¥, ..., Yo v maticové rovnici

x = ABy. (30)

Je odtud patrno, Ze sloZenf dvou linedrnich transformaci
vede k transformaci opét linedrni, kterd obecné zdvisi na
pofadi, v némZ byly dané transformace skldddny.

Pfiklady.
14. Jak nutno volit substituci (29), aby byla transformace
(30) unimoduldrni, t. j., aby byl jeji determinant roven 1?
Za predpokladu 4 3 0 mé tedy byti 4.B = 1; jsou-li
¢ (B, k=12, ...,n) prvky libovolného determinantu
o hodnoté 1 a C matice jimi urdend, stadi, aby matice B
spliiovala vztah

AB=C, t.j. B=A"'C (31)
15. Zékladni vlastnosti transformace (27).
Nadrovina (n — 1)- rozmémého prostoru m4 v homogen-
nich soufadnicich rovnici Za,x, = 0 a pfejde linedrn{ trans.
formaci (také linedrni substltucl) (27) v ttvar

0= Za, 2.3 X = zx Zama, Zb,x,,,
y=1 x=1

tedy opét v nadrovinu onoho prostoru, pokldddme-li body
(®y, Zg, ... 2,), (X;, X,, ... X,) za jeho dva body pFifazené
sobé navzdjem transformaci (27). Rovnice této nové nad-
roviny tudiZ zni
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n u
SbX, =0, b =aya,v=12..,mn (32)
=1 e=1

vztahy pro uréeni koeficientd b,, b,, ... b, je ostatnd moZno
vyjadfiti jedinou maticovou rovnici

b = Aa. (33)

Utvar urdeny v (ﬁ— 1)-rozm&rném prostoru body spo-
lenymi » — 2 riznym padrovindm se jmenuje pimkou
tohoto (n — 1)-rozmérného prostoru. Jejf rovnice tedy jsou

n
Dewt,=0,i=12..,n—2 (34)
v=1

ProtoZe se transformaci (27) kaZdd z onéch n — 2 nad-
rovin pfimku uréujicich transformuje opét v nadrovinu,
previdi transformace (27) kaZdou p#fmku (» — 1)-rozmér-
ného prostoru opét v piimku. Rovnice této nové pimky
budou podle vysledkid (32) a (33)

n
>dyX,=0,d,=Ac, i=1,2,..,0—2 (35)
v=1

Specielni k-rozmérnd (0 < k< n—2) varieta urdend
v (n — 1)-rozmérném prostoru » — 1 — k nadrovinami se
transformact (27) pfevadi zase v takovou varietu k-rozmér-
nou.

Transformace (27) je zobecnénim kolineace zndmé z geo-
metrie roviny a trojrozmérného prostoru do prostoru (n — 1)-
rozmérného. Upozoriiujeme, %e z,, 2y, ..., 2,1 X, X,, ..., X,
poklddime v tomto piikladé za homogenni bodové soufad.
nice.

16. Divdme-li se na soustavu » linedrnich rovnic o » ne-
zndémych a s nenulovym determinantem

n ,
Zair’rv = Y 1=12..,n (36)
v=1

jako na linedrni substituci, kterd kaZdé soustavé &fsel y,,
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Y ..+ Y, Prifazuje urditou soustavu z,, z,, ..., z,, lze ony
rovnice psiti ve tvaru

Ax =y (36')
a jejich FeSeni je pak
x=Aly. (36")
Vedle soustavy (36’) zavedeme je3t& transponovanou
As =t (37)

a uréfme hodnotu vyravzu.Z:c.-t,-. Dostdvédme postupné

L2 ...n n
Z‘” = Z ZAH?/-Z“N% = Z Z SoY» zlaefAu =
v, 0 e
L2,...,n
= Z 8va oy — 28'3/-
v, e
Nalezli jsme tak jednoduchy a zajimavy vztah mezi fe-
Senfmi z,, z,, ..., 7,, 8,8y, ...,8, & pravymi stranami y,,

Yoy -os Yms by oy -, b, dané soustavy (36') a soustavy k ni
transponované (37):

Tyly + by + ...+ Tl =8y + Yy + .. 85Ya. (38)

Tak mé na pf. soustava (12) z p¥. 6. feSenf (12,1) a soustava
k nf transponovand (na pt.)

38, 4+ 8+ 3834+ 38, = —
28, + 33, + 383, + 33, =0
48, + 8 + 38,4+ 25, =0
28, + 48, + 383+ 25, =0

pak Felenf
8, =238,8=2 8=—6, 5 =2
Méme tedy
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=6 z,=—%¥, 53=—19, 2,=19
y1=09 y2=0) y3=1’ y4=0
8, =3, 8=2 8y =—6, s, =2
t1=—1,t2=0, ta=0, t4=-0

a presvéddime se snadno, Ze tyto velid¢iny splfiuji opravdu
vztah (38).

* *
*
Linedrni forma y v n proménnych z,, z,, ..., £, mé tvar
Yy = a7, + a3 + ... + a2z, (39)

Dvé linedrni formy tychZz proménnych

n n
h = Zapx., Y = zar‘tv
y=1 v=1

pokldddme za riizné, jsou-li soustavy ay,, @, ..., Gy Gg,
Qgg, - .., Gy, jejich koeficientl linedrné nezdvislé. Tak na pf.
jsou formy

Y= 2r, — 33, + §3g, Yo = — 2 + 2 — 17

navzéjem stejné. Z tivah odstavce 1. pak vyplyvé poznatek,
Ze v soustavé m linedrnich forem

n
Y, = Zai,:c,, 1=12,...,m (40)
v=1

lze nalézti pravé tolik navzdjem riznych, kolik je hodnost
h matice soustavy jejich koeficientl (tuto matici oviem
doplnime ve smyslu odst. 9. ¢4sti prvé na étvereénou nulo-
vymi fadami, abychom také na systémy linedrnich forem
mohli uZiti pravidel maticového po&tu). Navzdjem rizné
jsou pak ty formy, z jejich% matice lze vytvofiti nenulovy
determinant h-fadovy. Soustavu (40) piSeme také zde ve
zndmém tvaru

y = Ax. 40)
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Pozndmka. Linedrni transformace (A)—! se nazyvé kontra-
gredientnf k transformaci A. Vzorce (93), (91) a (95) ddstil
ukazuji, Ze kontragredience dvou linedrnich homogennich
transformaci je vzdjemnd.

Lze dokdzati platnost této véty:
Nutné a postadujici podminka, aby byly dvé transformace

y = Ax, s = Bt navzdjem kontragredientni, je vyjddfena
rovnici

n n
DY = Dads. (41)
i=1 i==1

Jsou-li totiz kontragredientni, je B = (A)—1, tedy druhd
transformace mé tvar t = As a podle piikladu 16 dospi-
vime piimo k rovnici (41).

Je-li naopak tato rovnice splnéna pro viechny systémy
(x), (), (s), (t) navzdjem si odpovidajici, volme systém (x)
tak, Ze x; = 0 pro ¢ & k, x,, = 1. Tomuto systému odpovidd
systém (y) uréeny vztahy y; = a;, ¢t = 1, 2, ..., n. Zavede-
me-li tyto specidlni soustavy do rovnice (41), dostdvime

n
by = _Za’tk's:"
t=1
Tento vztah oviem plat{ pro v3echna k, t. j. pro k = 1, 2,
..., n a ukazuje, Ze lze pséti
t = As,
t. j. s = (A)"'t. Na druhé strand viak vime, Ze s = Bt,

takze je B = (A)~! a ob& linedrni transformace, o nich% véta
mluvi, jsou vskutku kontragredientni.
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