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2. PRAVIDLO CRAMEROVO. 

Budiž dána soustava n lineárních rovnic s n neznámými 
xJ, x2, ..., x„, již píšeme ve tvaru 

n 
= bit ¿ = 1 , 2 , . . . , « (10) 

v=l 
a předpokládáme, že jest její determinant A = \aik\, i, k = 
= 1, 2, ..., n různý od nuly. 

Násobme rovnice (10) po řadě čísly Alk, A2k, ..., Ank 
(jsou to doplňky prvků alk, a2k, ..., ank v A) a. sečtěme. 
Dostaneme (viz vzorec (12,2) dílu prvého) 

n n n n n 
2Mtfc = = = xk. A = Axk. 

i= 1 ¿=1 F= l V=1 1=1 
n 

Protože však jest r o v n o determinantu — označme 
ť=i 

jej Ak — který vznikne z A tím, že k-tý sloupec nahradíme 
čísly &x, b2,..., bn a protože jest podle předpokladu A =)= 0, 
nacházíme — provedouce právě naznačený postup po řadě 
pro všechna fc = 1, 2, . . . ,» — tento důsledek rovnic (10): 

Rovnice (10) lze však obráceně pokládati za důsledek 
vztahů (11). Násobíme-li totižr-tý z nich číslem air a sečteme 
přes všechna v = 1, 2,..., n, dostaneme postupně 

n \ n j n n ^ n » 

2®**» = t 2 a f A ' = 2 M i * = - j !LhilLai>Ai' -
»=1 -A »=1 »=1 i=l í= 1 r=l 

= j • M = K 
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tedy právě ¿-tou rovnici ze soustavy (10). Provedeme-li 
tento postup pro i = 1, 2, ..., n, máme celou soustavu (10) 
jako důsledek vztahů (11). 

Tento poznatek, který má velkou důležitost, vyjádříme 
vitou 5. (t. zv. věta Cramerova): 

Soustava n lineárních rovnic o n neznámých s nenulovým 
determinantem má jediné řešení. Dostaneme je tak, £e v deter-
minantu soustavy nahradíme postupně všechny sloupce ab-
solutními Sieny (t. j. koeficienty bez neznámých) stojícími na 
pravé straní rovnic soustavy a determinanty takto vzniklé pak 
dělíme determinantem soustavy. 

Příklady. 
6. Řešiti soustavu 

3xx + 2x2 + 4x, + 2xt = 0 
«i + 3x2 + x3 + áxt = 0 ..„. 

3*! + 3x2 + 3xa + 3x4 = 1 x l 

3xt + 3x2 + 2X3 + 2xt = 0. 
Determinant A této soustavy má podle příkladu 4. hod-

notu 3; determinanty Au A2, As, At se zde dají v důsledku 
jednoduchých pravých stran rovnic (12) snadno vypoěísti. 
Dostaneme 

A1 = 18, A2 = — 20, A„ = — 10, At = 13; A = 3, 
takže jest jediné řešení soustavy (12) dáno čísly 

z, = 6, x2 = - V, z3 = - tf, *4= v - (12,1) 
7. Derivace funkcí implicitních. 
Buďtež proměnné ylt y2, •••, yn dány jako derivabilnl 

funkce nezávisle proměnných xlrx2, ...,xm soustavou n im-
plicitních vztahů 

/<(*!, Xl, • •; ylt y2,..., y„) = 0, » = 1,2,..., n, (13) 
v nichž má každá z funkcí f{ spojité parciální derivace podle 
*i, xi y«-
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Úlohou jest určití parciální derivace funkcí ylt y2, ...,y„ 
podle xlt x2, ..., xm. Provedeme to tak, že každou z rovnic 
(13) derivujeme parciálně postupně podle vSech proměnných 
xlt x2,..., xm. Derivujeme-li na př. podle xk, dostaneme 
soustavu n rovnic 

y d/. 3y, 
v = 1 dy, ' dxk 

& i= 12 

, . dy-, dy2 o n neznámých ^—, ..., 

terminant a/i 

k 
dyn 

dxk 

(14) 

. Za předpokladu, že de-

3 y. 

dxk' dxk 

=f= 0, i, v = 1, 2,..., n této soustavy — bu-

deme jej také označovati symbolem 
D(h,h / . ) 

D{yv y2, • •y„) 

a nazývati funkcionálním (nebo Jacobiho) determinantem 
funkcí flt f2, ...,/„ podle proměnných ylt y2, ...,yn — není 
roven nule, lze podle věty Cramerovy rovnice (14) řešiti 
a formule pro hledané parciální derivace se dají psáti ve 
tvaru 

dy, = 

fak D{ylt ..., xk, yr+1, ..., yn) ' 
(15) 

% / 8 /») 
D(ylt y2 y») 

,V=1,2 n,k= 1,2, wi; 

i i SA 
tyi fy*' " '

 dyn 

d/a d/g df2 

tyl' 2ya' '"' dyn ¿ ¿ " ¿ ¿ " " ^ 
9*1 ' 

(16) 
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U prostorové čáry F(x, y, z) = 0, G(x, y,z) = 0 máme na př. 
dy _ D(F, (?) D(F, G) áz ^ D(F, G) D(F, G) 
dx D(x, z) ' D(y, z)' dx D(y, x) ' D(y, z) 1 ' 

D(F G) 
za předpokladu, že jest ' , 4= 0. 

D{y, z) 
8. Provésti dělení polynomu 

n 
fix) = (a) 

v = 0 

bínomem x — xv t. j. určití koeficienty q0, qv ...,q„—vq„ 
tak, aby platilo identicky 

« n—1 
ža,x»— = (x — x^q^-e-i + qn, (b) »=0 e=o 

Rovnici (b) upravíme na tvar 
n »—1 n—1 n—1 

= J.1exn~Q ~ 2xi1<>xn~i~1 + 9« = 2?e a ; f l~ e — 
v-o e=o 0=0 t=o 

o n 
— + qn = 2 ( f f , — «líí-i) X = 0 

»=i e=o 
a z něho dostáváme ve smyslu methody neurčitých součini-
telů systém n - f 1 rovnic pro neznámé koeficienty q0, qlt 
ía, • • •> 9n-

— + q, = a„v = 0, 1 , 2 , . . n ; = 0. (c) 
Snadno nahlédneme, že má determinant této soustavy 

hodnotu 1, takže se při jejím řešení nemohou vyskytnouti 
žádné nesnáze. Toto řešení je potom podle Cramerovy věty 
dáno vzorci 

qr = A., v = 0, 1,2, ...,»; (d) 
označíme-li v determinantu soustavy (c) sloupce pořadovými 
čísly 0, 1, 2, ... n, znamená A, determinant vzniklý z něho 
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tím, že sloupec s pořadovým číslem v nahradíme novým 
s elementy o0, a^, o2 ..., an. Rozvedením podle prvých 
v + 1 řádků dostaneme pak A, ve tvaru 

1 0 , 0 , . . . , 0 , a0 

— 1 , 0 , . . . , 0, ox 
0, — xlt 1, .... 1, 

0, 
0, 

0, 0 , 
0 , 0 , 

1. 
—xlt a, 

t. j. podle vzorců (13), (13') dílu prvého 
A, = a^" + a^-1 + ... + a,. 

Máme tedy definitivní řešení soustavy (c): 
q, = OoX/ + O!*,—1 + ... + a„ v = 0, 1, 2, ., „ n. (dl) 

Podle této formule je tudíž možno přímo vypočítati koefi-
cienty q0, qlt ..., qn—i podílu, jakož i zbytek qn při délení 
výše uvedeném; tento zbytek má ovšem hodnotu q„ = f(xx), 
jak vychází také přímo ze vzorce (dl). 

Velmi pohodlný výpočet koeficientů q0, q1 qn se opírá 
o relace (c) a uspořádává do t. zv. schématu Hornerova: 

X1 
«0» ai> 

«lfflo. 
«2. 
«lil. 

a3, • •> an-l, 
••> xlHn—2> 

an 
(e) 

°o> 9v ?2. ?3> • •» ín-1, 3» = f(xl)-
9. Jako další příklad provedeme určení koeficientů c1, ea. ..., cmt které vystupovaly v prvém dílu při stanovení 

hodnoty determinantu Sternova (vztah 66). Mají se nalézti 
Cf tak, aby platilo identicky v x 

m m 
fm(x) = x™ + = + J.ccfm_0(x) = 

»=1 e=i 
m m—Q m m 

= xm + JtcežaM<m-rtxm-x-° = xm + = 
Q= i *=o p=i 

m w 

C=1 e-i 
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Tento požadavek vede ve smyslu methody neurčitých sou-
činitelů k systému rovnic pro neznámé ce 

2a^7 e )c e = o,«"), r = 1,2,..., m. 
e = i 

Determinant D tohoto systému má hodnotu 
D = a0<°>. a0<D . a0<2> o,«—1) = 1, 

determinant Dk, vzniklý z D tím, že k-tý sloupec nahradíme 
soustavou čísel a£m\ ..., am

(m) pak rozvedeme podle 
prvních k řádků a dostaneme pro něj výraz 

i , o , o , 
O ! « " - 1 » , 1 , 0 , . , o ,<«> 

ajn-v, 1, . , a 3
( m ) 

a<™-2) k-2 > nim—3) Wk-3 ' ' 
Podle Cramerova pravidla tedy máme pro ck hodnoty 

c* = Dk, k = 1, 2. ..., to; 
to jsou koeficienty oné lineární kombinace, které jsme po-
užili při výpočtu hodnoty determinantu Sternova. 
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