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3. VETA LAPLACEOVA.

Determinant sestaveny z 72 prvkia, v nichZz se kiiZi libo-
volnych r fddku s libovolnymi r sloupci daného determi-
nantu 4, nazyvdme r-fadovym subdeterminantem deter-
minantu 4. Subdeterminantem pfidruZzenym v determinan-
tu A k onomu prvému rozumime pak onen subdeterminant
(n — r)-fadovy, jehoZz (n — r)? prvki je vzato z téch fadkd
a sloupcii determinantu A, které se neulastnily pfi kon-
strukci subdeterminantu prvého. K hlavnimu subdetermi-
nantu (t. j. takovy, jehoz hlavni jihlopti¢ka je &asti hlavni
uhlopfiéky determinantu piivodniho) je pfidruZen zase
hlavni subdeterminant.

V dal$im se budeme zabyvati minorem M, vzniksim z prv-
ki spoleénych prvym r fddkdm a prvym 7 sloupcim de-
terminantu A a minorem M, jemu pfidruZzenym.

Véta 6. Zndsobenim obou subdeterminantd M,, M, do-
staneme r!(n — r)! riznych ¢lend pivodniho determinantu 4.

Diikaz. Podle definice 4. je obecny ¢&len m; minoru M,:

m, = sgnnl(k) A1k, A2k, - - - ark,;
Hl(k) = (kz - kl)(ka - kl)(ka - kz) (kr — kf_l)

a obecny ¢len m, minoru M,:

my = sgnlly(k) @riik,  (Griok, o - Gaky

I3(k) = (K43 — krs1)(Kkrss — ke oo (b — kn—y)-

Pfi ndsobeni minord M,, M, se tyto obecné &leny spolu n4-
sobi, takZe soudin M,M, je sloZen celkem (v. poznimky
k definici 4.) z rl(n — r)| riznych séitanct tvaru
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mymy = sgnll, (k) sgnll,(k) a1z ask, ... CriOr i1,y q - Bk, =
= sgnll, (k) I1,(k) aiz,ack, ... Qi Qr i1k, q - Bk =

= sgnll, (k) I1,(k) . ngi"[(-l_cT = a.sgn Hl(g(gz(k) :
Nyni v8ak je [I(k) ddno vzorcem (4), takze bude
I, (k) My(k) _
I (k)
1

rrs — g o Cbrps — k)opg— K)o
o ooy — Ty op g — By) oo (ki — k) ... (o — k)

protoZe pak znadf k,, ky ..., k, permutaci é&isel 1,2, ..., r,
kdeito kryy, Kris, ..., k, permutaci &iselr + 1,7 + 2,..., n,
jest ke >k(v=12,...,n—1r; 0=12,..,r), takie
IT, (k) ITy(k)

: d
TR znaménko + a plati tedy

mé vyraz

kde a je obecny ¢&len determinantu A. Tim jest véta 6. do-
kizéna.

Definice 5. BudiZz M, minor determinantu A vzaty ze
spoleénych prvki Fadkt o pofadovych é&islech ¢; <1, < ...
... <1, a sloupci s pofadovymi &isly &k, < ky, < ... < k,
a budiz M, minor pfidruZzeny k nému v determinantu A4.
Zavedeme-li oznadeni %, + 1, + ... + ¢, = S(3), k; + kg +
+ ...+ k, = S(k), nazyvime vyraz (—1)S®+5&) M, do-

pliikem minoru M, v determinantu A.

Véta 7. Nasobime-li libovolny subdeterminant r-fadovy de-
terminantu A4 jeho dopliikem v 4, dostaneme r!(» — r)! rtz-
nych ¢&leni daného determinantu A.

Diikaz. Subdeterminanty, o které zde bézi, budte na pr.
M,, M, z definice 5. Upravme dany determinant vzdjemnymi
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vyménami napfed Ffddku a pak sloupci tak, aby rddka
t,-t4 pFisla na misto p-té a sloupec k,-ty téZ na misto p-té
(e=12,...,r). Tim piejde determinant 4 v novy A,
o ném? snadno dokdzeme (v. vétu 3.)
A = (— 1)S@+S 4,
V tomto novém determinantu 4 vi3ak maji subdetermi-

nanty M,, M, (jejich vnit¥ni struktura se p¥i vyse uvedeném
premist'ové,m fad nezménila) zcela stejny charakter, jaky
mély minory M,, M, z véty 6. vidi svému puvodmmu de-

terminantu. Lze tedy na determinant 4 a minory M 1, M,
piimo aplikovati vétu 6. a konstatovati, %e soudin M, ]l_I
je roven pré,ve soudtu 7!(n — r)! ¢len& determinantu A, &li
Ye soudin M, . (— 1)SO+S® M, d4vd pravé ri(n — r)! riz-
nych é&lend determmantu A, jak tvrdi véta 7.

Véta 8. (Laplaceova): Ndsobime-li vdechny subdetermi-
nanty r-fadové utvorené z libovolnych r fadki (nebo sloupcii)
daného determinantu A jejich dopliky v A, je soulet vdech
souéinii takto vzniklych roven pivodnimu determinantu A.

Diikaz. Tato dilezitd véta je jednoduchym dtsledkem
véty 7. Z r rovnobéznych Fad lze vziti celkem (f) subdeter-

minantu r-fadovych a kazdy z nich dé, ndsoben svym do-
pliikem, vznik r!(n — r)! riznym é&lenim determinantu 4.

Postupujice podle véty 8. dostaneme tedy celkem (:") rl.

. (n — r)! = n! riznych élenti determinantu 4, t. j. pravé
vi8echny jeho ¢leny.

Pozndmka. Véta Laplaceova ndm ddvd moZnost rozvésti
determinant podle danych r fad. Srovnejte s timto vysled-
kem poznatky vyjédiené vétami 4. a b.

Véta 9. Soulin dvou n-rfadovyjch determinanti A = |a;l,
B = |by| je roven n-fadovému determinantu C = |c;|, kde
jest
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Cix = Bybyy + Apbys + ... 4 Aipbin;
k=12, ... n (14)

Diikaz. Podle véty Laplaceovy (rozvedenim podle prvych
n Fa4dkt) mdme

@1y Qg evs Gypy O
Ay1, gz -y Bzg, O,

— anl) an2: ce ey aum 0’ 0: ’ O
A B — 17 O: ey O’ blls bzls ’ bnl
O’ ly ce ey O’ b12) bzzs y “nl

O) 0’ RS 1’ blﬂ’ b2n) sty bnn

Tvar (nikoli v8ak hodnotu, v. véty 3., 4., 5. a pozndmky
k nim) tohoto determinantu pozménime tak, Ze od sloupce
(n 4+ v)-tého odedteme prvnich n sloupci ndsobenych po
fadé &sly b,,, by, ..., b,,. Tento sloupec (n + »)-ty tedy bude
miti misto pivodniho tvaru 0,0, ..., 0, b,,, b,,, ..., b,, tvar
NOVY: — Cyy, — Cayy -+-y — Cpy, 0,0, ..., 0; to uéinime po-
stupné proy = 1,2, ..., n a médme:

au, alz’ ce ey alﬂ’ —Gu, —-012, ey —-Cln
@9y, Qggy --- (Bgn, —Cg1, —Cggy ..y —Cgp

Rozvedenim podle poslednich 7 sloupci pak obdrzime (do-
poruduji provést podrobné pomoci vét 8., 3., 4. a 5.):

—611, _012, soey —clﬂ
A.B= —Cg1y —Cagy :+:y —Cgp . (__1),, y 1, 00 —
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€11 Cig2 -+ Cipn

cnl, cnzx ey cnn

Poznamky. 1. Je-li m < n, pievedeme determinant m-fa-
dovy snadno na n-fadovy podle vzorce:

@y, Qygy oevy Gymy 0,...,0

Gy, Qygy ovvy Ay Ay, Qggy -ovs Aoy 0, ...,0
.a.zf,. .‘le.zj ., az"‘ B Amyy Bmgs <5 Ymmo 0’ sy 0f.

Am1y Ama y @nm O’ O’ sy O, 1, .,O

0, 0,.., 00,..1

Tento poznatek ndém ddvéd moZnost ndsobiti spolu podle
véty 9. i determinanty rdznych stupnd, kdyZ je napied
uvedeme na stejny stuperi.

2. Stejné jako jsme vytvorili obecny prvek c;; soudinu
C dvou n-fadovych determinanti 4, B zndsobenim i-tého
fddku determinantu 4 a k-tého fadku determinantu B,
mohli jsme vyjadriti ¢;, také souéinem: bud :-tého Fadku
v A 8 k-tym sloupcem v B, nebo i-tého sloupce v 4 s k-tym
fadkem v B, anebo koneéné i:-tého sloupce A a k-tého
sloupce v B. Pozndme to snadno, kdyZ event. v jednom,
nebo v obou z danych determinantd pfed provddénim nd-
sobeni podle véty 9., vzorce (14), vyménime spolu Fddky
a sloupce navzdjem.

Definice 6. R4dkovym soudinem dvou matic

Qg5 Qs -y Qyn b1, bygy - s

aml, amm ey amn ’ bml: bm2, LS ] bmn

o stejném poétu (m) f4dkd a stejném poétu (n) sloupci
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rozumime m-fadovy determinant, jehoZ obecny element c;,
je dan vzorcem

Cix = by + Aigbrg + .o + by
ik=12..,m. (14,1)
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