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EAPITOLA DRUHA

OPETOVANE VZAJEMNE NEZAVISLE POKUSY

13. Pravd3podobnost rdznych vysledkd v Fad® opakovanych vza-
jemn8 nezavislych pokusd. a) BudiZ p pravdépodobnost, Ze zjev
Z se dostavi jakoZto vysledek né&jakého pokusu; 1 — p pak
je pravdépodobnost, Ze Z se nedostavi. Pokus, jehoZ vysled-
kem je Z, nazveme zkritka zdafenym, v opainém piipadé
nezdafenym.

Vykondme postupnd n vzdjemné nezdvislych pokusi;
pro ka%dy z nich je pravdépodobnost p, %e se zdafi, stejnd.
Klademe si otdzku: jak velikdé je pravdépodobnost P,
%e v fadé n pokusi bude privé m zdafenych a tedy n — m
nezdafenych (0 < m < n)?

Oéfslujme n pokust pofadovymi &fsly 1,2, ..., = a vyvol-
me nejprve urditych m z tdchto &sel jakoZto pofadovd &fsla
pokusil, které se maji zdatiti. Pravdépodobnost, Ze v fadé =»
pokusi budou zdafené prdvé na téchto m piedepsanych
mistech, m4 hodnotu

Pl —py—m
Ale v otdzce shora poloZené nepfihliZime k pofadi, ve kterém
se vyskytuji pokusy zdafené nebo nezdafené, nybrz jen k cel-
kovému poétu m zdafenych. Proto musfme ndsobiti hodnotu
Privé nalezenou poétem kombinaci bez opakovini m-té
tidy z » prvkd (viz odst. 3c). Tak dostaneme vzorec pro
hledanou pravdépodobnost P,,:

n!

Pp = i —m) ™ (1 —p)—, (n

ktery se n&kdy nazyvéd vzorcem Newtonovym. Pro m =
=0,1,2,..n dévd vzorec (1) » - 1 &sel Py P, P, ... Py,
kterd uddvaji pravdépodobnosti, e v fadé n pokusi se ne.
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zda¥{ ani jeden, resp. %e se jich zda¥ 1, 2, ..., n. Poznamenej-
me, e, pokud 0 < p< 1 a pokud man ]sou celd kladnd
Ysla, je hodnota pravé strany (1) mens{ ne% jedna nebo nej-
vy#e rovna jedné.

b) Ponévadz
n!
nl(n—m)!

= (M)m,

méme podle binomické formule
l=[p+{1—p)=
= p"+ (n);p" M1 —p) + (n)p" (1 — PP+ ... +
+ (e (1 —pf + ...+ (1 —p)™

Jednotlivé &leny tohoto vyrazu pfedstavuji pravd&podob-
nosti, Ze v fadé » pokusd bude 2, —1,...,n—k, ..., O
zdafenych; soudet vech téchto pravd&podobnostf{ se rovni

jedné,
Po+ Py+ Pyt ...+ Pp=1.

¢) PoloZme si dalsi otdzku: Je-li n ddno, jak voliti m, aby
pravd&podobnost P, uréend vzorcem (1) méla co nejvEétsi
hodnotu?

Vypoldteme, neménice &sel p a =, veliéiny Py, P,, ..., Py
a utvofme podil u,, m-té velidiny k veli¢iné (m + 1)-té:

— Py, =1——pm+1.
" Ppy P n—m

Hledanéd hodnota indexu m, pro ktery P, dosahuje nej-
vétsi hodnoty, mé tu vlastnost, Ze u, <1 a Ze u, , < 1.

Z toho plynou dv& nerovnosti:

1—p m+l>l’l—p m

1
p n—m P n—m-|-1< ’

které upraveny dajf
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(m+ 1)1 —p) > (n—m)p, m(1 —p) < (n —m + 1)p,
aneb
npt+p—l<m<np+p 2)

Cislo m je takto uzavieno mezi dvéma mezemi, jich%
rozdil se rovnd jedné. Neni-li prdvé jedna z mezi rovna
celému é&fslu (druhd mez je pak také celé &islo), je celé &slo m
jednoznalné ur&eno nerovnostmi (2). Je-li » dosti veliké,
takZe lze &isla p a p — 1 vynechati vedle n, vychédzi z (2) np
jako#to pfibliznd hodnota pro m (s chybou mensi neZ 1).
Je tedy, za predpokladu, Ze P, méd co nejvétsi hodnotu,
piblizné np zdafenych a pFibliZné n(l — p) nezdafenych
pokusil. Vysledek vypoétu vyjadiime takto:

Ze viech pripadi,*) kieré se mohou vyskytnouti, vykondme-li
pokus n-krdat, md nejvétsl pravdépodobnost ten, ve kierém polet
zdafenyjch pokusii se md k poltu nezdatenyjch jako p k (1 — p).

I4, Stfedni hodnota poltu zdafenych pokusi. a) Podet m zdafe-
nych pokusi mize miti hodnoty m = 0, 1, 2, ..., n; pfisluiné
pravdépodobnosti jsou P, P;, P,, ..., P,. Pofet pokusi n
povaZujeme za dané neproménné &islo. Podle definice stfednf
hodnoty (odst. 8) bude

8. h. (m) =Dm. Pp.
m=0
Abychom ustanovili hodnotu tohoto soudtu, poloZme
g=1—p, p+ g=1, takie
l=@p+q"=
= p"+ ("' + (n)ep" 2 + ... + npgl - g™
Derivujme tuto rovnici dle p a ndsobme pak velidinou p;
vychézi
2(p + @) 'p = np" + (n — 1)(n), p* g +
+ (n—2) (n)ep"*q + ... + npg*,
*) Pfidanémn jecelkemn + 1riznych pfipadi(m =0,1,2,...,n).

{1
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aneb, zavedeme-li
P+4q9 =1, po= P, (0)p"'q=Pp_y, ..., npg" 1 = P,,

np=nP,+ (n—1)Pp_;+ ...+ P1=Zm.P,,,.
m=0

Je tedy
8. h. (m) = np. 2)

b) Uvedeme jeit® jiny ditkaz rovnice (2) uzivajice methody,
kterd se hodi i k jinym vypo&tim.

BudiZ = hodnota piifadénd i-tému pokusu takto:
2 = 1, zdafi-li se ¢-ty pokus,
z( = 0, nezdafi-li se -ty pokus.
Podle toho je
me= 2D+ & . Lz,

nebof v soudtu na pravé strané je tolik s&itanci rovnych 1,
kolik pokusii se podafi (t. j. m); ostatni séitanci jsou rovni
nule.

Podle véty dokdzané v odst. 10a je
s.h.(m)=1s.h (24 2® 4 ... 4 ™) = is. h. (2®);
ponévadZ pak i
8.h. () =1.p+0.(1—p)=1p,

8. h. (m) = np. (2)
Pro ka?dy jednotlivy pokus mé piisludnd velidina z®
hodnotu bud 1 nebo 0; jeji stfedni hodnota je p; souéet viech

n velidin 2 mé stfedni hodnotu n-krdt vétdi, totiz np.
Vysledek (2) vyjddiime vétou:

V #adé n pokust postupné provedenych je sifedni hodnota
poltu zdarenyjch pokusd rovna np. (Srv. odst. 22.)

je
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15. Sttednl hodnota druhé mocniny Gehylky. Velidina b = m —
— np, kterd se rovnd rozdilu mezi poltem m skute&nd
zdafenych pokust a mezi stfedni hodnotou np &sla m,
nazyvé se uchylka.

Stfedni hodnota dchylky se rovnd nule, nebot
8.h. (m — np) = s. h. (m) — 8. h. (np) = np — np = 0.
Potitejme stiedni hodnotu étverce tchylky; podle definice je

8. h. (m — np) = ZP,,,(m — np)2.
m=0

Vypodet pravé strany provedeme dvojim zpiisobem:

a) Derivujme rovnici (1) odst. 14 dle p a ndsobme pak
veli¢éinou p. Vychdzi

plr(n — 1)(p + ¢*Pp + n(p + ¢*~ ] =
= w4 (n— 17 ()P + ...

Dosadime-li sem

p+gqg=1, p»= P, (n)lp"_14= Pn—p ceey
bude

n
pln(r — 1)p + n] = Dm?P,, = s. h. (m?).
m=0
K této rovnmici pFipojime daldf dvé (uZivime vztahu
8. h. (m) = np)
— 2n2p? = — 2. h. (mnp),

nip? = 8. h. (n®p?).
Sedtenim vsech tii rovnic vychézi
8. h. (m — np)? = np(l — p). (1)

b) Druhy ditkaz vzorce (1) provedeme uZivajice methody
vyloZené v odst. 14b. Budiz zase z(® velidina pfifadénd
i-tému pokusu; 2) = 1 nebo 0 podle toho, zdafil-li se i-ty
pokus nebo ne. Mdme
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8. h. (m —np)? =
=g h (2D 4 2@ 4 .., 4+ 20 —ppP2 =
=s.h [V —p)+ @@ —p)+ ...+ (™ —p)P =

—s.h. [i;(z“) — )+ 2;<Zk(x<i> — p)a® — p)] =

= D8.h @D —pp+ 2> s h (20 —p)a® —p); (2
i=1 i<k

dvojndsobny soudet se vztahuje ke viem dvojicim indexd ¢
a k (1 < k) utvofenym z &isel od 1 do n.

Ponévadz 2 miiZe nabyti jen hodnot 1 a 0 s pravdé-
podobnostmi p resp. (1 — p), je

8. h. (z® —pP= (1—pP.p+ (— p)*(l — p) = p(1—p)
a tedy

35 h. (29— pP = np(l — p). 3)
i=1

Jektd je tieba vypodisti s.h. (at) — p)(z® — p) pro
¢ £ k. Vypotet provedeme dvojim zpisobem. Pfedné uvé-
%ime, Ze soudin (z® — p)(z® —p) m4 (pro = =1, 0,
) = 1, 0) moZné hodnoty

Q—pP 1—p).—p, —p.(1—p), —p.—p
a Ze pifsludné pravdépodobnosti jsou
P p(l—p), L —p)p, 1 —pP
Nésobice kazdou z uvedenych hodnot piisluSnou pravdé-
podobnosti a sedtouce tyFi soudiny tak utvorené dostdvdme
8. h. () — p)}(x® — p) = 0.
Druhgy zpasob vypoétu se zaklidd na vété dokdzané

v odst. 10b: ponévadZ vysledek ¢-tého pokusu nemd vliva
na podminky k-tého pokusu, je
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8. h. [(z® — p)(z® — p)] = 8. h. (2D — p) . s. h. (zh) — p),
a jeZto
s.h. (@) —p)=(1—p)p+ (—p)1 —p) =0,

mime zase

8. h. (z® — p)}(=® — p) = 0.
KaZdy &len dvojitého soudtu v (2) je tedy roven nule a vzhle-
dem k (3) obdrZime zase

8. h. (m — np)? = np(l — p); (1)
tento vzorec udavié stfednf hodnotu &verce dchylky. Kondme-li
jen jeden pokus (n=1), je s.h. (V) — p)2= p(l — p);
kondme-li n pokusl, jest s. h. druhé mocniny dchylky
n-krit vetsi.

¢) N&kdy se zavadi do podtu t. zv. relativnt uchylka, t. j.
tchylka m — np délend podtem pokusi: (m : n) — p.

Patrné je

m : p(l—p)
shh—ﬁ_—T—. @)

16. Bernoulliova véta. Podle CebySevovy véty (nerovnosti
(3) odst. 12) je pii e > 0

2

8. h. 7—”—1))

Pl— n_ )>1_ n__
e<n P<el= T e

a tedy vzhledem ke vzorci (4) odst. 15.
e _p1—p)
P( e< p<s)gl —aa
Z toho plyne déle, Ze
limP(-—s< ;f—p< s)= 1,

fi=w

coZ je pravé Bernoulliova véta:
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Pravdépodobnost, Ze relativni vuchylka (m :n) — p nebude
Sselné vét¥t net dané, jakkoli malé, &slo e, bUH se jistots,
kdyZ polet pokusii n roste do nekoneéna.

Tato véta dokdzand ve spise Ars conjectandi Jakuba
Bernoulliho vy$lém r. 1713 (osm let po autorové smrti),
je jednim z hlavnich vysledkii poétu pravdépodobnosti;
v odst. 24 pojedndme o tom, jak byla pozdéji zobecnéna.

Pripomenme, Ze v uvedeném ditkaze Bernoulliovy véty
a vibec ve vypoltech odst. 13—16 uZivdme pfedpokladu
o vzdjemné nezdvislosti jednotlivych pokusii; pfi kazdém
pokuse je konstantni pravdépodobnost p, Ze se pokus zdafi,
nezdvisld na tom, jak dopadly pokusy ostatni.

17. Wallisova formule. V odst. 17—19 uvedeme diikazy nékte-
rych pomocnych vzorei, kterych se uzivd v riznych vypo-
&tech pravdépodobnosti.

BudiZ m celé kladné &fslo a poditejme hodnotu integrdlu

in
Ay = [sinmz dz.
0
Integrujice po édstech obdrzime
i i
Ay = [— cosz sin™12] 4 (m — 1) f sin™ 2%z . cos?z dz;
0 0
ir
vyraz [...] je roven nule. Pifeme-li 1 — sin% misto cosir,
0
je
in ir
Ap = (m — 1) fsin™—2z dz — (m — 1) fsin™z dz =
0 0
=(m—1)A4ns— (m—1)dn
a tedy

m—1
An =" dns,
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Ra,da rovnic, které takto dostaneme sniZujice index m
postupné o dvé jednotky, kondf, je-li m = 2p sudé ¢islo,
rovnici

o

T

dr = ix;

o\

je-lim = 2p + 1 liché &slo, kondi fada rovnici
i
4,= fsim: dr=1.

Znésobme viechny rovnice; v pf 1padé sudého m dostaneme
2p—1 2p
2p " 2p— 2 SR L

Agp =

a v piipadé lichého m
_2p 2p—2
A2p+1—2p+l-2p—1---‘}-
Ponévadz uvnitt integraéniho intervalu (0, }) plati

sinz < 1, sin™+1x < sin™z,
zmensuje se A,, s rostoucim m, takze

Agpir < Agp < Agp
&ili
2p 2p—2 . 2p—l2p—3
i1 <" g gy i<
2p—2 2p—4
1 353+
Po ﬁpra.vé dostaneme
22 .42, (2p — 2)% (2p)? 22.42... (2p—2)2.2p
3.5 ...(2p—1)2(2p+ <t <g g . gp_ip
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Poloime

2.2.4.4 .29 .2
F(p) = P-7P

1.3.3.5.5. (2p—l)(2p+1)

predeslé nerovnosti daji se napsati takto:

2p+ 1
2p

F(p) < in < F(p) . (1)

Funkce F(p) roste, roste-li p, nebot

Fp+1)_ (2p+2)2p+2) _ 4+ 8p+4
F(p) 2p+1)(@2p+3) 4p°+8p+3
ponévadz je stdle mensf neZ 4w, mé limitu pro lim p = oo
Vzhledem k (1) je lim F(p) = 4=
p=wo

> 1

nebo

. 2.2.4.4...2p.2p
it = }n.
[l.3.3.5...(2p—l).(2p—|—l)] in

To je Wallisova formule z r. 1655.

@)

18. Stirlingova formule. BudiZ » celé kladné ¢islo. Hodnota
vyrazu 1.2.3.... n = n! d4 se vyjidfiti pro piipad, Ze n
je veliké &slo, pfibliznou formuli, kterou méme odvoditi.
Polozime

n!
@(n) = Vom o mtd
Ze vzorci
(PN = e Tptom = e
plyne, Ze
[} = (2n41).2.2.4.4...(20).(2n)

@) =x.n.1.3.3.5.5...2n—1).(2n+ 1)
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Podle Wallisovy formule (2) odst. 17. ma pravé strana této
rovnice za limitu 1, roste-li » do nekoneé&na. Je tedy

. [pm))t )
o TpnE L Artohe Im—my = @
Dile je
p(n) n! e l(n 1)"+f 1\n+}
pn+ 1)~ (o4 1) eh pnti =° 1(1 T -17) ’
g 2™ __ 1g(1 4+ 1),
g¢(n+l) 1+(n+%)81+n

Rozviime lg(l +%) v Maclaurinovu fadu postupujici

. oo 1 (s
podle mocnin proménné —. Vychdzi
n

1 (— l)" (_1)k+1
(”+’1’)lg(1+7)= 2HT T2 ke

p(n) _°°(—1)"[ 1 1]_

pln+1) & oF |k+1 2

_a(=Eke—1 1 1
L2k (k4 1) 1202 1203

Cleny této fady se zmensuji co do absolutni hodnoty, roste-li
index %, a maji stfidav4 znameni. Proto plati
1
p(n) 1 p(n) 2

st D) T “gmrn<°
Pripojme k posledni nerovnosti daldich (» — 1), které dosta-
neme dosazujice postupné (n+ 1), (n 4 2), ..., 2n—1)
na misto n:

+ ..

0<lg

1
p(n +ﬂ< o TZAFIT

1
<on+2)




1
o(2n 4+ 1) o IEER—TY

@(2n)
Znisobme viech t&chto » nerovnosti; mocnitel &isla e na-
pravo bude

1<

1 1 1 1 1 1
1—2[? Tarmtot (2n_1)z] <"z = 12w’
1
takze g(n) T2n . @(n)
l<<Ll—<e ™, lim——=1
= p(2n) n=o P(21)

Délme vyraz, jenZ stojf za znamenim lim v posledni rov-
nici, vyrazem, jenz se vyskytuje v rovnici (1). Pro limn = oo
vychdzi limg(n) = 1 aneb, vypiSeme-li p(n),

n=w
!
lim—— " —1. @)
n=w V21t e—nqurti
Je-li tedy n veliké &islo, miZeme nahraditi n! asymptotic-
kym vyrazem:
n! ~ Vﬂ e~ prti,

Formule (2) pochézi od Stirlinga (1730). Dikaz na zdkladé

Wallisovy formule zde uvedeny pochézi od J. 4. Serreta.

19. Laplaceiv integrdl a jiné pomocné vzorce. a) Abychom
urdili hodnotu L Laplaceova integrilu
+ o

L= [e—2dz,

zavedeme v roviné Oxy polérni soufadnice. Druhou mocninu
integrdlu L povaZujeme za dvojndsobny integral:
+o +o
L= [ [e—vdzdy
vztaZeny k celé rovind Oxy. Polarni soufadnice: priivodié r
a poldrnf thel @ souvisi s z, y podle rovnic
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D= y) _ ,.
Dir,¢)
element plosného obsahu v polarnich soufadnicich je roven
rdr de (je to obsah ¢tyrihelnika omezeného jednak dvéma
privodidi piislu§nymi poldrnim dhlim ¢ a ¢ + d¢, jednak
dvéma kruhovymi oblouky o spole¢ném stiedu 0 a o polo-
mérech r a r 4 dr). Je tedy

2n

Lr= [ [e—rrdrde,
o 0

kteryZto integril je roven souéinu dvou integrald
2r
fd(p— 2r a fe—"rdr— b

X = rcosp, y = rsing; —

je tedy L? = & a z toho plyne hledany vzorec pro L:
L= }:—x' dz = |/=.
Pondvadi e—=' je sudd funkce, je
fe"" da = of:—z' dz = %}:—" dz = }|/=. (1)
b) Abychom ustanovili hodnotu in_tegrélu
I, = fe—" x" dz,
kde r je libovolné celé kladné &islo, vyjdéme z rovnice platné

prokazdér > 2:

uor—l‘”

I,=[—}e* 2] + fe—z 2 dx
0

ﬂuneb
= r—2.
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Je-lir sudé, r = 2m, je

2m—1 2m —3
fg—. —2—...*-10,

I, jest integral (1), tedy

1.3.5...2m—1) ;—
om+1 Vﬂ'

Ipm=

(2)

Iym=

Prolichér,r=2m + 1, je

2m 2m —2
Izm+1—T-‘— 4.1
a ponévadi
@ —z' @0
= fe—"xda:_ — ]=§,
0
vychdzi
2.4.6...2m !
Iem+1=——2;;1—)-= 5 3)

20. PFiblizny vzorec pro P,,. Zavedeni spojité promdnné. a) Podle
Newtonova vzorce (viz (1) v odst. 13.) je

n!

o n —m)! p" (1 —ppr—m

m =
pravdépodobnost, Ze v fadé » pokusit bude m zdafenych.
Zavedeme-li ichylku % rovnicf

m=mnp-+h,
nabude hotejsi vzorec tvaru

n!
nP+h (1 — py—np—h,
p—— T (1—mp)

P, =
(np + B)! (

Pfedpoklddejme, Ze n je tak veliké &fslo, Ze 1ze faktoridly
nahraditi pfibliznymi vyrazy podle Stirlingovy formule
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(odst. 18.). Po tpravé dostaneme tuto pfibliZnou hodnotu

pro P,,:
—np—h— —n+np+h—
(‘ + n—’;) i(l _n—_—n—p) *

P,= —_—

V2= np 0 —p)

PoloZme
=(1 + i)—m)—h——%’ B (1 . h )—n4-np+h—§
np n—mnp

a rozvinme lgd a lgB v Maclaurinovy fady postupujici

podle mocnin velidiny -%—, pfi éemZ budeme pfedpoklidati, ze

—h: je mendt net urbité koneéné &islo a ze tedy velidiny
n
B h 1 B [R)1]
TR T \Te Ve

jsou libovolné malé, roste-li » neomezend. Tak dostaneme

lgA=_(np+h—|—%)lg(l—|—ni)=

=(—""P_‘h‘—;‘)(n_};_'%,.bzpz+'k )

h2
=—h—} o+

h
lgB=(—n—+ np+ h——%)lg(l—————ﬁ)=

=(—n+npt+h—1)|— b _ P )=
= P ‘-3)( —— %(n—np)z )_
hz
— st
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V obou fadéch jsme podrieli (vedle ¢lenu & nekonedné vel-
kého) jen konedné velidiny; vynechané ¢leny jsou nekonetnsd
malé. Mdme tedy
hl
h? , AB — e_ 2np (1—p)

A = g =)
hl

-
e np (1—p)

"'=]/2nnp(1-—p)'

Z tohoto vzorce plyne, %e pravdépodobnost P, dosahuje
maximalni hodnoty v piipads, Ze b = 0, t. j. kdyz m = np;
v tom pFipadé je podet zdafenych pokusd (= np) v poméru
p : (1 — p) k podtu nezdafenych (srv. odst. 13¢) a mdme

1
P, =
Mmaz J2rnp (1 —p)
Roste-li thrnny podet pokusii n do nekoneéna, konverguje
i tato maxim4lni hodnota pravdépodobnosti Py, k nule.

b) Ve vzorci h=m —np miZe m nabyvati hodnot
0,1,2,...n a tedy A jen hodnot — np,—np+41,...,
— np + n. Ale k nékterym vypoétim se ndm hodi povaZo-
vati ve vzorei (1) k za spojité proménnou velidinu.

Pro veliké = je nejen Py, vyjidiend pfibliZné pravou stra-
nou vzorce (1), mald, nybr? také derivace podle & je mald,
nebot

(1)

)

hl
de h e_ 2np (1_?)

" Jam e 1 — 8
Tato okolnost dovoluje vyjadriti P,, jakoZto plochu. V dia-
gramu (obr. 1), jen% udiva P, jakoZto funkci proménné A,
je, ponévad? tedna kfivky m4 pfiblizné nulovy sklon k ose

Ok, (vyddrkovand) plocha omezend dvéma pofadnicemi, p¥-
sludnymi tsedkdm h a kh + 1, pfibliZné rovna obdélnfku
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NN'M'M o zédkladn& =1 a o vySce NM = P,(h). P, je
&iselnd rovna ploSe obdélnika a tedy také velmi pfibliZné oné
vydarkované ploSe. Pravdépodobnost, Ze ichylka jest rovna
bud A,, nebo k; 4+ 1, nebok, + 2, ... nebo A, (jinymi slovy:
%e jest obsaZena v mezich k, aZ h,), rovnd se soudtu Pp(h,) +

Bth)

:’

0 N N h
ONah, ON'=h+1
Obr. 1.

4+ Pu(hy+ 1) + ... + Pplhy). Tento soudet se d4 nahraditi
soudtem obdélnikd takovych jako je NN'M'M anebo sou-
¢tem vydarkovanych ploch, ktery se rovnd integrélu (h, <

< ha) hat1 m

e 20 (1—p)
T — dh-

7 Vemap(T—p)

Pro piipad, Ze n a kg jsou velkd &isla, miZeme pséti by na
misto kg + 1 a mdme vzorec

by M
e 2 (0—P)
2 Vemap (1 —p)

Vysledek vypoéti shrneme touto vétou:

Budif p konstantni pravdépodobnost, Ze néjaky pokus se
z1aft, n poéet vzdjemné nezdvislych pokusi, m podet zdafenyjch
mezi nimi a tedy np stfedni hodnota poltu zdafenyjch pokusii;
pravdépodobnost, e dchylka m — np jest obsafena v mezich
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hy a hy (hy < hy), jest uddna pFiblizné vzorcem (3) a to tim
presnéji, &im je n vét3i.

Pfipomerime jesté pfedpoklady, za kterych byla odvozena
formule (3); » je tak veliké, Ze faktoridly v péivodni formuli
pro Py, (viz (1), odst. 13.) se daji nahraditi pfibliZnymi vyrazy

podle Stirlingovy formule; i_ zlstdvd mensi neZ uréité ko-
n

ne&né &islo; h, je tak veliké, Ze v horni mezi integrdlu (3)
miZeme psati ky misto ky, + 1.

Podftdme-li podle (3) pravdépodobnost, Ze uchylka,
m — np jest obsaZena v mezich — o0 ... 4 00, vychézf

+ o _ ht
e 2np (1—p)

bl T —P

a zavedeme-li integraéni proménnou » rovnici
ul/2np (1—p)=h, V2np (1 — p) du = db,
je (viz odst. 19a)

+

P(—oo<m—np<+oo)=i_ [e'“'du:l.

Tento vypodet viak neni pfesny, nebot vzorec (3) plati jen
pro velké n; h nemize byti vétsi nez n, zde se viak integruje
podle %, pfi konstantnim », od — 00 do + 0. K pfesné&jdim
vypoltim se doporutuje uZivati pivodni Newtonovy for-
mule (1) odst. 13. pro Py,.

¢) Jakozto piiklad uvedme pokusy s minci. Padne-li na lic,
povaZujeme pokus za zdafeny, padne-li na rub, za nezda-
feny. Ponévadz je zde

plati
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n n n! 1
mp=grh=m— P = o W Gn =) o

Niésledujici tabulky udévaji hodnotu P,, jakoZto funkei
veli¢iny 4 a to pron = 2, 4, 6, 8:

A1 0 1 |Al—2—1 0 1 2‘
n=2|0——mF—— n=4
P T 11 Pal s 7 s 7 B
|h|-3—2—10 1 2 3
n=6 15 o 1 1] 1
|Pm| s & 3% 32 3t & o
_glhl—4 -3 -—2-10 1 2 3 4
\Pm| 785 vie ¥ ¥¥s 255 56 P56 8§ ¥HE

Prisludné &ty¥i diagramy (obr. 2. az 5.)

14
[~
n=2 /"\‘\
,I \\
hn
4 0 1
Obr. 2.
1
4
ne4
a'“‘\‘
- -~ N
— "' \\‘ h
2 -1 0 1 2
Obr. 3.
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ukazuji, jak se lomend ¢4ra, spojujici po dvou sousednf body
diagramu, bliZi — roste-li n — ke kfivce, kterd probihé velmi
blizko osy Ok a kterd m4d také viude velmi maly sklon (srv.
hofejsi graf v odst. b), obr. 1.).

x)
R
b ]
_,——""——— \“'\\ M
3 -2 <1 0 1 2 3
Obr. 4.
1
B
n=8
Rt e
-4 -3 2 4 0 1 2 3 <
Obr. 5.

2|. Laplaceova vdta. Ciselné pFiklady. a) Rovnice (3) odst.
20. vyjadiuje t. zv. Laplaceovu vétu (kterou viak znal jit
d¥ive Bayes). K odhadu pravdépodobnosti, %e tdchylka je
v danych mezich, upravime onu rovnici na jednodussi tvar.
Za tim itelem zavedeme pomocnou funkeci proménné #:
t

O1t) = 1/2—1_: fe—" dz,

0

Bv. 58 — 4 49



jejiZ hodnoty najdeme v tabulkdch. Uvedme vytah 2z tabulek:

t o) t O()
0,00 0,0000000 1,20 0,9103140
0,20 0,2227025 1,50 0,9661052
0,40 0,4283922 2,00 0,9953223
0,50 | 0,5204999 3,00 0,9999779
1,00 ’ 0,8427008 4,00 0,9999999847

O(t) se tedy velmi rychle bliZi jedné, roste-li ¢.

Zavedme do rovnice (3) odst. 20. integraéni proménnou
x rovniei

xv2np (1 — p) = b, V2np (1 —p).dz= dh;

pro b, < h, a pro veliké n dostdvame

Phy < m—np < hy) =

h 3 (1)
— 10 ___2_) _ o(—-———)
b (l/znp 1—p) : J2np (=)
Klademe-lih, = 0, k; = k > 0, je

3
P — h) = . —
O0<m—mnp<h) w(l/znp(l—p))

klademé-li — hy = hy = & > 0, je

3
P (—k<m—np<h)=@(——__)
J2np 0 =)

nebo

h
P (jm— By=0|—010 ).
(jm = el < B (V2np a— P))
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b) Pifeme-li
hl h!
] = t, _
J2np (1—p) V2np(l —p)
vyché,zitaplaceova véta (1) v této uprave (prot, < ¢,):
Plap+t, )2np (T —p) <m < np+t, |2np 1 — p)] =

ty

e (2)
= _Td .
=
[

Véta (2) plati pfiblizné pro velké hodnoty &isla n; piesnd
vzato je

LimP{np+ t, |2np (1—p) < m < np+t; |2Znp (1—p)] =

=@ t.
e
= f S — dx. (2a)
t Vn

Pravdépodobnost, fe v fadé n pokusit bude polet zdafenych
obsaZen v mezich

np —t|/2np (1 —p) & np+ tJ2np (1 —p)
rovnd se O(t) pro velké n.

Tato pravdépodobnost zdvisi tedy jen na &fsle ¢ a nikoli na
p ani na n.

t

Volme za ¢ postupnd &fsla 0,476936, 1, 2, 3, 4. Z tabulek funkce
O(t) najdeme tyto pravddpodobnosti:
Nésledujfcf tabulke obsahuje v levém sloupci meze pro tchylku
h a v pravém sloupci pFisluiné hodnoty pravdépodobnosti, Ze h je
v téch mezich:

np + 0,4769 . |/2np(1 —p) 0,5
np + |2np(1—p) 0,8427 @)
np + 2|/2np(1 —p) 0,9953
np + 3}/ 2np(1 — p) 0,09998 J
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Ptiklad 1.: Hézime penizem; pravd&podobnost, Ze padne
lic, je p = 4. Dosazujeme-li do pfedeslych &tyF Fadki za »
postupné

n = 20 000; 2 000 000; 200 000 000,
takZe
2np (1 —p) = 100; 1000; 10 000,

dostaneme tuto tabulku:

Meze, v nichZ mé byti obsaZen podet m zdafe- .
nych pokusit Pifslusnd
pravdépodobnost

pron = 2.104 | pron = 2.10% | pron = 2.10°

10¢ + 48 10% 4 476 10 + 4769 0,5

10¢ + 100 10¢ 4- 1000 108 + 10 000 0,8427 ..

104 4 200 10® + 2000 108 + 20 000 0,0953 ..

10¢ + 300 10* 4 3000 108 4 30 000 0,99998 ..

Pfiklad 2.: Hazime kostkou; pravd&podobnost, Ze padne
jedno oko, je p = }. Zase dosazujeme postupné n = 18 000;

1 800 000; 180 000 000, takze V2np (1 —p)="171, 707, 7071
(ponévadz l/50 = 7,071, ...) a dostaneme tyto vysledky:

-Meze, v nichZ mé byti obsaZen potet m zdafe-
nych pokusi Pifsluiné
pravdépodobnost

pron = 18.10% | pron = 18.10% | pro n = 18.107

3.10° 4 34 | 3.10° 4+ 337|3.10" + 3372 0,6

3.108 £ 71 | 3.105 + 107(3.10° + 7071 0,8427

3.10° + 141 3.105 + 1414 3.107 £+ 14 142 0,9953

3.10° 4 212 | 3.10% 4+ 2 1213.10° 4+ 21213 0,99998

22. Srovnéni theoretickfch vzorch s vysledky pokusd. Vzorce
uvedené v piedeslém odstavei daji se kontrolovati, srovné-
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me-li je s vysledky skuteénd provedenych pokust. Rozdélme
viechny pokusy v s serii; provedeme nejprve » pokusi prvé
serie, mezi kterymi bude m, zdafenych, pak n pokusii druhé
gerie, mezi kterymi bude m, zdafenych atd. Pfedpokldddme,
%e pravdépodobnost p, Ze se jeden pokus zda¥i, je konstantni,
Ze jsou pokusy nezdvislé jeden na druhém a %e dan4 &isla n
(potet pokusit v jedné serii) a s (pofet serif) jsou velikd.
Srovndni theorie s pokusy je zajimavé hlavné v téchto v&-
cech:

a) Empirické (t. j. odvozend ze statistiky pokusi) stfedni
hodnota podtu zdafenych pokust v jedné serii je arithme-
ticky stied &fsel my:

my+ Mg+ ... 4 my

s.h'.(m) = p

(1)

8. h'. znadf empirickou stfedni hodnotu. Toto &slo se m4 p¥i-
blizné shodovati s theoretickou stfedni hodnotou s. h. (m),
kter4 je rovna np (odst. 14a).

b) Empiricks stfedni hodnota &tverce (m — np)? vichylky
pro jednu serii je

s.h'. (m —np): =

(my — mp) + (my—npf + .+ (m—np) ()
8

Toto &islo m4 se shodovati s theoretickou stfedni hodnotou
étverce uchylky, kterd je podle rovnice (1) odst. 15. 8. h.
(m — np)® = np (1 — p). Stiedni hodnota &tverce relativni

tchylky (viz odst. 15¢) je
2
s. h'. (ln- — p) =

n

s ey

8
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2 _—
theoretickd hodnota je s. h. (71,"1 — p) = ?Ln-—p)

c¢) Napidme uchylky pro kazdou z s serii:
My — NP, My — NP, ..., My — NP
a spoditejme, kolik z nich jest obsaZeno v mezich A, aZ k,;
toto ¢&islo délené poftem s serii, uddvi empirickou hodnotu
pravdépodobnosti, Ze ichylka je v onéch mezich a m4 se sho-

dovati s theoretickou hodnotou té pravdépodobnosti (vzorec
(1) odst. 21.).

Jinak vyjddfeno: theoreticky podet serii, ve kterych jest
odchylka obsaZena v mezich A, a% h,, je podle citovaného

vzorce
8 h h
2 [ (Vznp 1—p) J2np (1 —p)

Prohy = —hy =k > 0 bude

[2np (T—p)
theoreticky potet téch serif, u nichZ absolutni hodnota
tdchylky je mensi neZ A.

d) Oé&ekdvdame, Ze &isla m,, m,, ..., m, budou se liiti od
np nejvyde asi o 4 3}/2np (1 —p), nebot podle &tvrtého
vzorce (3) odst. 21 je jen nepatrnd pravdépodobnost, Ze m
by se ligilo od np vice neZ o + 3V2np (1—p).

Statistika o vysledcich velkého poétu pokusii miZe slou-
Ziti, podle toho, co bylo uvedeno v tomto odstavci, ke kon-

trole theoretickych vzorcl o pravdépodobnostech a stfednich
hodnotéch.

23. Zobecndnl Laplaceovy véty. Vyjdeme z Laplaceovy véty
vyjédiené rovnicf (2a) odst. 21. (pro ¢, < ty):
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limPlnp + t, |2np (1 —p) < m < np + t, Y 2np (1 — p)] =

fn=a
Ly
= fi_e—" dzx. (1)
/=
ty

Veli¢ina m (podet zdafenych pokusi) dé se podle odst. 14b
pojimati jakoito soudet » wveli¢in: M 4 2@ + ... 4 2™,
z® zdvisi na vysledku i-tého pokusu.

Laplaceova véta nazyva se nékdy také véta o limité prav-
dépodobnosti, ponévadZ se vztahuje k limité pravdépodob-
nosti (pro n = o), Ze tento soulet jest obsazen v mezich z4-
vislych urditym zpisobem na n. S tohoto stanoviska lze
Laplaceovu vétu zobecniti jak ndsleduje.

Predpoklédejme, Ze kondme Fadu pokusd vzdjemné nezé-
vislych, takZe vysledek nékterého z nich nem4 vlivu na prav-
dépodobnosti, se kterymi se odekdvaji vysledky jinych.
i-tému pokusu pfifadime veliéinu z(), kterd miZe nabyvati
riznych hodnot, podle toho k jakému zjevu vedl onen pokus.
Necht jsou E,®, E,, ... zjevy, které se mohou vyskyt-
nouti jakoZto vysledek i-tého pokusu a necht nabude z(®
hodnoty o ¥, vede-li 1-ty pokus ke zjevu E,®. Pravdépodob-
nost, Ze se £ vyskytne, budiZ p,®; plati, Ze pp® = P(z® =
= 0¥, a médme

a® = 5. h. (1) = DM o, Jppd = 1;
% )

soudty se vztahujf ke viem moZnym eventualitdm -tého po-
kusu (soudet mé tolik &lentl, kolik mé -ty pokus riznych
moZnych vysledki).

Zavedme do pottu absolutnt moment d;®) stupné 6 (8 > 0)
velidiny z():

di® = 5. h. [z —a®)P = Zp,‘(-‘) |0 — a®)o.
P2

Absolutni moment d;(? druhého stupné je totoZny se stied-

nf hodnotou &tverce tchylky.
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d® = s. h. (20 — @) = > p (oD — a®)2.
k

Uchylka se zde polits tak, Ze se kaZdé velitina x() odeditd
od své stfedni hodnoty a(®, kterd sama zévisi na ¢ (v jedno-
duchém pripadé 15b) byla s. h. viech veli¢in = stejnd,
rovni p).

Zobecniti Laplaceovu v8tu znamend nalézti podminky, za
kterych plati (pro ¢, << ¢3)

limP[tl Vz Z dy@ < Z 2D — a) <ty Vz 2. d¢(2)]

n=oa0 t=1

= (2)
V?v'

Rovwnice (1) je speclalmm piipadem rovnice (2). Ptipusti-
me-li totiZ, Ze z() miZe nabyti (jako v odst. 14 a 15) jen hod-
not 1 aZ 0 a to s konstantnimi pravdépodobnostmi p resp.
(1 — p), bude

n
al®) = P, Za;(") = m, d;{® = s. h. (¥ — p)z = p(1 — p),

=1

Z(x(') —a®) = m —np, ng(z) = np (1 — p) (podle odst. 15);
i=1

rovnice (2) pak pfejde v (1).

Laplace se zabyval mySlenkou odvoditi obecny zdkon pro
pravdépodobnost, Ze soudet velikého podtu n ndhodnych
velid¢in jest obsaZen v urditych mezich (zdvislych na ). Do-
kézal vétu ve zvliStnim piipadé (1). Obtiz zobecnéni je
v tom, Ze tfeba voliti pra.vdepodobnostl £® i hodnoty o®
tak, aby bylo vyhovéno rovnici (2). Cebydev uéinil v tomto
sméru dalsi kroky, a a&koli ne]sou jeho vysledky tplné, uk4-
zaly se jeho methody cennymi. Cebysevovy diikazy zdoko-
nalil Markov. Pozdéji Ljapunov dokdzal Laplaceovu vétu

56



v obecndjdim znéni neZ Markov. Nové vysledky a nové
methody v tomto oboru jsou uvedeny v knihdch: A.
Khintchine (Chindin): Asymptotische Gesetze der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (Berlin 1933); S. BernJtejn: Téorija
vérojatnostéj (Moskva 1946, 4. vyd.).

24. Zakon velkych tisel. Markovova véta. a) Konime neome-
zenou fadu pokusi; vysledek i-tého pokusu uréuje hodnotu
velid¢iny z(®. MoZné hodnoty velidiny z( necht jsou a;®,
ag®, ... 8 pHsludnymi pravdépodobnostmi p;®, p®, ....
Budiz a® jako v odst. 23., s. h. velid¢iny 2, tedy

8. h. (@) = a® = DpDog®, i=1,2,3,....
k

Utzivajice ndzvoslovi obvyklého u ruskych matematikd
pravime, %o velidiny 21, 2(®), ... spliiujt 2dkon velkych &sel,
je-li
2 2@ 4 2™

n

f=wo

lim P(

aV) 4+ a® + .. 4 a™
n

_<__e)= I, M

kde ¢ je libovolné volend kladné konstanta. Smysl rovnice (1)
je ten: pravdépodobnost, Ze aritmeticky stfed velidin =V,
.«., 2™ ge 1idi od aritmetického stiedu jejich stfednich hod-
not o méns ne? ¢, bliZi se jistots, roste-li » do nekoneéna.

Kdybychom volili hodnoty o, kterych mohou nabyvati
velidiny z() jako% i ptisludné pravdépodobnosti p# docela
libovolng, neplatil by zékon (1) obecné. Aby platil, je tfeba
omeziti néjakym zpisobem tyto veli¢iny. Uvadim zde Mar-
kovovu vétu, kterd stanovi postadujici podminky k platnosti
zékona velikych &isel a kterd je pozoruhodnd tim, Ze plati
také pro veli¢iny 2 vzdjemné zdvislé: BudiZ

By=1s.h.[2® 4 2@ 4 .. 4 2™ (a0 4 a® 4
+ .-+ e
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velidiny = spliiuji zdkon velkyjch &tsel, je-li

lim 32— 0. @)

n2
Markovoviv dikaz uzivd CebySevovy nerovnosti (viz odst.
12.). PoloZme pro struénost
Yn =2V 4 2@ . 4 ™ — (aV) 4 a® ... | aM);
B, = 8. h. y,2.
Podle druhé nerovnosti (4) odst. 12. je

—_ 1
P(lyn|<tl/Bn)g I_F

P(@«V&')zl—l.
n ntl = A

Kladné é&islo ¢ miZe byt libovolng veliké, takze 1 — % se lisi

aneb

libovolné mélo od jednotky; vzhledem k pfedpokladu (2)
miizeme voliti pak » tak veliké, Ze ¢ li;' = ¢, kde ¢ je libo-
n

volné dané kladné é&islo. Je tedy
P( L B e S L

n
a® 4 a® | ... 4 a™
n

1
<€)g l—t—z,

z &ehoZ plyne platnost limitnfho vztahu (1), t. j. zdkona vel-
kych ¢&isel.

b) Uvedme nékteré specidlni pi{pady, ve kterych je splnéna
podminka (1). Zdkon velkych &isel plati, jsou-li velidiny x®
vzdjemné nezdvislé a je-li
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8. h. (@9 —aOP = Sp0 (® —aPP < 0, (3)
E
kde C je konstanta (Cebysev). Nebot v tomto piipads je

n
B, = 8. h. (z® —a®) 4

i=1

+ 2> s h. [z — a®) (B — a®)].

1<i<ksn
Ponévadz prvni souéet md n &lend, z nichZ kazdy je mensf
ne¥ C a ponévadi

8. h. (z® — ) = o)) — q= 0,
a vzhledem k nez4vislosti veli¢in 29 (odst. 10b)
8. h. [ — a®) (20 — a®))] =
= 8. h. () —a®) . 8. h. (z® — a®) = 0,
je B, < nC; rovnice (2) plati.
Poissonova véta: Je-li p pravdépodobnost, e v neomezené

fad& navzdjem nezdvislych pokusi t-ty pokus se zdaft a je-li
mezi pronimi n pokusy m zdafenych, je

1 =
— ()
n izlp

Nebot zde jsou pro kaidy pokus dva mozné vysledky, a

limP( m_
n

n=@

< £)= 1. (4)

a,® =1, 7, =0, p,® = p® p,& = 1 — p®,
8. h. 290 = a® = p®, g h. (z{) —a®)2 =
= p@ (1 —p¥) <1,
takZe je splnéna podminka (3) pro C = 1. Jeito z 4
+ z® + ... 4- 2™ = m, piechdzi rovnice (1) ve (4).

Bernoulliova véta (odst. 16.) je specidlnf pfipad Poissonovy
véty (4); obdriime ji ze vzorce (4) pfedpoklddajice, Ze kaZzdy
pokus mé konstantni na ¢ nezdvislou pravdépodobnost

p(') = p,
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25. Néhodné rozd8lovanl pfedmdtd do pFihrddek. a) N pied-
mé&ti se rozdéli do v pfihrddek; kazdy pfedm&t m4 stejnou
pravdépodobnost, Ze pfijde do jedné uréité piihridky jako
do jakékoliv jiné (pravd&podobnost dostati se do urdité pfi-
hridky je p=1:). Jak velkd je pravdépodobnost, Ze
v dané pfihrddce bude pravé n predmétd (n < N)? Za pied-
pokladu nezivislosti (dostane-li se nékolik pfedmét do jedné
pfihrddky, nem4d to vliv na pravdépodobnost, se kterou se
tam mizZe dostati dalsi pfedmét) je podet vech moZnych p¥i-
padil »¥, t.j. pottu variaci N-té t¥idy z » prvki (odst. 3b).
Pfiznivy pfipad je ten, Ze do zvolené ptihrddky se dostane »
predméti a Ze zdroven viechny ostatni pfedméty budou jak-
koli rozdéleny do ostatnich » — 1 pfihrddek. Poéet piizni-
vych piipadd je tedy roven poétu kombinaci n-té t¥idy z N
prvkd, coz je (N), podle odst. 3¢, ndsobenému poétem variact
(N — n)-té t¥idy z v — 1 prvki. Hledana pravdépodobnost
P je tedy ddna vzorcem

N(N—1)..(N—n+4+1) (r—1)¥
1.2.....n ) W 1)

Vzorec (1) je v podstaté totoZny s Newtonovym vzorcem (1)
odst. 13. Nebot poloZime-li p = 1/v a ndsobime-li &itatele
i jmenovatelev (1) &islem »¥—7,vychdzi{ P=(N),p™(1—p)¥ =,
coZ se shoduje aZ na oznadeni s vzorcem (1) odst. 13. Srovnej-
me tlohu o zafadovéni pfedméti s dlohou o opétovanych
pokusech (odst. 13): Dvéma moZnostem: zafaditi pfedmét
do uréité pfibradky A & nezafaditi, odpovidaji dvé mo-
nosti: pokus se bud zda¥i nebo nezdaii; N (podet pfedméti)
odpovid4 dhrnnému poétu pokusil; » (podet prihrddek) jest
obricend dmérny pravdépodobnosti p, Ze se pokus zdafi
(p=1v1)); n (potet pfedméti v piihridce A4) odpovidd
podtu zdafenych pokusi.

b) Ve vzorei (1) uddvéd pomér N /v kolik pfedméti je pri-
mérné v jedné pfihrddce. Piedpoklddejme Ze N i » rostou
do nekoneéna, ale tak, %e je vidy primérnd k pfedmétd
v jedné piihradce; & je dané &islo. Bude tedy

P=
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im E:k,
a0 14
N (N 1 N n—-1
lmP — li v o\ v v v {1 1\
— 1.2.3...n | —
nebo
in
LimP = —e—+. (2)
r=m n!

Je-li tedy velmi velky podet pfedméth rozdélen do velmi
velkého pottu pfihridek a to tak, Ze na jednu piihrédku
pripadne primérné k pfedméti, uddvéd prava strana rovnice
(2) pravdépodobnost, %e v dané piihrddce je pfesné m pfed-
méth. (2) se nazyvd Poissonovou formuli.

Uhrnné pravdépodobnost, ze v dané pfihrddce bud neni
zddny pfedmét (n = 0), nebo jen jeden (n = 1), nebo jen
dva (n = 2) atd. je

k K2 o
(1+ﬂ+ﬁ+§!—+...).e_*=ek-e_k= 1,

rovnd se tedy jistotd.

c) Poissonovu formuli lze vylofiti geometricky takto:
Na neomezené pfimce ¢ jsou rozsety body tak, Ze na jednotku
délky pfipadne primérnd k bodi; pravdépodobnost, Ze jich
bude pfesné » na zvolené dsedce o délce 1 cm, rovn4 se pravé
strané rovnice (2).

Pravdépodobnost, Ze na tiseéce o délce z, zvolené na pfimce
¢, bude piesné n bodi, je podle (2) rovna

(k)™

e—kz,
nl
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nebot, volime-li usetku o délce x za jednotku délky, bude
na této novée zvolené jednotce primérné kz bodi.*)

*) Pro &tenéafe, ktefi se zajimajf o podet pravdépodobnosti, uvidim
nézvy ndkterych uebnic urdenych pro zadatelniky:
Fréchet-Halbwachs: Le Calcul des probabilités & la portéc de tous

(Paris, 1924).

Borel-Deltheil: Probabilités, erreurs (Paris, 1923).

Coolidge: An Introduction to Mathematical Probability (Oxford,
1925).

Vyslo téZ némecky:

Coolidge-Urban: Einfilhrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung
(Leipzig, 1927).

Castelnuovo: Calcolo di Probabilitd, seconde ediz., ve 2 svazcich (Bo-
logna, 1925—28).

Uspensky: Introduction to Mathematical Probability (New York,
1937).

Borel: Eléments de la Théorie des probabilités, 31¢me édition (Paris,
1924).

Czuber: Die Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendungen auf
Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung, 3. Aufl.
(Leipzig, I. 1914, I1. 1921).

O pottu pravdépodobnosti v souvislosti a jeho uZitim ve fysice,
v biologii a psychologii a s otézkemi filosofickymi jednA spis:

Borel: Le hasard, Paris 1920.

Konednd upozortiuji na encyklopedické dilo, které ddvé pfehled

o otézkdch pottu pravddpodobnosti a o jeho aplikacich v raznych

oborech:

Traité du Calcul des Probabilités et de ses Applications publié par

E. Borel. Vyslo ve &étyfech svazcich v PafiZi 1925—39.

Jako doplndk uvad{ redaktor knihu:

V.J. Glivénko: Téorija vérojatnostdj (Moskva, 1939).

Spis obsahuje axiomaticky budované zéklady podtu pravdépo-
dobnosti s obsahem men&fm, ne% tato knitka. Cesky preklad spisu
od prof. Dra K. Rychlfka je v tisku.
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