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IV. KRUH A KOULE

Na oba tvary dovedl starovék i stfedovék vzhliZeti velmi
romanticky a obdivoval se jim z n8kolika divodd.

Kruh pry jest obrazec nejdokonalejsi a nejdileZitdjsi;
pFiroda sama ho napodobi, nebesa a jind té&lesa jsou okrouhl4,
ponévadZz v kruhu jest jedind dokonalost. Clovék rovnéz
své vyrobky nejradéji krouZ{ do kruhu a koule (nidoby,
ti8e & j.). Jinou vyznalnou vlastnost, kterou pfitkli kruhu,
byl nejvétsi obsah, ponévadZ kruh nem4 %ddnych koutii ani
rohd. A hle: po tisicileti stdl ¢lovk bezradn® nad timto
nejdokonalej§im vtvarem, chtél-li FeXiti dlohu, kterd se mu
vnucovala vidy, setkal-li se s itvarem rovinnym i prostoro-
vym: seznati obvod, obsah, povrch, krychlovy obsah. Tuto
tlohu rozfesil vzorci nékdy velmi sloZitymi (Herondv vzorec
pro obsah trojihelnika daného stranami nebo obdobny
vzorec pro obsah &tyfihelnika t&tivového). PFi svém nej-
obdivovangjsim dtvaru musil se spokojiti hrub&im & jemnéj-
&fm odhadem. JiZ v tom byl veliky pokrok, kdyZ otdzka byla
formulovédna do véty: kolikrdte lze nanésti primér kruhu
na obvod? Velmi zdhy se v3ak védélo, Ze ze zndmé délky
pruméru kruhu lze vypodisti jeho obsah a obvod. Nejhrubii
odpovédi na tuto otdzku bylo, Ze primér na obvod lze na-
nésti tiikrite. Ve Starém Zékoné v tfeti knize Krilovské
(7,23) &teme li%eni o vnitinim zaFizenf chraimu Salamounova,
stavéného asi tisic let pfed Kristem ... ,,Dédle udélal mote
lité deset loket od kraje ke kraji okrouhlé viikol ... provazec
na tficet loket bylo dluZno ovinouti kolem ndho*. (Hejél,
Bible &eskd, 932). Egyptsky Ahmes, Zijicf asi pét set let pfed
biblickym Abrahamem. uréil pomé&r obvodu kruhu a priméru
jeho na (%#)? = 3,1605; nejdokonaleji uréil tento pomér v tfe-
tim stoleti pfed Kristem Archimedes, seviev ho nerovninou
314 <p<34¢ili3,1408 < p < 3,1428, takZe aritmeticky stfed
obou mez{ jest 3,1418, tedy 00,07%/,, vice neZ hodnota, kterou
zndme my. Pfiblizné hodnoty %? uZivé se pro zb&iné vypodity.
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Archimedes té% v&dél, Ze povrch koule jest &tyfikrite tak
velky jako obsah nejvétitho jejfho kruhu. I divili se Rekové
nemdlo, %e existujf rovinné utvary omezené kruhovymi
oblouky, jichz obsah lze pfesné vypoéisti. Nejproslulej&im

itvarem tohoto druhu

jsou t. zv. Hippokratovy
méstéky (viz obr. 34),
obsah obou mési&kd jest
totiz 47 (Ja?+ 1b%) +
+ $ab — jnc® = }ab,
rovné se tedy obsahu da-
ného pravoihlého troj-
dhelnfka. Jiné itvary,
které Reky zajimaly,
rovnéZ pochdzeji od Hip-
pokrata, jest to arbelos
(ntZ, knejp; viz obr. 35)
Obr. 34. a salinon (snad mofské
viny).

Obsah prvnfho jest
PR —r2—r?) =dn (PP — (r, + 1,2 + 2rry) = Aryry =
=z 3(V2r,2r —2r)1,
tedy jest tak velky jako kruh nad usedkou CC’ sestro-
CI

~TY

& . ::_33

38



jeny jako nad primérem; délka druhého dtvaru jest
polovina obvodu dané kruZnice. Podobn? se téméf o dva
tisfce let pozdéji podivoval italsky matematik Viviani tomu,
Ze plocha, jeZ z polokoule o poloméru r zbude vytnutim dvou

Obr. 38.

okének (po n&m zvanych Vivianiho) s pomoc{ dvou rotaénich
véled majicich podstavu na spoleéné hlavni kruznici o polo-
méru rovném poloviné poloméru daného kruhu, jest rovna
ttverci nad primérem tohoto kruhu. (Dikaz se provédi
integrélnim pod&tem). (Obr. 36.)

I vinuly se snahy matematikd od nejstariich dob aZ po
nade dvéma sméry; nékteff snaZili se &iselnd co nejpfesnéji
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urditi tento pomér, druzi hledali souvislost mezi obsahem
kruhu a obsahem jiného utvaru, jemuZ starov®kd mystika
a stfedovékd romantika rovnéz pfifkla vy3si dokonalost,
totiz se dtvercem; nalézti &tverec, jenZ by svym obsahem
rovnal se obsahu daného kruhu, bylo pfedmétem tvah nes-
fetnych matematikd; jest to t. zv. kvadratura kruhu
nelisici se podstatné od rektifikace kruZnice nebo jeji d4sti.
Toto usilovéni vyvrcholilo koncem stoleti Sestndctého, kdy
(na pt. Vieta) vypoc&etli hledany pomér na deset, dvacet i vice
desetinnych mist. Stanoveni tohoto poméru i jeho pojmeno-
vani zlstane spjato s jménem holandského matematika a vo-
jenského stavitele Ludolfa van Ceulen (téZ Keulen, Collen).
Poméru tomu se dostalo oznaéeni 7 a ndzvu éislo Ludolfovo.
Ludolf sdm vypoletl toto misto na 35 desetinnych mist.
Poznamenejme, Ze tento védecky zipas o stanoveni éisla
7t nadel odezvy i v J. A. Komenského Labyrintu svéta a lust-
hausu srdce v 10. odstavei XI. kapitoly: ,,Ktefi mezi nimi
nejucenéjsi byli sestupovali se do prostfed a pokouseli se
odsi velmi usilné, nadez vidél jsem, Ze jini vSichni s otevfe-
nymi dsty ofekdvaji; a bylo o tom Fedi mnoho, jak by to nade
vieho svéta subtilnosti divnéjsi bylo, a kdyby se vynalezlo,
%e by jiz nic nebylo nemozného. J4 tedy, co to jest, védéti
zddostiv jsa, pFistoupil jsem a spatfil, Ze kolo mezi sebou majf,
o néz otdzka jest, jak by z ného quadrit udéldn byti mohl ....
Tozt po malé chvili nenaddle jeden vyskodi volaje: Mim,
mém tajemstvi odkryté, mam! I shlukli se k nému v3ichni,
vidéti a diviti se chvdstijice. A on vynesa velikou knihu
in folio, ukazoval jim. I stali se hlasové a pokfikovéni, jakéz
po vitézstvi byva. Ale tomu plesdni jiny hned brzy pfitrz
udinil, co hlasu mél, kiide, aby se mdmiti nedali, Ze quadrat
neni, a postaviv jedtd vét3{ knihu, viecky onoho domnélé
quadrity zase v kola obritil, mocné to provods, Ze, ot se
onen pokusil, toho &lovéku dovésti moZno neni. I sklopili
viichni hlavy a navritili se k dardm svym®. '
Vypodet Ludolfiv uddvé &islo s pfesnosti pro praktické
potieby aZ zbyteénou, vidy? pouZijeme-li pouze prvmich
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péti desetinnych mist = = 3,14159, dopustime se, poéditajice
obvod kruZnice o poloméru 1 km, chyby pouze asi 15 mm.
Ludolfiv vypolet se stal jakymsi pravzorem pogetniho ne-li
matematického vykonu viibec a celé generace udily se téchto
tficet p&t desetinnych mist zpaméti. Aby se tato dlouhd
fada ¢&islic sndze pamatovala, byly vymysleny — a to ve viech
jazycich — rizné mnemotechnické pombcky. Jedna z nich
zaloZena jest na tom, Ze se tvofi véty sloZené ze slov, jeZ maji
stejny podet hlisek jako m4d jednotek odpovidajici &islice,

na piiklad: Mé,m, cl) Bofe, 6 veény, Dudolfovo pi pamétl

slabé své poda,t atd.
8

Oviem tato pomiicka md svoji vadu, nelze ji pouzit
pfes 31. desetinné misto, jelikoz na dalSim misté stoji 0
a recitdtor musi zmlknout. Proto pomicka podati véty,
jichZ slova zaéinaji touZ hldskou jako pislusnd ¢&islice, jest
ponékud lepsf: slova poéinajici pismenou ¥ znaéf 9:
Ta,kto ]ednou élovék ]eden peknou i'a,du dlouhou épa.tné

pamétl, tvrdoéljné pnpomnél Opakoval ré,dné slov fadu

tuto doéel této odmény Ca,s Eﬁa,stné dra.hy éeth.l C‘lovék ten

totli opét tretlho d.ne sumu fekl Pa.k délku nezapomnél
8 2 7 9 5

obvodu, obsa.h
8 8

Vypodet &isla na 35 mist byl mnohokrite a znamenité
piedstizen; pied sedmdesiti lety byl proveden na vice
nez sedm set mist (u nds dokonce pfed né&kolika lety
byl uvefejnén vypodlet &isla 7 na vice neZ tisic mist, ale ten
jiZ v prvnich desiti mistech se lidil od sprdvného vypodtu).
Vytrvalost téchto podtdfi opravdu lepif véci hodnéd snad
thvéla v touze podati néco bliZdtho o aritmetické povaze
&isla 7, neni-li pfece jen vyjddfeno &islem koneénym nebo
periodickym zlomkem; v obou pi{padech by bylo é&islem
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raciondlnim, t. j. takovym, Ze by je bylo moZno zndzorniti
podilem dvou é&isel celistvych kladnych; pak by oviem
kvadratura kruhu nebo rektifikace obvodu aspoii theoreticky
byla mozni. Soubéiné s témito vypolty (a jiZ dlouho pfed
nimi) usiluji praktikové aspon o riizné pfiblizZné konstrukee,
z nichZ velmi jednoduch4 a zdroven postaditelné pfesnd jest
konstrukce Kochanskiho (viz Hruska: Konstrukce s omeze-
nymi prostiedky, této sbirky &. 7, str. 53), uddvajici # =
= 3,141533; jeitd lepsi (avSak sloZitéjsf, takie pFesnost
vysledku jest ohroZena sloZitosti konstrukce) jest ndvod
Spechtiv (viz Sobotka, Deskriptivni geometrie promitdni
parallelniho, Sbornik Jednoty &. matematikd a fysiki, X.,
str. 612) poddvajici = = 3,1415919. AvSak timto jednodu-
chym zpiisobem nebylo moZno dosici védomosti o aritmetic-
kych vlastnostech ¢&isla 7, to stalo se methodami vy$Simi:
Lambert (1770) ukazal, Ze r jest &islo irraciondlni; totéZ pro
72 odvodil Legendre (1794). Lindemann pak pied Sedesdti
lety ukédzal, Ze Ludolfovo ¢islo nemiize byti kofensm Zddné
algebraické rovnice, jejiz koeficienty jsou é&isla celistvd,
tedy Ze jest &islo, jak se stru¢né Fikd, transcendentni. A tim
byl vlastné vynesen rozsudek o domnélé spravnosti laickych
konstrukef kvadratury i rektifikace. Skoda, %e nedolehl a%
ke stolim a rysovacim prknim pilnych pottéid a konstruk-
térh i nasi doby, ktefi své objevy sdéluji i na korespodend-
nich listeich i na rysech nékdy o ploSe i nékolika étverednich
metrid a neni pro né dost presvédéivych slov.

Ale pfece moderni doba dala starym v néfem za pravdu,
oviem otdzky, které si kladli oni, ponékud pozménila.
Nikoliv kruh, nybrz pomér jeho obvodu k jeho priiméru,
jest &islem podivuhodnym a objevujicim se pfi nesdetnych
prileZitostech a matematickych tdvahdch. Jest vyjddieno
fadami i souéiny, podivuhodnymi pro jejich pravidelnou
vniténi stavbu, na pf. fadou Leibnizovou

Z=l—p+i—t+..
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nebo z ni plynoucf fadou

4 1 1 1
8- 13 5atannt
Jiné Fady jsou:
n®

1 1
E=1+‘2—,+§2'+'-

4 1\2 1.3\2 1.3.5\?
rin +(§) +(2—4) +(24——e) toe
Uvedme jeté nekonedny soudin Wallisiv:

2 1.3 3.5 5.7

® 2.2°4.47°6.6°"
S jakou pfFesnosti urfuje Leibnizova Fada =z, sedteme-li
50 000 jejich ¢lenti? Pro skuteény vypolet se proto uzZilo
jinych fad, z této fady odvozenych.

RovnéZ myslenka starych, Ze kruh jest figura capacissima,
utvar nejobsaZnéjsi, ozvala se v modernim pojeti isoperi-
metrického problému, ktery hledd obrazec nejvétdiho obsahu
pfi daném obvodé&, oviem za jistych pfedpokladd. Jeden
z nich jest, Ze obrazec jest uzavienym tdtvarem konvexnim
(ovilem); kazd4 pfimka, kterd jej protind, &ini tak jen ve dvou
bodech. Vyloudime-li ze vztaht urdujicich obvod O a obsah
P kruhu polomér r, obdriime vztah O? = 4»P. Pro jiné
konvexni itvary rovinné pak plati 0? > 4xP. Podobné pro
povrch a krychlovy obsah koule P a K plati P? = 36nK3,
kdeZto pro ostatni konvexmi télesa (podobn& definovand
jako konvexni rovinné iitvary) jest P® > 36zK?2. Soustavné
o tomto problému pojednal na p¥. Blaschke: Kreis und Kugel,
19186.

a) Uvedme jests nékolik pikladd o kruhu a kouli. Sddast-
néme se tohoto mySlenkového pokusu: Rovnik mé délku
40 000 km = 40 000 000 m; nadechrdme-li nift o délce 0 10 m
vit&f neZ jest rovnik viude stejnd vysoko nad rovnikem,
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vznikme jist4 mezera; staéf jeji sffka, aby jf proklouzla myk?
Sifka této mezery (mezikruzi) jest

40000010 40000000

2z 2=x

tedy projde jf i prostfednd velky &lovék. Redte tutéZ vlohu
v tom piipadé, Ze o 10 m delsf nif nadechrdvdme kol hrachu,
jehoZ polomér jsou 3 mm. Jinou dpravu téZe tlohy lze &isti
u Jul. Vernea: O kolik delsi dréhu vykon4 hlava dvoumetro-
vého obra, obejde-li zemé&kouli po rovniku?

b) Do kopaciho mie o poloméru r vpravime jeitd k cm?
vzduchu, o& se zv&t3f jeho povrch, je-li £ viéi piivodnimu
krychlovému obsahu dosti malé? Je.li polomér pivodni
koule r, jest jeji krychlovy obsah $nr®, polomér koule po
vpusténf k cm3 jest urden rovnici

47 + K = 473,

3K\} K
fl—(fs-*- ):f—}—m—rz.

=10m :27—=— 1,6 m,

odkud

Plodny povrch této koule jest pfiblizné 47 (r2 + gK;),

takZe se proti plivodnimu stavu zvétéil o 2TK

¢) Podél rovniku nasypeme ndsep o &ffce 5m a vy3ce
2 m; od se zvétiila vaha zemékoule? Krychlovy obsah tohoto
prstence Ize poéitati jako rozdil dvou vilcd; neZ bude &tendf
pokradovati v fefen{ této tilohy, af si rozmysli, odkud vezme-
me stavivo na tento ndsep.

d) Narysujeme-li v kazdém vrcholu &tverce o strand a kruz-
nici o poloméru 4a, ohraniéi tyto kruZnice plochu o obsahu
a® — {na® = a® (1 — }n) = 0,215a% vedeme-li kruZnice
z vrcholl koso&tverce o ostrém thlu 60°, vznikne tak plocha
o obsahu }a?}/3 — }na? = a® (3V3 — }n)==0,081a3. V prvnim
piipadd pravime, Ze jsou kruZnice uloZeny nejvolnsji, v dru-
hém pFipadé pak nejtésndji.
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e) Obdobné tloha v prostoru o krychli a osmi koulich
sestrojenych ve vrcholech krychle a o poloméru rovném
poloving hrany vede k objemu a® — §7 (4a)® = @® (1 — }n)=
=0,476a3. UvaZujeme-li klenec omezeny Sesti shodnymi koso-
¢tverci o ostrém thlu 60°, vznikne mezera a? (§V2 —im) =
=0,173a%. Opé&t mluvime o nejvoln&jdim a nejtésn&jdim
ulozeni kouli v prostoru. Zejména druhy pipad zajim4i
i praxi, jde totiz o uloZeni drobného pisku, jim% prochizi
voda nebo o sloZeni z drobnych &dstidek rliznych kald v cu-
krovarnictvi (na pf. Burmester, Zeitschrift fiir angewandte
Mathematik und Mechanik IV., str. 33., Dr. J. Hrubisek,
Kolloidbeihefte, Bd. LIII., str. 385). P¥i nejt&sn&jéim uloZeni
(stejnych) kouli se kazd4 vnitini dotykd dvandcti vnéjsich,
body dotyku pak uréuji kubooktaeder, v ném% ve velmi
vzécnych pifpadech krystalisuje galenit &ili leSténec olovna-
ty. Téchto dvandct bodii lze viak téZ povaZovat za body
dotyku dvandctisténu kosoétvercového, v némz krystaluje
granét, odsud jiny ndzev tohoto t€lesa — grandtotvar.

f) Nejprve malou pozndmku z logiky. Ctenéf, jenz se jf na
stfedni 8kole zabyval, vi, Ze obrdtime-li soud ,,z 8 plyne P**,
obdrZime soud ,,z P plyne 8*; méné udendji a na vystiZném
piikladé: KaZdy sextin jest student, nenf véak kazdy student
sextdnem. Sprdvné obraceti soudy v geometrii jest velmi dile-
Zito i prospéino; tak mnohé véty se.dostdvaji teprve do pra-
vého svétla. Na pf. Obvodové vihly v kruZnici nad touZ tétivou
jsou stejné, ale plati opaéné: Geometrickym mistem bodi,
z nichZ Ize danou tsetku vidéti pod tym% tihlem, jsou dva
kruhové oblouky. Jest tedy véta o uhlech obvodovych
vyrokem do jisté mirylcharakterisujicim kruZnici, podobné
vlastnosti Z4ddn4d jind kfivka nem4.

Taime se, zda vlastnost kruZnice, %e jest viude stejné
»Sirokd®, t. j. Ze m4d viechny priméry stejnd dlouhé,
jest jejim charakteristickym znakem. K svému nemalému
piekvapeni zjistime, Ze nikoliv, Ze existuji i jiné kfivky,
které maji vesmés stejnou ,Sifku‘, Nutno si pfedeviim
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pojem &ffky podrobné&ji definovat. Omezme se jen na
ttvary konvexni omezené (ovdly). Vytkndme si mimo
tuto kfivku smér S a promitnéme do pfimky kolmo sto-
jici k tomuto sméru viechny body obvodu nafeho ovélu.
Paty téchto promftajicich rovnobéZek vyplni dsetku, jeji
délku pak nazyvame &ifkou kiivky dle sméru S. Tato ¢itka jest
na pf. u kruZnice pro viechny sméry rovna priméru této
kruZnice, u elipsy o poloosich a,b kolisdi mezi 22 a 2b.
Sestrojme si nyni obrazec omezeny oblouky téhoZ polo-

A

Obr. 37. Obr. 38.

méru a patiicimi k stfedovym Ghlim 60°. Snadno ukdZeme,
Ze tento oval m4 rovnéz touz §itku rovnou polomé&riim kruznie,
jejichZ oblouki jsme uZili k sestrojeni tohoto obrazce. Vyro-
bime-li si na pf. dfevénny model tohoto trojihelnika a ulo-
¥fme-li jej do &tvercové krabice o strané rovné ffce tohoto
ovélu, miZeme timto trojihelnikem gohybovati uvnitf &tver-
ce pravd tak bez zdvady jako s kruhem. Této myslenky bylo
uZito k sestrojeni vrtdku vrtajiciho étvercové otvory; vrcho-
ly &tverce pak jsou ponékud zaobleny*). (Obr. 38.)

Uka#te, Ze i pétitdhelnik i sedmiihelnik atd. jsou kfivky
stejné &ffky.

*) Rud. Beyer: Technische Kinematik, 1931, str. 18 a 19.
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