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5. DRUHY DUKAZU

Nyni pfistoupime k otazkam, tykajicim se celkové
stavby diakazi. Neni ovS8em moZné probrat vSechny
druhy dikaz a vSechny obraty, které se v nich mo-
hou vyskytovat. Uvedeme vSak nékteré zakladni typy
dikazu, které jsou daleZité pro matematiku.

Diikazy se 1lisi piedevsim podle druhu dokazovaného
vyroku, totiz podle toho, jde-li o vyrok individualni,
na ptiklad ,,['1‘;(—1-}—1'1/3)]3: 1", obecny, na piiklad
»libovolny trojihelnik ma soucet dhla 180°”, nebo
existenéni, na priklad ,existuje funkce, ktera je vSude
spojitd, ale nema nikde derivaci”. Matematické véty
maji zpravidla povahu obecnych nebo existenénich vy-
roku. Individualni véty vystupuji v matematice vétsi-
nou bud' jako specialni pfipad obecné véty nebo jako
jakasi zkratka za obecny nebo existenéni vyrok. Tak
vyrok ,cislo z je algebraické” je ekvivalentni s exi-
stenénim vyrokem ,.existuje polynom, ktery ma racio-
nalni koeficienty a jehoZz kofenem je ¢islo »”.*) Pii du-
kaze takové individualni véty jde pak vlastné o diikaz
ekvivalentni obecné nebo existenéni véty.

51, Individualni véty, Pokud jde o vlastni indivi-
dualni véty, patfi jejich dikazy mezi logicky nejjedno-
dussi. VétSinou spoliva cely dikaz v substituénim
usudku, jimZ odvodime individualni vétu z véty obec-
né — tak na piiklad vétu ,,3*°—1 = (3+1) (3—1)"
z véty ,,pro libovolné z je 2> —1 = (x+1) (x—1)".
Specialnim pfipadem individualnich vét jsou indivi-
dualni identity (slovem identita minime zde
vyrok tvaru ,,... je totozné s ..."), t. j. identity, které

*) Lze dokazat, Ze tento vyrok je nespravny. Cislo z alge-
braické neni.
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neobsahuji neuréité, na piiklad |} (—1 4 i)/3)]* = 1.
Duikazy takovych identit se zpravidla skladaji z iden-
tifikaénich usudka podle schematu ,,4 — B, B = C;
tedy A = C” a usudki substituénich, t. j. dosazovani
do obecnych identit. Jako pfiklad si mlze étenaf sam
provést a rozebrat diikaz zminéné identity. — Zcela
obdobné jsou ostatné dikazy obecnych identit,
na pFiklad ,,cos 2 £ = cos? x — sin? x’’. Rozdil je pouze
v tom, Ze misto individudlnich mame obecné vyroky,
takZe identifikaéni asudky maji zde tvar ,,pro kazdé x
je A(x) =B(x) a B(x) = C(x); tedy pro kazdé x
je A(x) =C(x)".

Obecny vyrok lze dokazovat bud piimo nebo ne-
piimo; zvlastnim typem pfimého obecného diukazu je
dikaz tiplnou indukci. Probereme tedy tii typy obec-
ného dikazu: 1. pfimy obecny dikaz, 2. obecny dikaz
uplnou indukef, 3. nepfimy obecny diikaz.

52. Primy obecny dikaz. Zaéneme jednoduchym
pfikladem prvniho typu dikazu. Dokazujeme vétu
»kdyZz (celé) ¢islo x neni délitelné 3, pak x> —1 je déli-
telné 3”. Dikaz probiha takto: ,,Necht x neni délitelné
3; pctom bud x —1 nebo -+ 1 je délitelné 3; tedy
x*— 1 je délitelné 3. Jinym prikladem muZe byt zmi-
nény dukaz identity cos 2 x = cos®* ¥ — sin> 2 nebo
vétSina dikazi elementarni geometrie.

Charakteristické pro tento typ obecného dikazu je
to, ze provadime dikaz tak, jako by slo o p¥iklad di-
kazu individualniho vyroku. Zvlast zfetelné je to u du-
kazii z elementarni geometrie. Tam vedeme zpravidla
dikaz nasledujicim zpiisobem: Predstavujeme si zcela
uréity individualni ptipad, znazornény vykresem (tak
pii dukazu néjaké obecné véty o trojihelniku si pfed-
stavujeme trojuhelnik s uréitymi vlastnostmi, na pFi-
klad ostrouhly) a provadime diikaz pro tento p¥ipad,
avSak tak, aby mél obecnou platnost. Takovému po-
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stupu se nékdy Fika paradigmaticky. Po formalni lo-
gické strance je tento typ dikazu charakterisovan tim,
Ze generalni dikaz je vlastné schematem; vhod-
nym dosazenim lze z ného dostat ditkaz kaZzdého indi-
vidualniho vyroku, ktery je obsaZen v dokazované obec-
né véte.

Tento typ dikazu, totiZz paradigmaticky obecny dua-
kaz, lze povaZovat za zakladni druh obecného dikazu.
Pro matematiku ma vSak snad jeSté vétSi vyznam
obecny dikaz tplnou indukei. Budeme se jim zabyjvat
podrobnéji.

5'3. Dikaz Gplnou indukei. Zaéneme jednoduchym
prikladem. Dokazujeme vétu: pro kazdé celé kladné n
je €éislo m> —n délitelné 5. DokaZeme nejdiive toto:
kdyz m°—m je délitelné 5, pak téz (m+41)°—(m-41)
je délitelné 5. Skute¢né, &islo (m—+1)° — (m+1) =
= (m*4+5m* 410 m*+10 m*+5m-L1) — (m+1) =
= 5 m*+10 m*+10 m*+5 m+m* — m je délitelné 5,
kdykoli éislo m®* — m je délitelné 5. ProtoZe d¢islo
1" —1 =0 je délitelné 5, plyne z toho jiZ nase véta.

Rozebereme nyni a schematisujeme tento dukaz. Za
vyrokovy vzorec ,,n° — n je délitelné 5” zavedeme .pro
struénost zkratku ,,n je P” a smluvime se, Ze pismeno
n bude v tomto odstavei nadale cznadovat pouze
prirozena, t. j. cela kladna éisla (Fedeno
logicky korektné: za neuréitou n smime dosazovat
pouze pfirozeni ¢isla). — Dikaz, ktery jsme uvedli,
spoéiva zfejmé v tom, Ze dckaZeme vyroky ,,pro kazdé
n plati: kdyz »n je P, pak také n+1 je P” a ,1 je P"
a z nich pak ihned odvodime — a v tomto isudku pravé
spoéiva jadro dikazu — vyrok ,kazdé n je P". Takovy
dikaz nazyvime pravé dlikazem uplnou in-
dukci. Jeho jadro — isudek podle principu
iplné indukce ma toto schema:
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i)r;)ek;zderf pl.atl . k(?yz.n J?P pak n+1 JeP} premisy
tedy kazdénjeP . . . . . . . . . . zavér

Zopakujeme si ted’ jeSté jednou, v ¢em spoéiva du-
kaz uplnou indukei. Mame dokézat vyrok ,pro kazdé
(ptirozené) = plati P(n)" (zde je ,,P(n)” zkratka za
jakysi uréity vyrokovy vzorec). Neprovedeme to viak
bezprostfedné, nybrz dokadZeme nejdfive vyroky (A)
»P1)" a (B) ,kdyz P(n), pak P(n -+ 1)”. MiZeme
nyni odvodit z A a B fetezem implikaénich a substituc-
nich usudki libovolny jednotlivy vyrok P(a)
(s uréitym celym kladnym @), a sice takto:

P(1)

kdyz P(1), pak P(2) substituénim dsudkem z B
tedy P(2) . . . . . .implikaénim usudkem

kdyz P(2), pak P(3) substituénim dsudkem z B
tedy P(3) . . . . . . implikaéni usudek

atd.

Miuizeme jiti takto libovolné daleko, nedospéjeme viak
timto zplisobem nikdy k obecné vété ,,pro kazdé =»
plati P(n)”. To znamena, Ze princip Gplné indukce
se neda redukovat na jiné obvyklé druhy Gsudki, nybrz
v jistém smyslu shrnuje neomezeny fetéz implikac¢nich
a substituénich tsudkd.

Zde musime vsunout jednu splse terrmnologlckou
poznamku Uplna. indukce, o niZ nyni mluvime, nema
kromé nazvu nic spoleéného s indukei, s niZ se setka-
vame v pFirodnich védach.*) Abychom ukazali jejich
rozdil, staéi Fici, Ze pFi ,,pFirodovédecké” indukei vy-
chazime z fady jednotlivych individualnich vyrokt

*) To se zdd samoziejmé, avSak bohuZel také nékteré
ugebnice logiky zaméfuji tyto dva naprosto rozdilné pojmy.
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(z jednotlivych pozorovani) a dospivame k obecné vété
(hypothese), kterd vSak nema povahu logického di-
sledku téchto vyroki. Pii matematické Uplné indukei
naproti tomu vychéazime ze dvou vyroRki: jednoho in-
dividuainiho a jednoho obecného (, kdyz n je P, pak
také n-+-1 je P) a dochazime k obecné vété, ktera je
logickym disledkem danych dvou vyrokd.

Vratme se k naSemu thematu. Proé jsme neuvedli
usudek podle principu uplné indukce souéasné se za-
kladnimi tsudky — implikaénim, substituénim atd.?
Proto, Ze zminéné zakladni Gasudky maji zcela obecny
raz a vyskytuji se v jakémkoli oboru tdvah. Naproti
tomu uplna indukce je specifickd pro matematiku —
presnéji feceno, pro prirozena ¢isla, ktera jsou zakla-
dem matematiky.

Dalsi otazka je tato: Lze princip uplné indukce do-
kazati, t. j. 1ze usudek podle tohoto principu nahradit
Tetézem jinych tsudkii? Jak jsme jiz Fekli, nikoli, —
pokud ovSem nezavedeme néjaky axiom rovmocenny
s timto principem. Prineip Gplné indukee vyjadiuje to-
tiz uréitou zakladni specifickou vlastnost prirozenych
¢éisel, takZe se neda rozlozit v fetéz Gsudki obecné po-
vahy. Zavedeme-li vSak vhodny axiom, rovnocenny
8 timto principem, na p¥iklad ,,kdyz (1) 1 ma vlastnost
P, (2) ma-li n vlastncst P, pak ji ma téZ n+ 1, potom
kazdé n ma vlastnost P, pak ovSem vysta¢ime za po-
uziti tohoto axiomu s implika¢nim a substituénim
usudkem. Je vSak jasné, Ze zde jde jen o ryze formalni
a v podstaté bezvyznamny rozdil mezi zavedenim nové-
ho axiomu a nového tsudkového schematu.

Princip uplné indukce muZeme také obejit a nahra-
dit nepfimym dikazem. UkaZe se ovSem, Ze pri tom
zase pouzivame jisté zasady (axiomu), ktera je rovno-
cenna s principem uplné indukece.

Mame z vyrokua (A) ,,1 je P”, (B) , kdyZz n je P, pak
téz n+1 je P” odvodit vyrok (C) ,kazdé n je P” (n je
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pri tom oviem podle na$i timluvy ptirozené &islo). Pro-
vedeme to, jak jsme Fekli, nepfimym zplsobem: z A, B
a negace C odvodime spor. Negaci C miiZeme nahradit
ekvivalentnim Vyrokem ,,nékteré n neni P”. Z toho pak
plyne: existuje nejmensi n, které neni P. Potom
vSak bud toto nejmensi n se rovna 1, nebo éislon —1
ma vlastnost P. Prvni moZnost je v8ak ve sporu s vy-
rokem A, a druhé zase vede ke sporu s vyrokem B. Tim
je podle zisady nepfimého diukazu dokazan vyrok C.
Rozebereme-li tuto Gvahu podrobné, pak vidime, Ze
spoéiva na dvou principech (axiomech), které jsou oba
dohromady rovnocenné s principem plné indukce. Jsou
to tyto axiomy: 1. KdyZ nékteré pfirozené &islo » ma
vlastnost P, pak existuje ne jmen§i pFirozené éislo,
které ma tuto vlastnost. 2. KdyZ neni n = 1, pak
existuje m tak, ze n» = m-}-1 (t. j. Ze n bezprostiedns
nasleduje po m). Axiomatickou vystavbu theorie pfi-
rozenych ¢isel miZeme zaloZit také na téchto axiomech,
které rovnéZ uplné charakterisuji zptisob, jakym jsou
uspoiddana prirozena éisla.

54. Nepfimy obecny dikaz. P¥#i nepiimém dikazu
‘obecné véty vychazime z jeji negace, odvodime z ni
spor a na zakladé toho pak usoudime, Ze véta je sprav-
ni. Uvedme piiklad. Mame dokazat, Ze éislo V2
neni racionalni. Tento individualni vyrok je podle defi-
nice racionalniho éisla ekvivalentni s vyrokem ,ne-

existuji cela éisla m, n takova, aby % =J2», jenz

je zase ekvivalentni s obecnym vyrokem ,;pro Zadna
cela ¢isla m a n neplati m?* = 2#»® a soudasné n -}~ 0".
Chceme nyni dokazat tento vyrok. Nepiimy diikaz pro-
vadime takto: Predpokladime naopak, Ze existuji cela
éisla m a n takova, Ze n =0 a m?> =— 2 n*. Z toho se

ihned odvodi, Ze existuji cela &isla m, n takova, Ze
nz0, m®* =2n? a ¢isla m a n jsou navzijem nesou-
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délna. Av3ak pro libovolna celd m, n plati: kdyz m? =
= 2 n?, pak ¢islo m i ¢islo n je d&litelné 2, tedy éisla m
a 7 nejsou nesoudélna (to je zfejmé, nebot m? a tedy
téZ m je sudé, takZe m? je délitelné 4, tedy n* je sudé
atd.). Tim jsme skutecné dospéli ke sporu, tedy podle
zasady nepiimého dukazu je naSe véta dokazana.

Schematisujeme nyni tento pfiklad. Jde v podstaté
o dukaz vyroku tvaru ,Zadné a nema vlastnost V", kde
x znaéi dvojice celych ¢isel m, n a V maéi jejich vlast-
nost ,,m je rizné od nuly a m* — 2 n?”. Z negace toho-
to vyroku vyplyva tautologickou tpravou vyrck ,exi-
stuje x, které ma vlastnost V. Z ného odvodime vyrok
nexistuje x, které ma vlastnosti V a V,” (kde V, znaci
vlastnost dvojice m, n: ,,m a n jsou nesoudélna éisla”).
Tento vyrok je vSak ve sporu s vétou ,Zadné x, které
ma vlastnost V, nema vlastnost V,”.

Nebudeme nyni rozebirat tento diikaz krok za kro-
kem, nybrZ pouze vytkneme nékteré okolnosti, typické
pro celkovou stavbu podobnych ditkazi. Abychom pro-
vedli nepiimy dikaz, t. j. vyvratili vyrok ,nékteré x
ma vlastnost V", musime zpravidla vyhledat néjakou
vlastnost W, kterou ma kazdé x a ktera je v rozporu
s vlastnosti V. Nékdy vSak musime (jako v naSem pii-
kladé) postupovat jinak, totiZ nejprve odvodit z vyroku
,nékteré x ma vlastnost V"’ dasledek tvaru ,nékteré x
ma vlastnosti V a V,” (jde pak vlastné o existenéni
diikaz, ktery vystupuje jako ¢ast nepfimého obecného
dikazu) a pak ukazat, Ze vlastnosti V a V, jsou neslu-
ditelné. — Zde vidime, jak jsou navzajem spojeny ruz-
né typy dikazi a jak slozité jsou s logického hlediska
matematické duikazy, i kdyZ se zdaji velmi jednoduché.

55, Existencni dikazy, Rozeznavame t#i druhy
existenénich dukazi: konstruktivni dikaz, vlastni exi-
stencéni dikaz a nepfimy existenéni diikaz. Kromé& toho
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zaujima zvlastni postaveni tak zvany existenéni dikaz
uplnou indukei, ktery je sice nazorné dosti jednoduchy,
ale po logické strance znac¢né komplikovany.

Konstruktivni existenéni diikaz spoéiva v tom, Ze
pfimo udame (sestrojime) prvek, ktery ma vlastnost,
0 nizZ nam jde. Tak na priklad provedeme dikaz véty
»existuje €islo, které neni racionalni” tak, Ze dokaZeme
»Cislo V2 neni racionalni”.*) Obecné dokaZeme vétu
»nékteré x je P” tak, Ze udame (sestrojime, kon-

- struujeme) prvek a takovy, Ze vyrok ,,a je P” je prav-
divy. Tento druh existenéniho dikazu je povaZovan za
nejdokonalejsi, a to jednak proto, Ze ziejmé dava vice,
nez pouhy ditkaz existence, jednak proto, Ze je souéasné
dikazem existence v uZ8im smyslu, totiz existence ve
smyslu sestrojitelnosti (viz str. 26).

DalSim druhem existenéniho dikazu je existencni
dikaz v uzSim slova smyslu; odvozujeme existenéni
vyrok z jinych existenénich vét, aniZ bychom skutecné
udali prvek, ktery ma Zadanou vlastnost. Tak muZeme
na pFiklad odvodit existencéni vétu z jiné obecnéjsi exi-
stenéni véty; trivialni p¥iklad: odvcdime vétu ,existuje
¢éislo, které neni racionalni” z véty ,,existuje ¢islo, které
neni algebraické”. Existenéni véty, které jsou pfi tako-
vém dukazu premisami, mohou mit rtznou povahu:
mohou to byt existenéni véty, které byly dokazany
diive, mohou to byt také zakladni véty — definice,
tautologické véty, axiomy. Seznamime se pozdéji s jed-
nou takovou velmi obecnou zakladni existenéni vétou,
kterd ma zasadni dilezitost pro vyssi partie matema-
tiky, totiZz s axiomem vybéru.

Koneéné lze vést existenéni dikaz také nepfimo, to-
tiz tak, Ze odvodime nespravny vyrok z negace exi-

*) Tento dikaz jsme provedli jako priklad v pfedeSlém

odstavci. Dikaz individudlni véty ,gislo VE neni raciondlni”
je oviem sim v podstaté nepfimym obecnym dakazem. Zde
vidime zase pFedivo riznych typt dtkaz.
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stenéniho vyroku, ktery chceme dokazat. Tak na pfi-
klad mtZeme dokazovat vyrok ,existuje €islo, které

neni algebraické” také tak, Ze odvodime spor z jeho
negace, tedy z vyrcku ,kazdé ¢islo je algebraickeé”.

56, Existenéni-dikaz dplnou indukei. Necht mame
sestrojit posloupnost ¢isel a,, a,, a;, ... takovou, aby
1) a, =1; (2) any; = @&, + ...+ a» pro libovolné
prirozené n. MiZeme ovSem v tomto pripadé takovou
posloupnost ihned udat: je to posloupncst 1, 1, 2, 4,
8, ...; nas vSak zde zajima s logického hlediska po-
stup, pii némZ konstruujeme posloupnost élen po ¢le-
nu, nebot v slozitéjSich pfipadech miZeme pouZit pouze
tohoto postupu.

Polozime @, = 1, dale poloZime a, —=a, =1, a,—
=—=a, +a, — 2, atd. KdyZ jsme jiz stanovili ¢isla a,,
@, ... @, poloZzime podle podminky (2) an:.;=
=a, + ...+ an. KdyZ takto neomezené pokracujeme
dale, sestrojime celou posloupnost. — Tak vyhliZi ten-
to postup, kdyZ jej popiSeme ,nazornym” zpisobem.
Nyni jej musime rozebrat a podepfit logicky korektnim
zpusobem. PredevSim je jasné, Ze jde v podstaté o d G-
kaz existence posloupnosti s uréitou vlastnosti.
Podstatna je dale okolncst, Ze jde vidy o vlastnost
urcitého koneéného tiseku posloupnosti (v na-
Sem piipadé o splnéni vztahu @n.,—= @, + ... + a@x,
resp. @, —,1) a Ze k Useku q,, ..., a,, ktery ma tuto
vlastnost, miaZeme vidy pripojit takovy prvek @.;,,
Ze také usek a,, a,, ..., a.,, ma pozadovanou vlast-
nost. Jsou-li tyto podminky splnény, miZeme vzdy kon-
struovat posloupnost, jejiz kazdy Usek ma pozZadova-
nou vlastnost. — To, co jsme ted rekli, vyslovime pre-
cisni formou jako princip existenéniho di-
kazu (konstrukce) dplnou indukei.

Necht (1) pro kazdé (celé kladné) = plati:
ma-li koneéna posloupnost o n élenech a,, ..., @»
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vlastnost V, pak existuje praveé jeden prvek
a4, takovy, Ze také konecna posloupnost o 41
élenech a,, ..., @., @n+, ma vlastnost V; (2) exi-
stuje pravé jeden prvek a, takovy, Ze jednoclen-
na pcsloupnost @, ma vlastnost V.

Potom existuje pravé Jedna. nekoneéna posloup-
nost a,, @y, @y, . . , takova, Ze kazdy JeJl asek a,,
. @n Ma vlastnost V.

Na tomto principu je zaloZena t. zv. konstrukce po-
sloupnosti uplnou indukei, jejiz priklad jsme uvedli.
Nejde pfi tom o novy princip, ktery by stal vedle prin-
cipu tplné indukce, nybrz o jeho dusledek, tedy
o vétu theorie pnrozenych clsel K tomu se vsak jeste
yratime.

Misto principu, ktery jsme pravé uvedli, se nékdy
uziva velmi podobnéhc, avSak ve skuteénosti znaéné
Sirsiho principu, ktery jiz neni disledkem prin-
cipuuplné indukece, nybrz spoéiva téZ na axio-
mu vybéru (viz odst. 6'4). Tento rozsifeny prmmp
miZeme vyslovit takto:

Necht (1) pro kazdé (celé kladné) n plati:
ma-li koneéna posloupnost o n ¢lenech @, .. ., @»s
vlastnost V, pak existuje prvek @i, takovy, Ze
také koneéna posloupnost o n + 1 élenech @, .. .,
A+ ma vlastnost V; (2) existuje prvek a,
takovy, Ze jednoclenna posloupnost @, ma vlast-
nost V.

Potom ex1stu_]e nekoneéna posloupnost a,, G
a,, ... takova, Ze kazdy jeji usek a,, ..., an ma
vlastnost V.

V tomto rozsifeném principu nepozadujeme jiz exi-
stenci pravé jednoho prvku as+; k dseku a,, ..., @
ani existenci pravé jednoho prvku @, takZe nedospi-
vame k jednoznac¢né urcéené posloupnosti e, a,, a,, ...
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V matematice (hlavné ovSem ve vysSich partiich) se
béZné pouziva obou téchto principi. O skutecnou t. zv.
logickou konstrukei (viz odst. 5'8) jde ovSem pouze pri
pouziti vlastniho! (uzsiho) prmclpu existenéniho di-
kazu 1plnou indukei.

Abychcm ho mohli pouzZit, musime ovSem udat zcela
urcity pfedpis pro konstrukci uréité posloupnosti
s pozadovanou vlastnosti V (coi znamena, Zze musime
najit neJakou vlastnost W, z niZz vyplyva vlastnost V
a na niz lze pouzit zminénéhc uzsiho principu).

Vratime se nyni k cdvozeni principu konstrukce
uplnou indukei; omezime s¢ v8ak na pouhou skizzu od-
vozeni a nebudeme dbét nékterych logickych fines.

Bud P(n) zkratka za vyrokovy vzorec ,existuje
prévé jedna pcsloupnost o # Elenech, jejiz kazdy usek
mé vlastnost V", Predpoklad (2) principu konstrukce
uplnou indukei znamena pak, Ze plati P(1); z predpo-
kladu (1) tohoto principu vyplyva: kdyz platl P(n),
pak plati téz P(n4-1). Z toho pak plyne podle principu
tplné indukce, Ze P(n) plati pro kazdé (rozumi se, celé
kladné) =, t. j. Ze pro kazdé n existuje pravé jedna po-
sloupnost o # ¢lenech, jejiz kazdy Gsek ma vlastnost V.
Nyni dokaZeme toto: mame-li dvé takové pOSloupnostl
jednu o m, druhou o » ¢lenech, pak Jedna z nich je dse-
kem druhe To Je nazorné samoziejmé, nebot jedna
vznika z druhé pFipojenim novych prvku, k logicky ko-
rektnimu dikazu potfebujeme vSak znovu princip Giplné
indukce. Vime ted, Ze na n-tém misté ve v3ech téchto
posloupnostech (pokud ovSem maji aspon n ¢lenl)
stoji tentyZz prvek. MiZeme tedy Fici: tento prvek necht
stoji na n-tém misté v nekoneéné posloupnosti, kterou
mame konstruovat. Tim je tatc posloupnost , konstruo-
vana” (t. j. je dokazano, Ze existuje takova posloup-
nost a to jen jedna).

57, Jadro dikazu. PoloZzme si nyni otazku, v Cem
spoc¢iva ,,jadro” (,vtip”, ,,pointa’”) matematickych di-
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kazi. Co tim minime, je jasné; kdo studoval ponékud
slozitéjsi matematické diikazy, ten vi, Ze v nich byva
jeden nebo nékolik obratid, na nichZ spoéiva cely du-
kaz, jez jsou k nému ,kliéem”; jakmile je zname,
mame jiz cely dikaz v rukou.

Vsimnéme si nyni jako pfikladu diikazu véty ,,pocet
prvocisel je nekoneény”, s nimZz jsme se jiz setkali.
Dikaz probiha takto: ,,Predpokladejme naopak, Ze po-
éet prvocisel je koneény. BudiZ pak P souéin vSech
prvocisel. Potom ¢islo P+ 1 neni délitelné Zadnym
prvcéislem. To v8ak je spor.” Zde jsou podstatné tyto
body: dikaz se provadi nepifimo; sestrojujeme éislo,
které — za ucinénych predpokladi — neni délitelné
zadnym prvocislem. PFi sestrojeni takového ¢isla jde,
jak vidime pfi hlubSim logickém rczboru, jednak
oudanivliastnosti, kterou ma mit sestrojované
¢islo, jednak o vlastni logickou konstrukci, t. j. uréeni
(udani) — v cbecném pfipadé pak dikaz existence —
¢isla s touto vlastnosti. KdyZ zname tyto tii body: di-
kaz se provadi nepfimo; ma se sestrojit ¢islo, které
neni délitelné Zadnym prvoéislem; takové ¢islo se se-
stroji tak a tak, — pak zname jiz cely diikaz.

Pripomefime si dale dikazy z planimetrie. V téchto
dikazech staci zpravidla védét, jaké pomocné prvky —
body, pfimky atd. mame sestrojit, aby dikaz jiz vy-
plynul skoro sam sebou.

Vsimnéme si zase jiné stranky véci. Dejme tomu, Ze
studujeme néjakou sloZitou kfivku, odvedili jsme si jiz
fadu jejich vlastnosti a nyni chceme dckazat, ze ma
jistou dal8i vlastncst P. Zde bude velmi diileZzita volba
premis, t. j. bude dalezité to, z jakych vlastnosti kFiv-
ky budeme vychazet, abychom dokazali, Ze ma vlast-
nost P. Vime-li, o jaké vlastnosti se miZe opirat vlast-
nost P, a jaké s ni zase nesouvisi, pak mame jiz v ru-
kou asponi zéasti kli¢ k dikazu,
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Jak vidime z téchto pfikladi, byva casto jadrem a
kli¢em matematického dikazu jednak volba pre-
mis, z nichz pfi dikaze vychazime, jednak volba
metody dfikazu (pfimy dikaz nebo nepiimy
atd.), predeviim vSak logicka konstrukce
(udani nebo dikaz existence) vhodnych novych prvki
(matematickych objekti). Je-li dikaz znaéné sloZity,
pak miZe také pfedevSim zaleZet na vclbé ,.etap” da-
kazu, t. j. volbé pomocnych vét, které postupné doka-
Zujeme. .

Je v8ak jasné, Ze volba premis a postupu dikazu
neni logickou souéasti ditkazu, nybrz je zde jaksi pied
diukazem. Po ryze logické strance spoéiva tedy vétsi-
nou jadro dikazu v logické konstrukei.

5'8. Logicka konstrukce. Logickou konstrukei rozu-
mime zavedeni (udini nebo dikaz existence) uré¢itého
nového prvku s jistcu pfedem danou vlastnosti. Musi-
me pcznamenat, Ze konstrukei v obvyklém nazorném
smyslu (geometrickou konstrukei) se rozumi néco
zcela odliSného od logické konstrukce. Pii geometrické
kenstrukei jde totiz bud o skuteéné ,hmotné” sestro-
jeni urcitého geometrického prvku (bodu, pFimky,
kiivky atd.) pfedepsanym zpisobem — na priklad po-
moci pravitka a kruZitka — nebo o udani piedpisu pro
takové sestrojeni.

Jak jsme jiz Fekli, jde pFi logické konstrukei vidy
o konstrukei prvku s uréitou danou vlastnosti; jinak
feCeno, konstrukei odpcvidame na otazku ,.existuje
prvek, ktery ma vlastnost P, a kdyZ ano, ktery je to
prvek 7" Logicka konstrukce spoéiva tedy (1) v udani
vlastnosti, kterou ma mit kcnstruovany prvek; (2) ve
vlastni konstrukei. Vlastni konstrukce pak spo¢iva bud’
piimo v udani uréitého prvku a dikazu, Ze ma prede-
psanou vlastnost (je to pak vlastné t. zv. konstruktivni
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existenéni dikaz) anebo v dikaze existence urcitého
prvku, ktery ma tuto vlastnost.

Jak vidime, je logickd konstrukce vlastné dikazem
existence. Rozdil mezi obéma je v tom, Ze pfi vlastni
logické konstrukei jde o diikaz existence jednoho a jen
jednoho prvku, a Ze tento prvek pak vstupuje do uvah
jako novy ,,objekt”.

Probereme nyni jednotlivé typy konstrukee.

Ptrima konstrukce spofiva v tom, Ze skutec-
né udame prvek, ktery ma Zadanou vlastnost, t. j. —
obrazné fecéeno — na otazku ,existuje prvek, ktery ma
vlastnost P, a ktery je to prvek?”’ odpovime ,a ma
vlastnost P”. Provadime tedy vlastng jak jsme jiz
fekli, konstruktivni existenéni diikaz.

Piriklad: Mame konstruovat ¢islo, které hovi
rovnici ' — —1. Toto é&islo pfimo udame: je to ¢islo

144
I

Konstrukce existenénim dukazem.
Kdyz mame konstruovat prvek, ktery ma vlastnost P,
pak konstrukce spoc¢iva v tom, Ze dokaZeme: 1. existuje
jeden a jen jeden prvek, ktery ma vlastnost @; 2. kazdy
prvek, ktery ma vlastnost @, ma také vlastnost P.

Priklad: Mohli bychom konstruovat ¢islo, které
neni algebraické také timto zpisobem: dokazeme, Ze
¢islo, které hovi uréité rovnmici f(x) — 0, nemiZe byt
algebraické; pak dokaZeme, Ze existuje jedno a jen
jedno éislo, které je FeSenim této rovnice.

Logicky rozdil mezi timto typem konstrukce a kon-
strukei pfimou je mimo jiné v tom, Ze zde konstruuje-
me skuteéné ,ncvy” prvek, ktery je charakterisovan
jen neptimo jako jediny prvek, ktery ma vlastnost Q;
v jistém smyslu se tedy da Fici, Ze tento prvek je ,,vy-
tvofen” teprve existenénim dikazem. Naproti tomu
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pfi pfimé konstrukei dostane se konstruovany prvek —
FeCeno ponékud obrazné — ze znamych prvki znamy-
mi operacemi.

Konstrukce existenénim diikkazem ma proto pro vy-
stavbu matematiky velmi znaény vyznam. Tak na pii-
klad implicitné stanovena funkce nebo primitivni funk-
ce k dané funkci jsou po logické strance vysledky kon-
strukce tohoto typu. Zvlast velky vyznam pak ma kon-
strukce zaloZena na existenénim diikaze Gplnou indukei,
kterou konstruujeme posloupnosti.

Nevlastni konstrukce. Nékdy se mluvi
o konstrukei také tehdy, kdyz pouze dokazujeme ,,exi-
stuje x, které ma vlastnost P”’. O skute¢nou konstrukci
zde nejde, protoZe nestanovime Zadny uréity, dokonale
charakteriscvany prvek, ktery by mél tuto vlastnost.
S pripady, kdy dovedeme provést jen takovou ,,nevlast-
ni konstrukeci”, nikoli vS8ak konstrukci skutec¢nou, se

v wr

¢asto setkivime ve vySSich partiich matematiky.
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