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ROVNICE O JEDNE NEZNAME.

1.

NEKTERE JEDNODUCHE ROVNICE O JEDNE
NEZNAME.
Ctendf jiz zné Fedeni nékterych jednoduchych rovnic.
Linedrni rovnice ’
ax+b=0
mé jediné refeni (Gili kofen)

x:—._;

kvadraticka rovnice
ar? +bx+e¢=0
pak mé kofeny dva uréené vzorcem

 —b 46" —dac
I T
reédlné razné
jeZ jsou {redlné stejné; podle toho, je-li diskriminant
{komplexni ’
A2 = b* —4ac= 0.
Jisté poznal i Fefeni rovnic binomickyech stupné 3., 4.
i vy3&iho; na pf. rovnice
2—1=0
psana ve tvaru
(x—1)(+z+1)=0
déva tii kofeny
=1, ;= } (— 1+ i|/3)
(viz Schwarz, str. 58); rovné% rovnice ponékud obecnéjéi,
zvané reciproké, byly jiz pfedmétem jeho studia. Reci-
proké rovnice stupné tfetiho zni



a2 + a2 Lozt a,=0
a Felf se timto obratem:
(% & 1) [3522 + (@, F a) 7+ ag] = 0.
Rovnice reciprokd stupné étvrtého jest tvaru’
agr* + a® + a3® L axr 4 a,=0
a fesf se po ipravé do tvaru

ao(:z:’—{-;l-z)-}—al(z:{:%)—}—a,:O

substituci
xi%= Y z”-i—-:;= y»—2

(Schwarz, str. 62).
VI jiné. r.ovnice se daji vhodnymi obraty snadno Fesiti, na
Pr. rovnici

(224t azx+ b2+ c(x2+ax)+d=0
pifme ve tvaru ‘ '

A+ ax+ b2+ c(x?+ax+ b))+ (d—bc)=0

a tato rovnice substituci X = 2* + ax + b pfejde v kvadra-
tickou rovnici
X4+ eX 4 d—bc=0.

Levé strany dosud uvaiova.nych rovnic jsou mnohocleny
1, 2., 3. a 4. stupné a nazyvame je algebraickymi rovni-
ceml stupné 1., 2., 3. a 4. Obecné algebraickou rovnicf stupné
n-tého nazyvdme rovnici, jejiZz leva strana jest mnohoélen
stupné n-tého o koeficientech at reélnych ¢i komplexnich;
v dalsim budeme piedpoklidati — jako jsme dosud mlidky
¢inili — koeficienty pouze redlné. Algebraické rovnice stupné
n-tého tedy znf:

@z + gzt 4 a2 4 ...+ ap=0. (1,1)



Nauka o algebraickych rovnicich jest jiz od ddvna pésto-
véna g riznych hledisek.-Nés bude tentokrite zajimati otdz-
ka, které jsou to hodnoty, jeZ dosazeny do levé strany dané
rovnice identicky ji splfiuji; pravime, Ze hleddme Fedeni ¢ili
kofeny dané rovnice. Tuto tlohu exaktné rozfesiti, t. j. ur-
¢iti presné velikost kofenii, nelze pro viechny algebraické
rovnice; potdtkem minulého stoleti bylo dokédzdno (viz
Schwarz, str. 67), Ze exaktné a pomoci koneéného poétu od-
mocnin lze z rovnic algebraickych resiti pouze rovnice prv-
nich étyf stupnu. Rovnice vysitho stupné ne# étvrtého po-
moci koneéného podtu odmocnin lze Fediti jen v nékterych
pripadech; na pf. binomickou rovnici stupné Sestého

2—1=0
Ize fediti, pifeme-li ji ve tvaru
(B—N1(*+1)=0.

Uloha 1. UkaZte, ¥e reciprokou rovnici stupns Sestého
az® 4 bz® 4+ (3a + b)zt + (¢ + 2b)x* + Ba + b)a* + bz +a=0
Ize pievésti substitucemi

x+L=y, z’+l=y—2 x’+-a—}5=y3—3y
na reciprokou rovnici st.upné tretfho!

AvBak algebraické rovnice nejsou Jedmyml, jez se predkla-

daji k Fefeni. Uvedeme nékteré rovnice nealgebraické, je
vhodnymi obraty lze prevésti na rovnice algebraické.

a) Rovnice iraciondlni. Vyskytuje-li se nezndm4é pod
odmocninami, nazyvidme takovou rovnici iraciondlni, na pf.

3
Ve¥ 2+ Jz+3=2 JF=1=1;
na stfednf &kole byvaji nékteré obraty odstratiovénf odmoc-
nin v takovych rovnicfch zvl4sté probiré.ny Uvedme ]eden
z méné znémejéich Jest feSiti rovnici:

]/(z —2p — V(z —3p= V(z —2)(z—3).



Umocnéme rovnici tfemi a upravme na levé strané:

: 3 3. 3 ;
—dz+ 4 —3)/(z—2)2 (z— 32 [J(z—2)2 — |/ (z—3)*] —
— (22 —6zx 4 9)= 22—5z24 6.
Do lomené zévorky dosadme z prvni rovnice, levé strana po
dpravé zni:

2z —5) —3 (¢ —2) (x — 3) = — 32% + 172 — 23,
takZe dojdeme rovnice
. 422 — 2224 29=10
o kofenech
' 11+
xm = —4—

t’loha 2. Reste tyml zplisobem

z—1 zF1 —1x)F
V:c F1 l/a:—l [’”1”— 2'_]')

Lze tuto rovnici je8t¥ jinak prevésti na rovnici kvadratickou?
3

Ve

b) Rovnice exponencidlni obsahuj{f nezndmou v moc-
niteli; nékteré z téchto rovnic dovedeme Fediti ménice je loga-
ritmovinim na algebraické; na pf.

2.32=5.43

prejde v rovnici

log2 4 zlog3 =log54 zlog4,
¢éili

x (log 3 — log 4) = log 5 — log 2,
a odtud

__log5—log2 log2,5 .

" log3 —log4  1og075

"') V zavorce lomené za textem ulohy je uvedon vysledek
pHip. také névod.

—3,18.
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Jindy jest mo#no pravou i levou stranu vyjddriti jako moo-
niny o témZ mocnénci; na pf.

log 227 +1 1 log 2 9V27+1 — 4 (1 —10g 2,5).

Leva strana jest vlastné log 24V_2’+1 a pravé pak

4 logzl% = log 44 = log 25, takie mime
) g4lezii 28
a odtud
4V f1=8 ¢tj 22=3,
a koneéné
__log3
T = loT2 = 1,58 |
¢) Jiny druh rovnic jsou rovnice logaritmické, na pt.
1 —logz+ (log z)? — (logz+ ... = %-.

Je-li fada vlevo konvergentnf, jest jeji soucet

1 1
I+logz a’
odkudz
logz=0a—1, r= 1021,

aviak aby rada konvergovala, musf byti — 1 < log 2 < 1
¢éili —1<a—1< + 1 a posléze 0 < a < 2, jinak tloha
nem4 fesenf.

d) Velmi didleZité rovnice jsou ony, které obsahuj{ go-
niometrické funkce nezndmé z. I ty jsou pfedmétem po-
drobnych ivah stfedni §koly; uvedeme pouze tii rovnice.

«) Rovniei
asinx + bcosz=c¢

umocnéme dvéma a vpravo uZijme zndmé identity:



sin® £ + cos? x = 1; dostaneme
a® sin? z 4 2ab sin x cos z + b2 cos® x = ¢? (cos? x + sin? z)
a ddle

(a® — ¢?) sin? = + 2ab sin z cos = + kbz —c?) cos® xr = 0;

nyn{ délme rovnici cos? z a obdrZzime kvadratickou rovnici
pro tg x
(@®—c?)tg2x+ 2abtg x + b2 —c2= 0.

Kdy mé tato rovnice razné kofeny reélné, kdy stejné, kdy
komplexni? (a? + b2 = c?)

f) Méjme za iikol Fesiti rovnici:
8in® z | cos? x | tg? = + cotg? ¢ + sec?® x + cosec® x = a.
Tato rovnice je toto¥nd s rovnici

N sin2 x cos? x 1 1
sin® z + cos? z - - =a
+ cos® z + sin® x + cos? x + sin? x

a ta po odstranéni zlomkud zn{
gin? x cos? x + sin* x 4 cost x + 1 = a sin? x cos? z.
Ponévadz
sind z + cost x = (sin? x -+ cos? x)? — 2 sin? z cos?® r =
= 1 —23sin? xz cos? z,
Ize posledni rovnici psati

8
2= (a2 <+ 1)sin% zcos® x ¢ili 4sin? z cos? x = -

a+ YV

8
Sill 21 == :t Vm.
(Pro¢ musi byti @ > 7, aby tloha mdla realné fedeni?)

a posléze
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y) Zdénlivé jednodussi rovnice
sint+ cosx -+ tgxr | cotgxJsecxrt cosecr—=a -

jest obtiZnéjsi. Pfevedeme-li vSechny funkce na sin x a cos z,
obdrzime

. 1 1 1
sin z 4 cos x 4 + — - =a,
Co8 T sinz sinzxcosz

¢éili po odstranéni zlomkd

(sinx 4+ cos z)sin xcos z + (sinx 4 cos x + 1) =
= @ 8in Z cos z.
Pouzijeme-li vztahu sin z cos z = 4 [(cos 4 sin x)2 — 1]
a poloZfme-li sin z + cos x = u, dostaneme

a(u® —1)

u(u—1)
2 5 ;

2

+u+ 1=
odtud vyplyva
u+ 1=0, w(u —1)+ 2=a(u—1)

a dals{ dpravou

u, = —1, u?— @+ lut+a+4+2=0;
rovnice pro u ma tedy kofeny v
a+1+)a?—2a—7

3 .

Nyni je nutno pledeviim fesiti rovnici sin z + cos x =
= — ], ta umocnéna dvéma diva sin = cos x = 0, takZe bud
sin 2 = 0, nebo cos z = 0; aviak v obou téchto ptipadech se
nekteré trigonometrické funkce v dané rovnici stavaji ne-
kone¢né velikymi. '

Resme tedy rovnice sin z + cos & = u,,;. Ma-li existovati
redlné Teleni, musf byti

11



a?—2a—T7T=(—12—82>0;

avéak to jeSte nestali; dle disledki o rovnici v «) musi jesté
byti
1+1—u?>0, 14+1—u2>0,  &ili up?< 2.
Rovnice uvedené v b), ¢) a d) sluji transcendentni.
Mezi nimi — a privé tak mezi algebraickymi a iraciondlnfmi

— jest velmi mnoho rovnic, pro néz nezndme ¥4dnych pred-
pist, jeZ by vedly k jejich exaktnfmu feSeni; na pf. rovnice
6

x4 Vx = 10, kterouZto lze psati ve tvaru (x - 10)® = z;
nebo rovnice 274 3?=1, nebo rlogz=2, @cosp—
—sing + 37 = 0. Ve viech takovych pifpadech, jakoZ
i tenkrdte, kdy exaktni metoda vede k slofitym a dlouhym
vypodtum, pfi nich% potitdni se zkrdcenymi &fsly ohroZuje
spravny vysledek, uZivime metod pfibliZnych; souborny
vyklad o téchto metoddch, pravidelné uZitych na rovnice
s ¢iselnymi koeficienty, nazyvdme naukou o numerickém
FfeSenf rovnic; k témto vykladim se pravidelné téZ pfipo-
juji pozndmky, jak vyhodné jest upraviti vypolty, k nimZ
vede exaktnf feSeni rovnic.

Ulohy. Reéte rovnice .
8.6.1,5°—-10.1,5> 4+ 19.1,6°—6 =0
[1.62 = y; #, = 0, Ty = £+ 1]
4. 3.1023—2) U—2) 4 10000 = 400 . 103—2) (4—2)
00=PU=0) = y; gy = 100, 3, = 1§°]
b. sin%:c—i-cos*a::a
3 ___
[sin 27 =4 2 (“—%—l)*]
@, 228Dz +5c8z—10 __ g _ g
[128inz + S5cosz—13 =0, tgx = — 4]
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2.

NUMERICKE (GONIOMETRICKE) RESENI ROVNIC
2., 3. A 4. STUPNE.

V tomto odstavei uvedeme nékteré pokyny o numerickém
FeSeni rovnic stupné 2., 3. a 4., o nichZ sice vime, Ze je lze
feSiti exaktné, co viak byvid, kdyZ koeficienty jsou dény na
pr. trojmistnymi &fsly, spojeno se znaénymi nesndzemi.

a) Kofeny kvadratické rovnice

ar® + bx+c=0
jsou dény vzorcem
 —btfF—dac
vz 2a

a) BudiZ b —4ac > 0, ac << 0; tato rovnice mé dva ko-

feny redlné. Polozme

2//—ac

gy = —p— tedy b=2v:7ccotgq);
pak jest
P 2V— ac cotg @ 4 V-— ac l/cotg2 p+1_
V ¢ fcos @ |1
T ( sing )’
takée

a:1=+l/—2tg,}¢p, 1’2=—V—2—co’cg1}¢;

Pii tom — 90° < ¢ < 90°.
Na pt. FfeSme rovnici:
y® — 1,8502y — 1,6777 = 0.

Zde jest:
2)1,8777 o o oy
tg P = m , @ = ‘— 57° 30’ 08 s 1}9) - — 28° 45 0_4”,
¥, = 2,3609, y, = — 0,7106. '

13



B) Budiz opét b2 —dac >0, aviak ac > 0. PonévadZ
dle prvnf nerovniny jest

0<dac<be, tj. 0<4bif<1,
Ize psdti:

_2lac, _2)ac

A ' sing. .
a to dosazeno do vzorce pro z,,, dévé po podobnych dpra-
véch jako difve

c c
= —V‘_{ tg o, Ty = —V; cotg L.

Na pr.
2 — 4,66462 + 3,33 =0
fesfme substituci

2)/3,33
. —_ ’ — o ’ LA —— o ’ »”
sin ¢ = 1,6646° @ 51° 29’ 00", ig 25° 44’ 30",
takze x, = 3,7849, x, = 0,8797.
Je-li posléze b? — dac < 0, poloZime
b —
cosp=———, t.j. b=—2Jaccosgp,
2)ac
takie -
-f—2Vac cos ¢ + V4ac (cos®@p—1)
T2 = T 2a =
= —rl/%(cos @ 4 i sin @);
pii tom jest 0 << ¢ <C 180°.
Rovnici
z? — 4,6646zc + 7,66 = 0
4,6046
Fefiime tedy substituci C
ime tedy substitucl cos ¢ 2V7,55'

14



odkud% ¢ = 31° 55’ 00” a koteny pak jsou
Zy,9 == 2,3323 4 7 1,4526.

b) Obecnd rovnice stupné tietiho jest
Btartazta=0
(viz Schwarz, str. 41). PiSme
r=y _M:
substituce divad rovnici redukovanou
. ¥+ry+49=0
PFi ¢emz
P=a, —jalz' q = a3 — §a,0, + #Ha,’

Znadéme

3 3
A=1¢+ 4, w=|—4e+ V4 »=)—1—Va,

pak koteny redukované rovnice jsou

h=u—+0, Yp = eu + &%, Yy = e2u + ev,
pii dem ¢ = } (— 1 + i}/3).

UkédZeme nyn{ feleni této rovnice ve tiech ruznych piipa-
dech pomoci goniometrickych funkei; podotknéme, %e téchto
obrati s vihodou lze uZiti i pfi koeficientech médlomistnych.

a) Bud A4 > 0, p > 0. PoloZime-li

. 2.
A tg ‘P = _q_ V‘g“r?s;

jest L
iq—cotgtpvgl-,p’, —90°<(p<+90°;
4 = 347 cotg? @ + HpP= g1t sm,
.- ]/Vms —cotgg+ —) Vil g

=|3p Vtgw



a podobné 3
v= —V%p Vcotg 1p.
S vyhodou lze zavésti dalsi pomocny. dhel rovnici
8
Vtg 19 =tgy;
jednoduché vdpravy pak divajf

n=—2|{peotg 2y,  ypu=3p (cotg 2+ s“}/ gw)
Jest tedy jeden kofen zé.porny, dalsf dva kompleme sdru-
Zené. _

Redme na pf. rovnici

: ¥+ 6x+4=0;

zde jest .
tgp =)2 ¢ =154°44'07", = 3845 39",

z, = — 0,62594, T4, 3 = 0,31207 £ i2,5087.

) BudiZ nyni 4 > 0, p < 0; poloZme

sin ¢ = %V— %

potom’
q¢= ;l;;p]/—mﬂ —90° <p < +90°;
jest pak
=16+ P’ =P (— snig T ) = —gyP’cotg?p
a ddle

“=V———V—wz’°—l’ rpPcotgy =
=—|— iPVcotsw

a podobné
18



=~ V"B V5T
takZe

-3 3.
n=—|—14r (Jootg Jp + Jig o)
Opét jest vyhodno zavésti daldf pomocny whel y rovnie

3
Vg 1o = tey;
odtud zndmymi obraty vypoéteme
- V_ L sin 2y’
= |=1p ; 2p |
Yoy = l 5P sin 2y * 'V3 cotg 2y

Jest tedy v tomto pifpadé jeden kofen kladny a druhé dva
komplexné sdruZené.

y) Je-li koneéné 4 = — D < 0, jsou u, v komplexn{ a lze
pséti (viz Schwarz, str. 8)

— 3¢+ V=D=—4¢+i|/D=r(cosp + ising),
takZe

= V;l.,_p’, cos p = — }¢q i;

Dle Moivreovy pouéky (viz Schwarz, str. 9) vypoéteme
3

%= y—ﬂ+ V‘H"-i' = /= $p (cos ¢ + i sin §¢),
o= —4¢— 3¢+ #p*= V=P (cos ¢ —isinigp).

Tak dochdzime ke vzorcim

% = 2)/—pcos iy,
Y= — ) — 4P (cos j¢ + |3 sin}p) = -

2-28 17



= —2])/=5p(cos 120° cos }@ + sin 120° sin 1) =
=2 V:-;Ecos (120° — } @)
a podobné
v = — 2 = 3p cos (120° + }9).
Uloha 7. Reste dle vzorci uvedenych v ba, b rovnice:

8) 2 — 3z 4+ 8 = 0; [z, = — 2,492, T, = 1,246 4 ¢1,280];
b) z® — 9z — 8 — 0; [3,3723; -— 1; — 2,3723].

¢) Rovnice ¢tvrtého stupné se fesi vidy pomocf jisté
rovnice stupné tfettho a jest mnoho zpusobi, jak lze tuto
kubickou rovnici — zvanou resolventou — odvoditi. Zde
uvedeme metodu Langrangeovu médlo pozménénou. Obecnd
rovnice 4. stupné jest
bt a4+ b2+ cx+d=0.

'V -nésledujfefm odstavci se dozvime, e levou stranu alge-
braické rovnice lze psti ve tvaru

(z—m) (2 —a,) ... (2 — 2p),
kde =, 2,, ..., Z, jsou kofeny této rovnice; lze tedy danou
rovnici étvrtého stupné pséti takto

(2 4 g,z + b)) (2 + a3z + by) = 0.

Provedme ndsoben{ a porovnejme koeficienty pii stejnych
mocningch z:
o, +ay=a, b+ b+ aa;=0b, g, + ah, = ¢, b= d.
Refenfm rovnice prvn{ a tret{ dle a,, a, obdrZfme

— =k ez

b —b b —by
cot dosazeno do druhé rovnice dévé
—a*h,b, + ac (b, + b)) — ¢ _ b

(by + by)* — 4byb,

a tuto rovnici lze pomoc{ &tvrté rovnice pedti-takto

b+ b+

18



—ad + ac (b, 4 by) —c?

(bl + b2)2 -

b, + b, +
posléze
(b + b, —b (bl + by)? + (ac —4d) (b, + by) —
—(a%d —4bd + c?) =0
a to jest hledand resolvents.
Piseme-li

bl + ba = E’
zni tedy resolventa
£ — b2 + (ac — 4d) € — (0% — dbd + ¢?) = 0
a m4 tfi kofeny, z nichZz — jak pozdéji dokdZeme — jest jeden
jisté redlny; znaéme jej £;. Z rovnic
b+ by=§&, bby,=d

uréime b, a b, a snadno i @, a @,. Nyn{ miZeme napsati levou
stranu dané rovnice ¢tvrtého stupné ve tvaru souéinu dvou

kvadratickych trojélent; tak pohodlné uréime kofeny dané
Tovnice.

Na pi. resolventa rovnice z*+ pr+ g= 0 jest

—4gE —p* = 0.

Zkufenost uéi, Ze FeSend rovnic ¢tvrtého stupné i pfi jedno-
duchych koeficientech jest namsahavé, proto se velmi asto
provéid{ feSeni nékterou z pribliZnych metod.

Ulohae 8. UkaZte, %o koteny reciproké rovnice

‘ :r:‘+a:r"——bx’+az+l=0
jsou z, =tgfl;,, x,=—cotgph,, = tg By x4=cotg fy,

2/ + 2 .
Ve + 2 a+ l/b T3 tg o = sin 2f,,,.

[Prvni substituce uZijte pro vyjédfeni kofenti pomocné kvadra-
tické rovnice, 3 pomoci nfZ se dané rovnice reciprokéd pfevadi
na dvé rovnioe kvadratické; kofeny t&hto dvou rovnic upravte
pomoci dalSich dvou substituct. ]

pii em% tg2x =

2+ 19



3.
POMOCNE VETY.

‘a) Gaugs dokdzal (viz Schwarz, str. 26), Ze algebraickd
rovnice stupné n-tého o koeficientech at redlnych éi komplex-
nich m4 pfesné n kofeni, které mohou byti reilné i komplex-
nf, jednoduché nebo vicendsobné; pti zjistovini podtu kofenu
nutno pak ndsobnost jednotlivych kofend vziti v dvahu.
Znaéme levou stranu rovnice (1,1) symbolem f(z); snadno se
ukdZe, je-li 2, kofen rovnice }(x) = 0, Ze f(z) jest délitelno
vyrazem r — z,; jest totiZ

Hx) — f(z,) =

=ay (2" — ;") + a, (@' — ")+ . Gy (2 — 1)

Zde kaZdy z rozdila v zdvorkédch jest délitelen dle znimsé ele-
mentarni véty rozdilem z — z,; tento rozdil budeme nazy-
vati kofenovym ¢initelem, nebo téZ linedrmnim faktorem,
mnohoélenu f(z). Jest tedy f(z) = (z — x) fi(z), kdeZ f\(z)
jest mnohodlen stupné n — 1. Avak rovnice f,(z) = 0 m4 dle
Gaussovy véty opét kofen z, (miZe bytii z, = z,) a opét jest
hiz) = (x — z,) fy(x), kdeZ fy(2) jest polynom stupné n — 2,
takle f(z) = (x — z,) (x — z) fy(z). Takto postupujice ukd-
feme, %e f(z) jest aZ na ndsobnou konstantu rovno
(z=<z). (2 — x) ... (x — z,). (Ukaite, Ze tato konstanta
jest a,.) :

I jest
[(@)y=ay(z—2) (z— ) ... (z — ). (3,1

Provedeme-li ndsobenf v (3,1) a porovndme-li koeficienty
u stejnych mocnin z na levé a pravé strané, méme tuto sou-
stavu dulezitych rovnic:

n+ 2+ ...+ 2= —ﬂ,

Qo
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a
11?3‘*‘ Hzg+ ...+ Tn + zn=a—2:

0

Jsou to vztahy mezi elementdrnimi symetrickymi
funkcemi a koeficienty dané rovnice (Schwarz, str. 30).

Uvafujme nyni pouze o rovnicich s koeficienty reél-
nymi. Je-li kofenem rovnice komplexni é&fslo « + f¢, jest
kofenem i éislo komplexné sdruZené o« — fi. O prvnim kofenu
plati totiZ

fa+pi)=P+iQ=0, tj P=@=0,
tedy i
P—iQ=0,
aviak levd strana této rovnice jest vlastné f(x — fi), je tedy
fla — 1) =0, c. b. d.

Uloha 9. RozloZte v sou&in linedrnich &initeli mnoho¥len
fz)=d—2d— 2 4+ L. [(z— 1) (z 4= 1) (z? + 1)]

Poznimka 1. Snadno sestrojime rovnice — oviem ne-
algebraické — jeZ nemaji Z4dného FeSeni; na pf.

3+ (Jzra|=1, ¢l |Jzt+4l=—2,
coZ neni moZno. Rovnéz rovnice
1+ 24+ 224 ...ininf. = — 1

nema %ddného Fedeni: proc?
Rovnice 3% = 0 nemd zddného koneéného fefeni (t. j. jeji
kofen nelze napsati Z4dnym konechym é&islem).
Pozndmka 2. Déleni mnohoélenu linedrnim faktorem
provadime pohodiné Hornerovym schematem; postup
objasnime na zvld$tnim piikladé. Délme oby&ejnym zpiiso-
bem
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(®®—622+ 112 —8): (x —2) = 22 —4x | 3.

— 22 4 222
—422 4 1z
422 — 8z
3z—6
—3z+ 6
0

NapiSeme nyni schema
j1]|—6j11]|—6|
21| —4] 3] 0 |
jez vzniklo takto: Nésobme 1 dvéma a pfiétéme k — 6,
vzniknou — 4; ndsobme — 4 dvéma a pfiétéme k 11, tak
vznikne 3; ndsobme posléze 3 dvéma a pli¢téme k — 6,
vyjde 0. Cfsla 1, —4, 3, jak z provedeného délenf jest patrno,
jsou koeficienty hledaného podilu.
Aviak tohoto schematu lze se znaénou vyhodou uZiti
i tenkrédte, kdyZ déleni mnohoélenu vykazuje zbytek; zby-
tek tento pak stanovime takto:

1@ _ o+ 2,

r—a r—a

kde? f,(z) jest mnohoclen stupné niZ&ftho nez f(x) a A4 je zby-
tek. Ndsobme rovnici x — a; dostaneme

f(@) = h(z) (x —a) + 4;

poloZime-li z = a, pak jest 4 = f(a). Tohoto vysledku éasto
uZfvéme k stanoveni funkénich hodnot.
- Na pf. jest stanoviti f(1,1), kdyZ
f(x) = 2% + 523 4 22 — 8,
Pi{sluiné schema:
| 1] 5] 1] 0 | —8 |

LI | 1617718481 | 1,3201 |
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dévd
f(1,1) = 1,3291.

Uziti Hornerova schema jest mnohostranné; jeho opakova-
nim lze dany mnohoélen pohodiné rozvinouti dle mocnin
linedrnfho vyrazu.

Na pf. jest rozvinouti mnohoclen
»—6z2 4 1lz —6
dle mocnin (z — 4); mi tedy byti
' & —6z2 4 1z —6 =
= 4o+ A(x —4) + Ay(x —4)® + Ady(x —4)%.

Koeficienty A4,, 4,, A;, A4 lze urditi postupnym délenfm Hor-
nerovou metodou upravenou do tohoto schematu:

|1 —6 11 —6 |
4|1 —2 3 6] =4,
1 211 | =4,
1 6 — = 4,,
1 = 4,

takZe -
¥ — 622 4 Nz —6=
=6+ 11(x—4)+ 6 (x—4)2 + (z—4)>

Uloha 10. Uka¥te, jak s pomoci této metody lze v rovnicich
.z:"+ax’+bz+c—0 a x84+ az? +bx* 4 cx 4 d=0 od-
straniti kvadraticky resp. kubicky &len.

[Rozvn]ﬁte rovnicové mnohofleny dle mocnin r — } a resp.
z—}a

b) Zisadni dileZitosti pro numerické fefeni rovnic jest
véta Bolzano-Weierstrassova (Schwarz, str. 28, Kossler,
str. 62). Ta plat{ za jistych podminek, které pro mnohoéleny

jsou splnémy; zni pak:
Budte f(z) = 0 rovnice (1,1) a @, b redlns é&isla;
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koneéné f(ag) a f(b) budte opaénych znamének; pak
v intervalu (a; 6) leZ{ lichy poéet nulovych bodu
rovnicového mnohoélenu f(z) éili lichy poéet kofenu
dané rovnice. Jsou-li v3ak f(a) a f(b) tého% znameni,
pak bud neni v tomto intervalu zddny kofen nebo
jest tam sudy podet kofend. (Je-li néktery z nulovych
bodi vicendsobny, nutno vziti pti ivahich o poétu kofend
jeha nésobnost.)

Tato véta jest podkladem t. zv. separace kofena zédleZe-
jicd ve stanoveni dosti Wzkych intervali, v nichZ se nalézé
jediny kofen dané rovnice.

Na pf. méjme rovnici
Hx) =322 — 827+ 8 =0,
zde jest f(0) = 8, f(1) = 3, f(2) = — 8, f(3) = 35. Leii tedy
mezi 1 a 2 a mezi 2 8 3 po lichém poctu kofent; tedy v jed-
nom z téchto intervala jest jisté jeden a v druhém nejvyse
tii kofeny. Intervaly (1; 2) a (2; 3) miZeme vhodnou volbou
daliéftho éfsla zdZiti; jest na pi. f(1, 5) = — 3,81, f(2,6) =
= 0,19; leZ{ tedy v jednom =z intervali (1;1,6), (2; 2,5) je-
den a v druhém nejvySe tfi kofeny.
¢) 8 mnohoélenem .
f() = @pz™ + a2 4 a2 + ...+ a
\izce souvis{ mnohodlen
f'(2) = nagzr—' 4+ (n — 1) gy2n—2 + ... + a,;
&tendf znaly pottu diferencidlniho rozpozniva v ném prvni
derivaci zdkladniho mnohoélenu a vi, %e ji znaéime f'(z).
Aviak &tendfi neznalému diferencidlniho poétu postaéi vy-
tvarny zdkon tohoto pfidruZeného mnohotlenu a necht mu

zachové nézev i znak prvni derivace f'(z). Podobné prvni de-
rivacf pravé odvozené prvni derivace jest

nin—1az" 24+ (n—1)(n—2)apz 2+ ...+ 2.1 .q,
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a tento mnohoélen budeme nazyvggi druhou derivaci mnoho-
¢lenu f(x) a budeme ji znaéiti f"(z). Podobné jest tfet{ deri-
vaci daného mnohoélenu
(@) =n (n — 1)(n — 2) @z"—® + ... + 2. 3a,_s,
étvrtou derivaci ,
MN(=x) =
=nn—1)(n—2)n—3)aa**+ ..4+4.3.2a,
atd., n-td derivace pak jest
fx)=n(n—1)(n—2)..2.1.a,= nla,;
jest tedy nezavisld na z; o vyssich derivacich stupné vy&stho

neZ n at plati
f(”+1)($) — f(n+2)(x) =..=0.

o) Zejména prvii derivace rovnicového mnohoélenu hraje
v numerickém fefeni rovnic dileZitou tlohu. Casto se ufvé
véty:

Nejvétsi spoleény délitel mnohoélent f(z) a f(z)
udévd viechny vicendsobné linedrni faktory f(x)
a to tak, Ze ndsobnost téchto faktorli jest o jednu
niZéinez v f(z) (Schwarz, str. 18 a n.).

Na pf. spoleény délitel mnohoc¢lena

2 —2A—2x+1 a 5xrt—423—1
jest — jak obvyklym zpﬁsobem'vypoéteme — (z—1), proto
jest (x — 1)? obsaZeno v f(z) beze zbytku a z = 1 jest dvoj-
nisobnym kofenem rovnice dané.

f) Dosadme z = 0 do

(@), f' (@), (=), ..., f*)(z).
Vysledek dosazeni jest

Ap = I(O): Ap—1 = /,(O)v 2(1"_2 = f”(O), cery ”!an = /(n)(O)’
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talZe 1ze psati (pfi zménémém poi'a.di mocnin)
H(=) = f(0) + —/(0) + 357 f o+...+ —f‘”’ (0).

Tento vztah se nazyvd pouékou Mac Laurinovou.

Odvodime si nyn{ vztah obecnéjsi. Je-li a libovolné &islo,
jest f(z 4+ a) mnohoélen téhoZ stupné jako f(z), avSak o ji-
nych koeficientech:

Hx) = dga* + A, 27! + ... + A,

Hiledajice postupné derivace obdrZime:
f(z+a)=ndagr'+ (n —1) djan—2 + ... + 4,
Fz+a)=nm—1)42z" 2+ (n—1) (n —2) A4z"3 +
+ oot 24,

[z 4 @) = nldg;

poloZme opét x = 0, jest pak:
(@) 4 fM(a)

“Tn = I(G), Zn—l = ,’(a): Zu-~-2 = "—2" y reny A= —n_
takZe jest:

fla+ a) = fla) + L2 5 1 LD

+tor @t +

,(ﬁ)(a)
n! z

Tento vztah nazyvime vétou Taylorovou.
9) O redlnych kofenech algebraickych rovnic f(z) =0,
f'(z) = 0 plati duleZitd véta Rolleova (Kdssler, str. 81):
Mezi dvéma redlnymi kofeny rovnice f(z) = 0 leZi
nejméné jeden kofenrovnice f’'(z) = 0; je-lijich vice,
jest jich lichy pocet. (I tentokrate nutno vziti v Gvahu
ndsobnost kofeni.)
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4.

POMOCNE VETY. (Pokra¥ovini.)

._a) Véty Rolleovy uZijeme k odvozen{ dvou vét udivajicich
horni hranici poétu kofeni obsafenych v jistém intervalu.
Maji-li dva za sebou jdouci élenové uspofddané algebraické
rovaice totéZ znaménko (-, +; —, —), pravime, Ze jejich
znaménka tvoli shodu; maji-li znaménka opacénd (4-, —;
—, +) tikdme, e tvoii zménu. Descartes odvodil podivu.
hodné jednoduchou vétu, jak z poétu zmén znamének lze
souditi na potet kladnych kofent. Byly podény ¢etné dikazy
této véty; uvedeme zde krisny dikaz prof. dr. K. Petra,*)
v ném# jsou spojeny dvé dikazové metody, éasto se v mate-
matice vyskytujici: nepiimy dikaz a vplnd indukce. Uvé-
dime doslovné znénf tohoto dukazu.

,,Véta Descartesova pravi, Ze rovnice
f(x) = ayz™ + a7* 1 + ... 4- @y = 0 4,1)

m4i nejvyse tolik kofend kladnych, kolik v posloup-
nosti

ay, Gy, Ay, .., Ay 4,2)
jest znaménkovych zmén; je-li takovych kofeniu
méné, je jich méné osudy poéet. (Pii tom se éleny po-
sloupnosti (4,2), jeZ jsou rovny nule, nepotitaji.)

Véta vyplyvé z téchto soudi:

1. Pocet kofeni kladnych rovnice (4,1) & potet zmén zna-
ménkovych v posloupnosti (4,2) jsou &isla stejné parity
(t. ). jsou soucasné vyjadiena sudymi nebo lichymi é&isly).

2. Véta jest platna pro rovnice stupné prvého.

3. Véta je platnd pro rovnice stupné n-tého, plati-li pro
rovnice stupné n — 1.

Nebot' kdyby véta Descartesova nebyla platné pro rovnice
stupné n-tého, existovala by asponi jedna rovnice n-tého

*) Casopis pro pdstovéni matem. a fysiky, 86, str. 49-—54.

4
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stupné f(z) = 0, jeZ by pfi uréitém poctu p zmén znamén-
kovych méla vice kofeni kladnych nez p, tedy aspon p + 2
kofenu kladnych (dle soudu 1). AvSak rovnice f'(z) = 0, jeZ
jest stupné n — 1 a m4 nejvySe p zmén znaménkovych, méla
by dle Rolleovy véty aspon p -4 1 kofent kladnych, coZ
vi8ak jest proti pfedpokladu, Ze véta Descartesova jest platna
pro rovnice stupné n — 1.«

Abychom stanovili horni hranici pro pocet zdpornych ko-
feni, uvaZujeme o rovnici /(— z) = 0, t. j. rovnici, kterd ma
koreny opaéného znameni neZ rovnice pivodni. Pak pocet
zmén uddvd horni hranici poftu kladnych kofeni rovnice
f(— z) = 0, ¢&ili horni hranici poétu zdpornych kofeni pu-

vodni rovnice. -

Véta Descartesova — jak z odvozeni patrno — zustavé
v platnosti, i kdyZ nékteré mocniny neznémé schézeji. Tak na
PF. v rovnici uvaZované v odst. 3b

34— 8234+ 8=0

jsou dvé zmény, mé tudiZz tato rovnice nejvyse dva kladné
kofeny; lze tedy fici, Ze tato rovnice mi v intervalech
(1; 1,5), (2; 2,5) po jednom kladném kofenu. Ponévadz rov-
nice s kofeny o opaéném znaménku

3t 4 8224+ 8=0

nem4 #édnych zmén, nema Zddnych kladnych a pavodni rov-
nice Zddnych zdpornych kofeni; mi tedy pivodnf rovnice
dva kladné a dva komplexni kofeny.

Ulohy. 11. Uka¥te, jsou-li x,, x, reilné kofeny rovnice
3rt — 823 + 8 = 0, Ze je]i kofeny komplexni jsou dény rovnici

= 0.

+ (5 + 2g—$)z +
12. DokaZte, Ze rovnice
™t L oga™ 4- b = 0,

kde m, » jsou &isla celé, kladnd, mé nejvyse dva kladné kofeny
a %e horni mez podtu kofenl zdpornych uddvé polet zmdn

31::1:
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v posloupnosti -
1 +a(—1m+ b(—L)ym+n,

Lb) Dokéseme nyni vétu Budan-Fourierows.
Rovnice f(x}y =0 m4é v intervalu (a,b), 0 < a < b,
f(@) & 0, f(b) & 0, nejvysSe tolik kofeni, o kolik md

posloupnost
/((l), f’(a)’ l”(a)) LER) /(n)(a)

vice zmén nezli posloupnost

1(8), £ (B), f7(b), ..., fm)(b).
Mé-li kofenu méné, jest rozdil mezi ziskanym
poétem zmén a poétem kofeni éislo sudé.

-

Ponévad? jest
() =ay (x — z))(x — zp) ... (£ — ),
jest
fz + a) =
—g(z+e—z)zt+a—g)..(z+a—a,)
takZe kofeny rovnice f(z + a) = 0 jsou
T, —a,z,—a, ..., T, —a;
jsou tedy pro kladné a o veli¢inu @ mensi a pro zdporné a

o tuto velidinu vétsi neZ kofeny puvodni rovnice. Budiz ddle
0 < a < b. Z véty Taylorovy plyne

o+ o) = fl@) + = fa)+ 5 @) + -+ 2 gy = o,

x2 n
fz+0) = f0) + T/ ®) + 57 FO) + .. + = f) = O;

pocet zmén v prvni rovnjci znaéme 4, v druhé B. Prvni rov-
nice dle véty Descartesovy mé nejvyse A kladnych kofeni,
tolikéZz kofeni mé pivodn{ rovnice vétfich neZ a; podobné
pavodni rovnice m4 nejvySe B kofent vétiich ne? b. Vétsich
kofenid neZ @ m4 piivedni rovnice 4 — 2x a vétiich neZ b mi
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B — 28, kde? x => 0, § > 0. V intervalu (a, b) m4d tedy dand
rovnice A — B — (26 — 28) koteni. Uplnou indukei doké-
feme, Ze —2x + 2 < 0.

Pripustme, %e tato véta plati pro rovnice stupné n — 1
a %e neplat{ pro rovnice stupné n. Pak existuje aspon jedna
rovnice stupné «, kterd v rozvojich f(z + a) a f(z + b) vyka-
zuje Aresp. B zména vdaném intervalu mi 4 — B 2y, ko-
fend, kde » > 0. Dle véty Rolleovy f(z) =0 pak m4i
v témZ intervalu A — B + 2»;, — 1 4 2r kofenu (r => 0);
k tomn pak pristupujf jesté kofeny leZici mezi a a nejmensfm
kofenem rovnice f(z) = 0 a mezi nejvétsim kofenem této
rovnice & b. Uhrnny poéet téchto kofenii znaéme g, takze dle
této dvahy md f(z) = 0 v uvaZovaném intervalu celkem
A — B+ 2, + 2r + g — 1 kofena (¢ = 0). Aviak dle véty
Buden-Fourierovy platné pro rovnice stupné n —1 mé
f(x)=0 celkem kofeni 4 — B —¢— 2y, kdez » >0,
£ = 0; 1; znaménka totiZ stanovime z posloupnost{

f'(@), "@), ..., [™)Xa); '(b), ["(B), ..., ['*)b).
Porovnénim obou vysledkt jest 4 —B —e—2v =4 —
—B+2n+2r4+p—1¢li 2m+r+r)+o0=1—¢

takZe platf .

bud 2(»;,+v+1r)+po=1,

nebo 2(», +v+7)4 0= 0.
V prvnim piipadé tedy dle pfedpokladi o znaménkdch ve-
li¢in tam vystupujicich mus{ byti » =v=r=0, g =1,
a v druhém y, = vy = r = 0. V obou pi{padech jest », =0,
kdeito piedpokiad znél v, > 0. Tak jsme ukédzali, Ze ni3
predpoklad o. neplatnosti véty Budan-Fourierovy pro rov-
nice stupné n nenf spravny, mus{ tedy platiti opak naSeho
predpokladu, t. j. véta plat{ i pro rovnice stupné n, platf-li
Ppro rovnice stupné n — 1. 4

Doké?eme nyn{ sprdvnost véty Budan-Fourierovy pro

kvadratickou rovnici

fi@) =zt + pz+g=0;



je

f(2)=2z+ p, ["(2)=2>0.

«) Jo-li A — B = 2, jest moZné pro

Ha), f'(@), 1"(a); f(b), f'(B), f"()
jediné toto seskupenf znamének: +—+, +--+; v obou pfi-
padech jest f(2) > 0, /(b) > 0, tedy dle véty Bolzano-Weier-
strassovy (str. 23)-v intervalu (a; b) mohou byti nejvyse dva
kofeny.

B) Jeli A— B =1, jsou moZna tato seskupeni znamé-
——+, +++. Vidy tedy jest f(a) >0, f(b) <O nebo
fl@a) <0, f(b) >0, jest tedy v daném intervalu jeden
kofen.

y) Je-li posléze A — B = 0, jsou moZné tato seskupeni:
+—, +—+ nebo —++4, —++; —++, ——+;
__+, _'—+ i ——+, —++ nebo POSIéze +++,
++4+4. V drubém pipadé jest vesmés f(a) << 0, f(b) <O,
ponévadZ f(ao) >0 i f(—o) >0 (o znaménku substituce
xz =00, ¥ =—00 rozhoduje totiz znaménko koeficientu pfi
x2), le#{ po jednom kofenu v intervalech (— o0;a), (a; 00),
a v intervalu daném pak Z4dny kofen. V prvnim piipadé, po-
névad: f(a) = (@ — )@ — ) >0, f(b)= (b — z,)(b—
— z3) >0, mus{ byti soutasné a —z, =0, a — 1, =0
a soutasné b— 2,20, b—z,20. Ponévadi f(a)=
=@—x)+ (@—x) <0, mus{f byti a —2, <0, a—
—x, <0, ¢ili @ < 2, a < x, & z téhoZ divodu b — 2, < 0,
b — xy < 0. To znamen4: Vét¥i z ¢isel a, b leZf pied mensfm
z kofenl1 z,, 7, které tedy nemohou leZeti v daném intervalu.
Vysledek t¥% jest i v pifpadé tietfm. Tak jsme sprévnost této
véty dokdzali pro n = 2; plat{ tedy pro kazdé celé =.

Je-li ddna na pf. rovnice
f(z) = a* 4 82® — 1023 4 z — 270 = 0,
jest pro x = 3, z =5 (stad{ stanoviti znaménka vysledki):
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f@)=—..,
FO =4 o PO =+ oo '@ =+ -y V@) = + .5
] f(6) =+ ...,
fG)Y==4 ... f'6G)=~+ ..., f"(6) = + ..., fI(5) = 0.
V druhé posloupnosti jest tedy o jednu zménu méné, tedy
dand rovnice m4 mezi 3 a 5 jeden kofen kladny.
Uloha 18. UkaZte, %e rovnice

flwy =10
mé v intervalu (a; b) nejvys%e tolik kladnych kofent, kolik zm&n
maji koeficienty rovnice

(14 up f %L:) —o.
[PoloZte -
e L (b—a)u,
“Ttw T Tyu

jak se méni z, mé&ni-li se v od 0 do nekoneéna?]

'e) Véta Sturmova. Obé piedchozi véty, Descartesova
i Budan-Fourierova, uddvajf pouze horni mez kofeni v jistém
intervalu; snadno v3ak odvodime vétu udivajici poéet ko-
feni rovnice v daném intervalu pfesné. Rovnice

f(x)=az® + a,2" 14 a2 24 ...+ a,=0

méjz kofeny jen jednoduché; m4.li kofeny vicendsobné, sta-
novime dle vykladu tohoto odstavce prvni defivaci f'(z) a
spoleénym délitelem mnohoélent f(z) a f'(x) délime mnoho-
¢len f(z), tak dospéjeme k rovnici majici jen jednoduché
kofeny (Schwarz, str. 18 a n.).

Postupujme nyn{ tak, jako kdybychom hledali spole¢ného
délitele /(z) a f'(x), aviak zbytky vznikajici pfi déleni opati-
me znaménkem opaénym:

f(x) = q, f'(z) — g4(=),
1'(z) = gy go(x) — ga(),
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goa(2) = ¢, 95(%) — grs1(2),

In—2(T) = gn—1 Fn—1 (%) — gn(2).

Uvalujme nynf o zménéch znamének posloupnosti mnoho-
¢leni

f(x), l'(x)! gﬁ(z), . ;’ gﬂ(x) (= konSt’a'nta'):
(jich% stupné klesaji). Ponévad? kaZdé tii zZa sebou jdouci
mnohoéleny jsou spjaty vztahem

g1—1(z) = @1 ga(%) — ga+1(2),

plati, je-li z;, kofenem rovnice gi(z) = 0 v intervalu (a;b),
vztah

1—1(2) = — Gar1(z,y)-
Aviak mnohodleny g;,_;(x) a ga41(x) nemohou soucasné vy-
mizeti, jelikoZ by dle rovnice

| gi—2(2)) = qa1 a—1(%)) — gul=)
bylo té% g, _o(x,) = 0 a opakovanim téchto souda té% j'(z,) =
=0 a /(z;) = 0; ale pak by f(z) a f'(x) byly soudélné —
proti pfedpokiadu. Z toho pak plyne dilefity poznatek:
Kdyz se stane rovnym nule néktery z mnohoélent posloup-

nosti
f'(z), gs(=), -,
pak se podet zmén v této posloupnosti nemén{.

"Mohou totiZ nastati pro tfi za sebou jdouc{ mnohotleny
pouze tyto étyfi pifpady: Pro x = z, — ¢ jsou jejich zna-
ménka: ++—; +——; —+; ——+ & soudasné pro
z = z, + € jsou jejich znaménka: +——; ++—; ——+;
—1++. Podet zmén muZe se tedy zméniti pouze tenkréte,
kdy? nulou se stdvé f(x); pak pro kady kofen obsaZeny
v intervalu (a; b) ztrécf se jedna zména; nebot f(x) prechdzf
ze zdpornych hodnot v kladné, kdyZ f'(z) > 0, a z kladnych
hodnot v zdporné, kdyz /'(z) < 0.
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M4 tedy dand rovnice v intervalu (a,b), (¢ < b),
tolik kofeni, o kolik zmén m4 posloupnost

f(a), f'(a), gs(a), -.. 0))
vice neZ posloupnost
1(6), f'(b), go(d), .. @)

Poznamenejme, Ze postupné délenf nenf potfeba providéti
a% ke zbytku g,(z) = konstanta; sta¢f nalézti takovy zbytek,
aby v intervalu (a, b) neménil svého znaménka.

Na pt. rovnice
f(z) =322 —8224+8=0

puskytuje /' (z) = 122% — 242% ~ 2® — 222 (~ znad{, Ze jsme
vynechali neuziteného ¢initele), golz) = 422 — 8 ~ 22 — 2,
ga(x) = —zxz+ 2, g,(z)=—2. Potet kladnych kofenu
obdrifme kladouce @ = 0, b = c0. Znaménka pisluiné po-
sloupnosti (1) jsou +, 0, —, +, — (3 zmény), znaménka pii-
sludné posloupnosti (2) + 4 +—— (1 zména); m4 tedy tato
rovnice dva kladné koteny; abychom zjistili, kolik mé ko-
Fent zdpornych, polozme a. = — oo, pak posloupnost (1) md
znaménka +, —, +, +, —; m4 tedy tii zmény, tedy stejné
jako pro b = 0; rovnice nemé tedy Zddnych kofenu zépor-
nych. M4 tedy dva kofeny kladné a dva komplexné sdruZens.

Pro praktické uZitf jest dileZité toto upozornén{. Sestro-
jujice posloupnost Sturmovych mnohoéleni uZfvéme pouze
postupu obvyklého pii hledéni spoleéného délitele, nehle-
déme v8ak spoleéného délitele pfimo; proto miZeme
upustiti od ruznych obretd, jichZ se pii hleddnf délitele uzivé,
abychom do;péli k mnohotlenim o cclistvych kocficiontoch.

Tak na pf.*) budiz ddna rovnice

f(x) = 5,47xf — 3,38x% + 2,572 4+ 10,112% — 6,23z +

+ 5,43 = 0;

*) Runge: Praxis der Gleichungen, str. 185.-
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méme rozhodnouti o poétu redlnych kofeni a separovati je.
Pifsludné mnohoéleny jsou:
f(x) = 27,42 — 13,523 4 7,7122 4 20,222 — 6,23,
ga(z) = — 0,692% — 6,2722 + 4,48z — 5,27,
ga(x) = — 257022 + 1890z — 1990.

Déle netieba poéitati, jelikoZ rovnice gy(x) = 0 mé komplexn{
kofeny a gy(z) pro viechna ¢&fsla redlnd md znaménko zd-
porné. Koeficienty pak lze poéftati pfibliZné na logaritmic-
kém pravitku.

Kdy% @ =—a, jsou znaménka posloupnosti (1) —+ + —;

kdyz a = 0, jsou znaménka posloupnosti (1) 4 ———;
kdy% @ =+ o0, jsou znaménka posloupnosti (1) + 4 ——:
M4 tedy dand rovnice jediny. kofen redIiny a to zdporny; leZi
mezi —1 a —2.

Uloha 14. Stanovte Sturmovy mnohoéleny pro obecnou
rovnijci tfetiho stupné. UkaZte, Ze tato rovnice mé vidy jeden
kofen redlny. .

[Hz) = 2® + 3a,2% + 3a, + a3 = 0,

(@) ~ 2® + 20,z + ay,

9a(2) = 2(a,) —ay) T + (a0 — ),

0:(z) = D = — 4a% g, + 3a,%," + 6a,0,0, — 43, —a,? =

= 4(aq, — a,)* — (20,° — 33,0, + ay)*.]

5- M
HORNI A DOLNI HRANICE REALNYCH KORENU.

NeZ piikroéime k vlastnimu feSeni rovnic, sezndmime se
8 nékterymi vétami, jeZ ndm umoZnuji aspon pfibliZzné stano-
viti horn{ hranici kofenu kladnych. Dolnf hranice kofenu
zépornych jest pak ddna horni hranici kofeni klednych
rovnice f(— x) = 0; doln{ hranice kofeni kladnych a hornf
hranice kofenti zdpornych jest pak déna horn{ hranici kofend

kladnych rovnice ’(lz) = 0, resp. /(— é—) = 0; prod?
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a) Metoda Newtonova. Rovnice, kterd nems zmén, ne-
muZe miti kofenti kladnych. Podafi-li se nim tedy stenoviti
¢islo @ tak, aby koeficienty rovnice

fz +a) = f@) + 3 /'(a) + 37 / (@) + -

nevykazovala Zédnych zmén, pak rovnice f(x) = 0 jisté ne-
m4 24dnych kofenu vétSich neZ a, t. j. a jest horni hranice
kladnych kofenit této rovnice.

Prakticky pak postupujeme takto: Je-li d4na na pf. rov-
nice

f(x) = 25 — 423 — 82 + 162 —48 =0,  (5,1)

jest -
: fla) = a®— 4a® — 8a? + 162 — 48,
f(@) = 5a% — 1242 — 16a + 16,
f'(@) = 20a® — 24a — 16,
{"(a) = 60a2 — 24,
¥ (a) = 120a
f¥(@) = 120.

Poé¢neme si vEfmati mnohoéleni; f¥(a), fIV(a), /"(a); nabyvaji
kladné hodnoty, kdyZ a = 1, }*(a) jest viak zdporné; f"(a) se
stane kladné pro a = 2, av3ak jeité {'(2) > 0; proa = 3 jest
if(8) > 0. Jest tedy @ = 3 horn{ hranici kladnych kofeni.

Dolnf hranici zdpornych kofeni nalezneme z rovnice
f(— z) = 2 — 423 + 8a% 4 16z + 48 = 0. Snadno nalez-
neme +1 jako hornf hranici kladnych kofeni této rovnice
a —1 jako doln{ hranici zdpornych kofent pivodni rovnice.

b) Metoda Mac Laurinova. BudiZ a; absolutn{ hodno-
tou nejvétdi zdporny koeficient rovnice

aoa,'"+a1x"“1+ o+ a,=0:

pak jest
x D
M) > ao—lal @ b e =
Tl — ) 1—z—
——l_lai|_1—_—x—_1——l—|ai|—7_—l.
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jakmile. jest 2 dostatedné veliké. Dosadme sem

|a,|
z=1-+4-
. : o °
pak jest po snadné dpraveé
/(I + e l) > ay.

Ponévads predpokldddme a, kladné, jest i leva strana kladné

il

éislo, takzie 1 4+ Lo | 2 jest horni hraniei kladnych kofent

této rovnice.

Pro rovnici (5,1) difve uva¥ovanou vychézi jako hornf
hranice kladnych kofeni velmi hrubé 49 a jako dolnf hra-
nice zdpornych kofend — 5.

c) Lepf pfibliZzenf d4vé metoda Lagrangeova. Bud a,
prvnizéporny a a; nejmens{ zdporny koeficient dané rovnice;
podobné jako diive jest

(=) —
e A BT T
+ap— @[ (a7 ) =

] — g—ntr—1

- a‘,z'—l + o2+ ... +a—|a| — (a)
vyraz ("’) obsahuje ¢leny vesmés kladné ai na predpo-
sledni, jenZ ve spojeni s prvnim zni g 2’ —! — alai |l_

jeliz >1 +l/| il , jest agr ! > ay (z — l)’—l > la‘ll
pak i rozdil ayz—! — la‘l ]est kladny. Tudiz z > 1 +
+l/| jest horn{ hranici kladnych korenu této rovnice.
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V nafem pifkladd (5,1) jest horni hraniei kladnych
koteni 1- |/48 < 8, dolnf hranicf z4pornych koteni
— 1+ JH=—3

d) Jeité lepsf hranice poskytuje nékdy metoda Tille-
tova. BudiZ a; absolutni hodnotou nejvétsi, a, prvn{ zdporny
a a, nejvétsi z kladnych koeficient dané rovnice; ponévadz
jest

r—8

a5 1> a, (x—1)y—1 > l l pro z>1+ VI a|

jest pravé strans nerovniny (a) klad.mi takZe rovnice f(z)=0
nem4 vétdich kofenli ne%

1+V|a:|

- @) Pojednejme jebtd strudné o celistvych a racionilnich ko-

fenech rovnice
() = aga® 4 a;z" 1 4 ... + an = 0,

kdez ay, a,, ay, ..., a, jsou ¢isla celistva. Je-li z = p : q ko-
Fenem této rovnice, musi po tGpravé byti

ap" + ap* g+ ... + ang* =
Predpoklidejme, Ze p,q jsou ¢isla nesoudélnd; ponévadz
viechny &leny aZ na posl:dni jsou délitelny p, musf byti t{mto
¢fslem délitelno i a,; z téhoz davodu musi byti délitelno
¢éislem g také &islo a,. Tato véta ndm muZe slouZiti k nalezen{
raciondlnych kofenii.

Jejim duleZitym duisledkem jest tato véta: Je-li @, =
=1, a,, a,, a,, ..., a, opét Cisla celistvd, jsou kofeny rovnice
f(z) = 0 bud ¢&isla celistvd, nebo irraciondln{. Abychom tedy
nalezli celistvé kofeny této rovnice (md-li je oviem), staéf
zkouseti, je-li kofenem rovnice néktery z déliteli (at klad-
nych &i zdpornych) éisla a,. Pfi vySetfovéni pak lze uZfti
riznych obratd; na pf. je-li f(z) délitelno z— p, jest
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f(x + 1) délitelno (z F1—p) &ili f(d- 1) jest délitelno
pF1 -

UkaZme postup na zvldStnfm pifkladé:

flx)= a2t — 523+ 222 4+ z 4 28 = 0.
V tvahu tedy pfichdzeji ¢fsla 4-1, -2, +- 4, +7, 4- 14, 4-28.
Prostym sluéovdnim koeficientlt této rovnice zjistime, Ze
ani 41 ani —1 neni kofenem rovnice. Nékterym z difve
uvedenych pravidel zjistime horn{ hranicj kofent nebo mozno
pouziti tohoto obratu, jehoZ s vyhodou i jindy lze uZiti:
(28 — 52°) 4 (222 + z + 28) = 0

jakmile z > 5; jest tedy hornf hranic kladnych kofent + 5;
dolnf hranicf zépornych koteni jest —1. Staéi tedy uvaZo-
vati o dé.itelich 2, 4.

Aviak f(1) = 27 jest délitelno 2— 1,4 —1, f(—1)= 35
jest délitelno 4 + 1 a nikoliv 2 4 1, muZe tedy celistvym
kofenem byti pouze z = 4, Staéf tedy budto do rovnice do-
saditi x = 4, nebo provésti délenf z — 4. Takovd dilenf pak
provédime nejrychleji metodou Hornerovou; zde na pt.:

| 1]—5] 2| 1]28
1| I —1|—2|—7] 0

takZe
(tt—B8+ 22+ 28) : (z—4)=2* — a2 — 22— 1T.

Ijl.oha. 15. Stanovte hornf a dolni hranice reélnych kofeni
rovnice

28 —pxt + 32 — a2 4+ 162+ 20=0

& nalezn&te celistvé kofeny! [Dolni hranice je — 1; hornf + 5;
celistvy kofen z, = 4.]

6.
PRIBLIZNE METODY K RESENI ROVNIC.

a) Jiz pfi vykladu o vété Bolzano-Weierstrassové (str. 23)
jsme se zminili o separaci kofeni, t. j. o stanoveni interveald
v nichZ se nalézé jediny kofen rovnice. Naif snahou jest, tyto
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intervaly co nejvice zhZiti; pak kterdkoliv hodnota v tomto
ziZeném intervalu jest piibliZnou hodnotou tohoto kofens
a muZe se stati vychodiskem k presnéjifmu jeho uréeni. Pro-
vedeme FeSeni na zvla$tnim piikladé

28+ 324 —423+ 622+ 122 —8=0.

Dle véty Descartesovy mé tato rovnice bud jeden nebo
tfi kladné kofeny a jisté jeden a jen jeden kofen zdporny,
jeliko¥ f(— z) = 0 m4 jen jedinou zménu. Posloupnost Stur-
movych mnohoélent zni

f(z) ~ a8 - 22 — 222 + 2z 4+ 2,

go(x) = — &8 & 22° —4a? — 10z + §8,
go(z) = — 23 + 1022 — 119,

gz) = 8422 — 9z — 176,

golz) = 2267z — 2402,

go(z) > 0.
Pofad znamének
pro z=— je + ——+ +—- (4 zmény),
pro z=0 je —+ 4+ ———+ (3 zmény),

pro =0 je +-+——+ + -4 (2 zmény);
m4 tedy naSe rovnice jeden kofen kladny a jeden zdporny,
déle dva pary komplexnich kofeni.
Horn{ hranice dle Lagrangeovy metody jest pro kladné
5

koteny 3, dolnf hranice pro kofeny zdporné — 1 — V12 =
= — 2,2. Déle jest f(— 2) = 136, f(— 1) = — 6, f(0) = —S8,
f(1) = 10; jest tedy zadporny kofen mezi —2 a —1 a kladny
kofen mezi 0 a 1. Metodou Hornerovou vypoétéme f(—1,5):
| |1] o] 3] —4| 6| 12| —8|
|—16|1|—1,5]5,25] —11,88|23,82| —23,73| 27,59 |
f(0,5) = — 0,80. Tak jsme tedy oba intervaly zdfili na
(—1,5; —1) a (0,5; 1).. Vypoitéme jektd f(— 1,1) = — 2,43,
1(0,68) = 0,93; lezi tedy kladny kofen v intervalu (0,5; 0,6);
ponévad? f(— 1,2) = 2,36, jest zdporny kofen mezi —1,1
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a—1,2. Tak bychom mohli pokradovat déle a oba intervaly
zuZovat a tim oba kof‘eny lépe a lépe uréovat; skuteéné se
tak nékdy i v praxi postupuje. Ale tato metoda jest piili§
pnmltlvnf a zdlouhavé; proto jiZ ddvno byly vymysleny me-
tody sice sloZitéjif, avsak rychleji vedouef k cili.

Y s

, !

d; 2 v
)
]

a,ffa)

of-——--

Obr. 1. Metoda regula falsi.

b) Metoda regula falsi (obr. 1). Predpoklidejms, Ze
se nﬁﬁ'\_ﬁoda.nlo zjistiti, Ze vintervalu (z; b) le#{ jediny kofen
rovnice f(z) = 0, takie f(a) a J(b) jsou opaénych znamének.
Z analytické geometrie jest zndmo, Ze z4vislost ¥y = f(x) ur-
¢uje jistou kiivku, kterd osu X, jejiZ rovnice jest y = 0, pro-
tind v bodech, jichZ usecky hovi rovnmici f(z) = 0. Metoda
regula falsi nds uéi nahraditi oblouk kfivky y = f(z) v in-
tervalu (a; b) seénou uréenou body (a; f(a)), (b; f(b)) & misto
priusedfku kiivky y = f(x) s osou y = 0 hledati prisecik
této sedny s touZe osou. Rovnice seény zni

(O —fe)

y—fle)= a),

jeji priaseéik s osou y = 0 ]est.

e e _aib)—bi@),

/(b) @~ o =i OV
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nebo uije-li étendf znaly determinanti obvyklého symbolu

=

a, b { N N |
Ha), f(b) | " | Ka), f(b)

1. Re¥me tuto tdlohu: S bodu lezfctho na povrchu koule
jako stfedu jest sestrojiti kouli o takovém poloméru, aby
objem &olkovitého utvaru tak vzniklého byl roven poloviné
objemu dané koule.

Znadime-li a polomér kruZnice obéma kulovym udsedim
spoleéné, v, vyiku tsede na kouli o poloméru 1, v, pak vysku
tiseCe na kouli o poloméru g, jest dle dlohy

{na®y, 4 L wv,® 4 frav, + vl = §7;
z jednoduché planimetrické dvahy plyne
u=140% v=e—1ie’ @*=¢' —e’
po dosazen{ a zjednoduden{ dospivéme k jednoduché rovnici

4. stupné
: 304 —80*+8=0,

kterou budeme fediti pfibliZné. Pro tuto rovnici jsme jiZ
v pfedchozim odstavci (viz str. 34) stanovili Sturmovy mno-
hotleny
'(e)=0®—2¢% gile) =0 — 2, gal0) =—0 + 2, 9.(0) — 2.
Znaménka pak nasledujf takto:
Prog= O'jsou znaménka mnohotl. + 0 — -+ — (3 zmény),
pro o = 1 jsou znaménka mnoho¢l. 4+ ——+ — (3 zmény),
pro o= 2 jsou znaménka mnohoél. — 0 4 0 — (2 zmény),
Pro ¢ = 3 jsou znaménka mnohocl. + + 4+ —— (1 zména);
m4 tedy nafe rovnice po jednom kofenu v intervalech (1; 2),
(2; 3), tloze vSak hovi pouze koten prvni. Poloime a = 1,
b =2, pak f(a) = 3, f(b) = — 8 & vzorec (6,1) divé

z;, = 1,3; /(1,3) = —0,52.
UZijeme-li téhoZ vzorce pro hodnoty ¢ = 1, b = 1,3, obdr-
£fme
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) z, = 1,23 a }(1,23) = — 0,0204;"
hodnoty 1 & 1,23 daji
z, = 1,2284 a f(1,2284) = — 0,008.

Lze se viak obejiti bez vzorce (6,1) a to po této Gvaze:
Nahrazujice oblouk piimkou, nahrazujeme vlastné pifmou
umérnost] zdvislost mezi piiristkem nezndmé hodnoty ko-
tene a vysledkem substituce pfiblizné hodnoty do rovnico-
vého mnohotlenu, tedy zdvislost mnohem sloZitéjsf. Jest to
tyZ obrat, kterého uZivdme potitajice logaritmy pétim{st-
nych &sel z logaritmi ¢éisel étyrmistnych; i zde predpoklé-
dime, Ze na pf. zména logaritmu ¢éfsel leZicich mezi 12,34 a
12,35 déje se pi{mo Gimérné k tisicindm téchto éisel. Postup
tento sluje linedrn{ interpolace 8 lze ho vydatné
uZfti k FeSenf numerickych rovnic. VyloZime jej na snadném
piikladé. Jest fefiti rovnici

2 + 8z — 10 = 0;

pondvadz (1) = — 1, {(2) = 14, le#f kofen mezi 1 a 2. Na-.
pidme si toto schema

z=1, f(x)y=—1,

z=1+e¢ [(x)=0,

z=2, f(z) = 14;

stoupne-li pfibliZnd hodnota kofene o 1, stoupne vysledek
dosazeni, t. j. f(z) o 15, musi tedy stoupnouti o ¢ aby
vzrostla hodnota f(z) o 1, t. j. na nulu. Regula falsi nebo
vlastné linedrn{ interpolace &ini nyni predpoklad, Ze tyto
vzristy hodnot f(x), které se mohou stdti i o éisla ziporna,
jsou pifmo mérné vzristim hodnot z; jest to pfedpoklad
pravdeé tim bliZ&f, &im interval dany obéma, pfibliZnymi hod-
notami je uZii. V nafem pifpadé jest £:1=1:15, takZe
e = 0,07. Jest tedy z, = 1,07, f(1,07) = —0,21.

NapiSme si opét schema,:
z = 1,07, f(z) = —0,21,
z=107+¢ [(x) =0,
=2, f(x) = 14;
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z ného vyplyva dméra
. €:0,93 =0,21: 14,21,
odtud ¢ = 0,014 a pak
z, = 1,084, f(1,084) = — 0,054.
Opakujice tento postup pro pribliZné hodmoty 1,084 a 2,
obdrZfme
e = 0,0032, x;= 1,0872, ((1,0872)= —0,018.
Muazeme véak pokrafovati i extrapolaci. ‘

Pii interpolaci usuzujeme na pribéh funkee uvnit¥ inter-
valu z hodnot, jakych nabyva na hranicich tohoto intervalu;
pii extrapolaci pak soudime na pribéh funkénich hodnot
mimo tento interval rovnéz z téchto hodnot. Jest tedy na
snadsé, Ze tento odhad byvs zatiZen vétsf chybou neZ pfi inter-
polaci. V naSem piipadé: 3 = 1,0872 vzrostlo z x, = 1,0840
0 0,0032 a zdroven vysledek vzrostl o 0,036; 1ze tedy oéekd-
vati, vzroste-li z, o 0,0016 na hodnotu z, = 1,0888, Ze vy-
sledek substituce se bude velmi blfZiti nule; skuteéné jest
£(1,088) = 0,0012.

Této metody se uzivé zejména pii Fefeni nékterych iloh
finanén{ aritmetiky. Uvedeme jednoduchy piiklid. Diuh ve
vydi 100000 K byl umoren pfi dekursivnim tiroéen{ 40 splat-
kami ve vy3i K 5000,— splatnymi vidy ke konci kaZdého
roku; které byla tirokové mira? Ulohu fe¥f rovnice

5000 5000
100000%——-+—+ -+ —a
pii demz r=1+414,i= l—g—O, p jest tirokové mira. Zbavi-

me-li se zlomkii, jest ndm co é&initi s rovnief 40. stupng, kterou
Ize razné upraviti; se¢teme-li viak v pivodnf rovnici se vy-
skytujicf{ geometrickou fadu, obdrzime

a0 —1)

100000 = 5000 A1y
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co¥ piedstavuje vlastns rovnici 41. stupné (m4 o kofen 1 vice
ne# rovnice predchozi). Cisla
™m—1
™ (r—1)
znadi se a-:—l a jsou sestavena v tabulky, kterych uZijeme k fe-
Senf rovnice a%l = 20. V tabulkdch nalezneme pro n = 40
¢islo nejbliZe niZsf a nejbli%e vy3if k 20 a sestavine si toto
schema
0,0376 __
an = 20,551,
i
a4—01 = 20,
0,04 _
oG = 19,793,
odtud odvodime iméru ¢ : 0,25 = 551 : 758 a z ni ¢ = 0,18,
takfe pribliznéd hodnota pro tirokovou mfiru jest
3,93%.

Obr. 2. Kruh rozptileny kruZnici o stfedu A.

1 p#i feen{ rovnio transcendentnich lze této metody uZiti.
Jest ddna kruZnice o poloméru 1, s bodu na jejim obvodé jako
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stfedu jest opsdna kruZnice o poloméru p: je stanoviti g tak,
aby spole¢nd plocha obou kruhii méla obsah rovny poloving
obsahu prvniho kruhu. ~

Budiz 04 =1, AB=p. X CAB= ¢, pak p = 2cos }¢p
(obr. 2). Spoleéné plocha je sloZena ze dvou tseéf, z nichZ
prvoi, patifef k prvnimu kruhu, m4 obsah

 }(2n—2p). 12 + }.1? . 5in2p =7 — ¢ + sin g cos @,
druhg dse¢ pak mé obsah
0% —}e? sin ¢ = 2¢ cos® jp' — 2 cos? }p sin @,
takZe jest
T—@+sin @ cos ¢4 2cos? ¢ .p—2co? fpsing = In
gili '
gin @ (cos ¢ — 2 cos® }p) — @ (1 — 2 cos? {p)= —in
a posléze
sing —@cosp —im=0.
Volme a = 4z, b= {x pak . ,
fgm)= 33— in= 0,342, f3n) = 1 —jn = —0,571;
z Gméry ¢ : = 0,342 : 0,913 vypotteme ¢ = 0,0627, tak¥e
@1 = $7— 0,062 = 0,605z = 120° — 11,16° =
= 108,84° = 108° 50’, f(p,) = — 0,01.
Opakovénim tohoto postupu pétimfstnymi tabulkami ko-
neéné vypotéteme ¢ = 109° 11’ 20", p = 1,158.%
| ¢) Avdak oblouk kiivky y = /() lze nahraditi jekt& jinou
primkou a to teénou vedenou v nékterém bodé udaném pfi-
bliznou hodnotou hledan¢ho kofene. Smérnice teény v bodé

(%15 ) jest f'(z,), tetna pak .

y—Ha) = [(z) (z — =z .
a jejf pruseéik s osou z, udévajici pipadné lepf hodnotu ko-
fene, jest
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{EN]
=y — 1, 6,2
Ry (eY ©2
S pomocf z, poditdme
[(z,)
= 23— ———— atd.
i 2 (22)
Refme na pf. rovnici
f(z)= 28+ 82®—10=0;
pak volme z =1
['(z) = 5x* + 242, .
potom f(1)=—1, f(1) =29 a
2, =1 + o, = 1,035, (1,035) = 0,0575;
8 pomoc{ hodnoty f'(1,035) = 31,42 vypodteme
zy = 1,035 — 0,0018 = 1,0332, {'(1,032) = 0,0005.

Podobné postupujeme i pfi rovnicich transcendentnfch,
tu oviem nutno znéti derivace i funkef jinych ne# racionél-
nich celistvych. Méjme na pf. tuto dlohu: Kruh o poloméru 1
jest rozdéliti se¢nou ve dvé vsefe v poméru 1 : 2.

Men3{ tse¢ mé tedy obsah rovny tretiné daného kruhu,

takZe lze psdti
n.12.¢ 1%sing =x
%0 2 3
s v mife obloukové

jop—feing=ja

flp) =9 —sing—2x=0.
Je viak: f(n) > 0, { 27) < 0, volme
n=1$@+§n)={=,

f(§7) = n — } — gz = 0,0236,
fip)=1—cos g, f(§) =1— cos ="1,8680, ,

¢ili

pak
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0,0236
@ =4 — 1,_862_0 = $n — 0,013 = 2,605

¢ili ve stupnich @, = 149° 15', f(@,) = — 0,0007. Znaéime-li
U, obsah mensf a U, obsah vétdf visede, jest

U, = n— 0,00035, U, = 2z + 0,00036
a
U, : Uy = 0,4996.

Nutno viak poznamenati, e nékdy hodnota 2, uréend
8 pomocf tecny jest od hledaného kofene vzddlenéjsi, Ze
tedy Newtonova metoda nevede k cfli. VyZSetfiti, jaké vlast-
nosti kiivka y = f(x) v okolf svého pruseéfku s osou X musi
miti, aby tomu tak nebylo, pfesahuje rémec tohoto spisku.*)

“ T

Obr. 3. Metoda Newtonova.

Zde uvddime jen vysledky: Metoda Newtonova dévé po-
stupné lepsf a lepsi pfibliZné hodnoty kofenu & rovnice
f(z) = 0, kdy% v intervalu (z,; &) resp. v intervalu (§; z,)
nestdva se ani f’(z) ani f”(x) rovno nule (éili k¥ivka y = f(x)
nemé v tomto intervalu ani vrcholu ani inflexntho bodu)
a kdyz f(z,) a f"(x,) jest téhoZ znameni. (Pfipojeny jsou
obrazce 3 a 4; prvni z nich znézorfiuje piipad, kdy metoda
Newtonova k cfli vede, druhy pak, kdy tato metoda selhdvi.)

) Viz na pf. Laska-HruSka: Teorie a praxe numerického
pocitdni, str. 270.
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Obr. 4. Ptipad, kdy metoda Newtonova nevede k cfli.

ljlohy: Reste metodou regula falsi nebo Newtonovou tyto
rovnice:

16. 2® — 2x — 5 = 0. [2,09455)

19. 28 — 324 — 232® + 512 + 942 — 110 = 0.
[4,980; — 4,016, 8,070; — 1,952; 0,918]

18. 28 — 4 — 2 = 0. [1,519, — 0,508; — 1,244,
0,1117 4 20,349}

19, =4 + 2° — 32 — z — 4 = 0. [1,7633, — 2,198]

0. z log £ — 1 = 0. (Zde regula falsi jest vyhodn&jki, pro&?)

2,6062

21.[ sin & —]— zcos z = 0. [4,4934]

82, zz = 100. [z = 3,569729]

28, z\¢%) = 2. [z = 1,47668)
24, 2z + 3z = 4z. [z = 0,73909]
25. Ctenaf znaly hyperbolickych funkef necht se pokusi
o FeSeni rovnic
ztgh 2 — 1 = 0. [1,9897]
tgh z . tgh = = 1. [0,9375; 3,9274; 7,0686)
26. LeZaty valcovy kotel o objermnu 15001 jest naplnén 8091
vody; jak stoji voda vysoko!?
[r —sinz = 4z, z = 2,8248 t. j. 161° 51’
v=r(l 4+ cosizx) = 1,15187]
£7. UkaZte, mé-li rovnice
GT" + ...+ ar—1Z +ap =0

jediny kofen blizky nule, %e jeho pfiblifné hodnota jest
— ap : ay—1. [Metodou Newtonovou).
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28. S bodu na obvodu kruZnice o polom&ru 1 jest opsati
kruZnici o polom&ru g tak, aby obsah spole¢né plochy obdma
kruhtim byl k-krate v&t3i neZ obsah daného kruha. UkaZite
vychézejice z piibliZné hodnoty ¢, = n(1 — k) pro stfedovy
uhel spoletné usele uZitim metody Newtonovy, Ze lepsf hod-
notou jest ;

a(l—F)
[sing —epcosg — (1 —k)n = 0]

d) Metoda iteraéni. Pfi této metodé postupujeme takto:
Levou stranu dané rovnice f(z) = 0 rozdélime vhodné ve dva
séitance f,(z) 4 fy(x), takZe obdriime rovnici f,(z) =
= — [y(z). To znamen4, e vypodet usecky prusetiku kfivky
y = f(z) 8 osou X nahrazujeme vypoftem useéck prise-
¢ka kiivek y = f,(z), ¥y = — fy(z). Abychom mohli pod{-
tati s Gspéchem, nutno voliti f,(z), /,(x) tak, aby v okolf
hledaného kofene bylo “ {f',(x;} | > | falzy) |, falzy) &= 0.%)
Vyjdeme nynf z hodnoty z, a feifme postupné rovnice

fi(zg) = — fo(=zy),
fi(za) = — f4(z,),

n(l — k) + tg 3kn —

fi(xe) = — [o(@r—1);

vypodet skonéfme, kdy% z, & z,—; se od sebe velmi milo lisf.

Jak se jevi geometricky tato aproximace, je patrno
z obr. 5 a 6. '

Prvnf z téchto obrézki vystihuje piipad, kdy f'(z)
i — f'y(z) v uvaZovaném okolf kofen .1 majf kladné znaménka
(teény svirajf s kladnym smérem osy X ostré Ghly). V tomto
pripadé se blfifme ke kofenu tym% smérem, pouze s jedné
strany; podobné tomu jest, kdyZ f',(z) a — f's(z) jsou obd
znaménka zéporného (teény svirajf s kladnym smérem osy X
thly tupé). Druby pifpad nastdvéd, kdyZ f'\(z) a — ['4(2)
jsou znamének opaénych (jedna teina s kladnym smérem
osy X svird whel ostry, drubé tupy). Tento pifpad jest pro

*) Viz té% Laska-Hrufka, 1. o, str. 277.
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vypotet vyhodnéjif, ponévad? k hledanému kotenu se bl-
Zime obq,ustranné, t. j. interval, v némZ jest hledany kofen,

Obr. 5. Urleni kofenu metodou iteraini v pifpad¥
11(®) >0, —[yz)>0.

--fi%)

Obr. 6. Postup pti iteradni metodd v pipad$
Fax) >0, —fy(x) < 0.

se ustaviéné zmenSuje, tak¥e za lepif pfibliZnou hodnotu
smfime vziti kteroukoliv hodnotu z tohoto intervalu, na pf.
aritmeticky stied obou krajnich hodnot.] oy Wl

/Vtuamr rsdidine preafe | ban e,
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Iteracemi lze dobfe fediti rovnice trinomické;*) jsou to
rovnice tvaru
Zmn 4 gz 4 b= 0,

kdez m, n jsou &isla celistvd, kladné. ReSme na pt. rovnici
f@)==z+4+62z—10=0

a piSme ji ve tvaru 5

x= VIO — 6z,

Derivace levé strany jest 1, pravé pak — ¢ (10—6::)_t,

jsou tedy ruznych znamének; dile jest v okolf x; = 1 abso-
lutni hodnota derivace strany pravé mensf ne absolutni hod-
nota derivace strany levé.

Postupné aproximace jsou:

=1, z, = 1,217,
x, = 1,32, zo = 1,226,
zy = 1,156, z,= 1,218,
z,= 1,247, zg = 1,219.

PonévadZ f(z,) = — 0,011, f(zz) = 0,008, lze uiti regula
falsi; dostaneme
zy = 1,2187, f(z,) = 0,00054.

Refime iteracemi rovnici
z® = 10.
Prepisme rovnici do tvaru - S
fz)= zlog x —1 = 0 ¢ili log z = %
Regula falsi pro z = 2 a = 3 dév4 priblizné
x, = 2,25;

derivace levé strany jest v okolf x, kladnd, derivace pravé
strany je zdpornd.

7*)76i)séhl.\" vyklad o nich viz Laska-Hrufka, l. c. str. 230.
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Nyn{ jest . !
log 2, = o= = 044444, z,= 2,9782;
volme nyni
2y = ’1—*2'—1’ = 2,516, log z, = 25—116 = 0,3975, z, = 2,497.

Ponévadi jest f(xy) = 0,0076, f(z,) = — 0,0144, vypoiteme
dle regula falsi
zg = 2,6029;

daldi iterace da:

1

log z4 = = = 0,39954, z, = 2,5095.

s

Aritmeticky stied zy a x4 ddvd
z, = 2,5062, f(=,) = 0,00001.
V praxi jsou nejcastéjs{ tvary
z = g(z);

pak podminka, za které lze iterace uZiti, jest

vl?"(xl) | <1

( .
Ulohy: 29. Redte iteracemi rovnici e—2 = 1 — }z.
{Zavedte substituci z = 56 — = a vyjd&te od hodnoty z = 0,1;
Stvrtd iterace davéd z, = 0,0349, paté pak tutéZ velifinu.)

80. ReXte iteracemi rovnici

CL}‘;;— ! 1,621 (cosh & — 1) — 0,111 = 0
pi¥ice ji ve tvaru 1,621 (cosh z — 1) = -c"sh:z*l — 0111 &

vychdzejice z hodnoty =, = 1,390.

[z, = 1,470, z, — 1,466, z, = 1,462, f(1,462) = — 0,0031;
viz autorovu stat Exaktni vypotet vedeni na velikych rozpétich;
Elektrotechnicky Obzor, 1934, ses. 23.]

81. Ukn¥te, %o kvadratickou rovnici

\ 4+ pr+qg=0
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lze Tediti iteraci

nm o=ty
m4-li rovnice kofeny redlné rizné, dospivéme tak k hodnotd
v&tstho kotene.

82. Metoda Newtonova jest vlastnd iteraci; kterd jest pod-
minka, kdy jest ji moZno uZiti?

(i) - f(z0)] < F3(20)]
o) K vypottu redlnych kofent sloui{ jeSté jiné metody,
2z nich struéné popiSeme jesté Bernoulliovu (Graeffeovu) a
Lagrangeovu. .
Metoda Bernoulliova. Predeviim nutno se zminiti, jak
Ize soucet tychZ mocnin viech kofent dané rovnice vyjadriti
pomaoci koeficientd této rovnice (Schwarz, str. 39).

BudiZ déna rovnice
g2+ a4 ...t ap g+ a,=0,

jeif koteny budte x,, z,, ..., z,; nezileZi na tom, jsou-li
vesmég rizné a redlné. Plat{ o nich -

47" + @ 2," 1+ ...+ gy =0,

G2 + a2 - .. 4 @y =0,

QT a2y 1+ ... 4 ay = 0;
sefteme-li tyto rovnice a piSeme-li

gttt otttz =

20+ 20+ 20+ ... T ==,
obdrZime .

Co8n + B8y + - 1 Ga8y= 0. )
Nisobfme-li pfedchozf. soustavu rovnic postupné z,°,
z.', ..., &y, kdeZ » jest ¢islo celistvé kladné, obdrzime vzoreo
obecnéjsl
GoBnsr + &8 4v—1 + ...+ g8y = 0,

platny pro viechna celistvé kladnd ». O soultech &, s;, a;,
.+ 851 pak plat{ vztahy
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8, =ay +a,=0,
8, = ay3, + 0,8, + 2a,= 0,
83 = ag8y + a8, + a8, + 323 =0,

Sp1 =081+ a% 2+ ...+ (n—1)a1=0.
O sprévnosti téchto rovnic se presvédéime tplnou indukef.
Pripustme, Ze tyto vztahy plati pro viechny rovnice stupné
n, & zabyvejme se rovnicf -
(@pz" + @121 + ... + Bp) (Z— Zpt1) =
= @z*t1 + (@) — @Zp41) T + (B3 — A Tps) ¥ 1 +
+ ot (@ — Gy Tny1) T—ApZpy1 =
=ga"tl+aar+ ...t apz+ a,41=0, 41 F 0.
Budi 0 < k< 7n—1 aznadme
A N N N e
& vypoltéme, éemu se TovnA vyraz
S, =ag@, +a38_1+a8_s+..418,1<v<n—1.
Dosadme do levé strany za 5,1, 5,, ag, ey a.; _al, 3,, 5,, e 8}
snadno vypoiteme, %e
S, =08, —2,,18_,=0
Provedme tento vypocet podrobnéji pro v = =. I jest
Sp = aypn+ 01301 + Ggtp_g + ... 4 nay =
= 8y (8a+ Tn41) + (@ — GoZns1) (81 + Zh41) +
+ (@ — @y Zn11) Bz + Z3d) + ... +
+ (@n —Gni Tnt1) (89 + 2%n41) — NAp Tpyy =
= (@g8n + @13n—1 + -+ + @a8) +
+ (@e%h+1 + @z F1 + oo + CpTas) —
— Zn+1 (@8n—1 + @853+ ...+ Cpy &) —

n—1 n—=2
— Zpt1 (BTn 41+ QT 1 T+ - -+ Gy) — Np Tyy;

66



aviak vyraz v prvni zdvorce jest identicky roven 0, vyrazy
v druhé a ¢étvrté zdvorce se rusf; zbyvajicf ¢leny lze psiti ve
tvaru

— Zpt1 (GeBn—1 T+ G8n—p 4 .. + @18y + nay),
coZ jest identicky rovno nule. Pripad z,,, = 0 jest velmi
jednoduchy. '

Plati-li tedy ona soustava rovnic pro n, plati i pro n + 1.
Ze platf pro n = 2, t. j. pro kvadratickou rovhici

ay2® 4+ a,x + a, = 0,
jest zfejmo ze znimého vztahu
ao (zl + xz) + al = 0,
Ze plati pro » = 3, zjistime primym vypoctem:
a8, + a, = 0, ags, + 0,8, + 2a, = 0.
Plat{ tedy soustava i pro n = 3 atd. a plat{ obecné.
Méj% nynf dand rovnice pouze redlné koteny, o nichZ plati
|2 | > 123 > [ 2] > > 2]
a budiZ nad to jesté | x, | znacéné véts{ | z, |.
Podil
Sme1 B4zt 4 !
8m ™+ "+ ...+ ,"

lze psati téz ve tvaru
’ x\m 1 r\™ 1
g N
S 1 _ 351 1'1

PR z,\™ zp\™
1+(—) +...+(_)
R2
a ponévads za nasich predpokladi se séitanci v ¢itateli i jme-

novateli — druhym poéinajic — pro velkd m bliZi k nule,
Ize pséti
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Podobné jest

m

= z\™. z,\™
e [ B

coZ se pro velkd m blizi k z,. PiSeme

m
V’-‘Fn —> %
Resme timto zpisobem rovnici
2 — 192 — 30 = 0;
vysledky jsou uvedeny v této tabulce:

m
m 8m Smil:8m ‘ V;"
} 2 38 2,4
i 3 ; 90 8 ’
4 : 722 4
5 ' 2 850 : 6 ‘
€ 5 16418 | 46 | 5,04
7 75 810 ‘ 5,2 4,98
8 397 442 | 4,7 5,02
9 1932 930 5,1 4,904
10 9 825 698 \ 5,003
|

pii éemi s, potitime podle vzorce s, = 198, 5 + 308,_,
m 2> 3. Skuteéné dana rovnice mé kofen 5.
Nejmensi kofen rovnice majici jen redlné koteny pak ur-

¢ime, hleddme-li nejvétsi kofen rovnice z" f % = 0.

Zékladni myslenka této metody-byla riznym zpisobem
pozménéna a zdokonalena; na pi. astronom Encke upravil ji
tak, Ze 1ze nalézti i ustatni resIné koteny; rovnés tuto metodu
lze upraviti i pro vyhleddvéin{ kofent komplexnich.*)

*) VrizizALéska-Hruéka, L. c. str. 290 a n.
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f) VyloZfme nynf na zvl4Stnfm piipadé metodu Lagran-
geovu.
Nejdive si feknéme néco o Fetézovych zlomeich; zaéneme
opét pirikladem.
Zlomek 1 lze psiti postupné takto
1 1
W=z 17— I+

ponévadZ
_ 1 -1
H=mn~11rg
a déle
1 1
LA TRy Sl g
a podobné
1
i"'m:
Ize tedy pséti
1
p=g, 1
TTegl
2+

Vyraz vpravo sluje fetézovym zlomkem nebo prosté fetéz-
cem ¢fsla 44; velipi Gasto se prosté pife

37=1(1,122,2),
pii tom &sla uvedend v zdvorce slujf ¢dstedn! jmenovatelé.
Je-li déno ¢fslo Fetézcem o nékolika milo édsteénych jmeno-
vatelich, vypoZiteme toto &islo postupnymi dpravami; na pf.

I B 1 1 _
= - a = = l
l+24—%+1 1+;-+ 4 1+—7
ry 12+ 1 2+ﬁ
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1 1 30
- 13 .. 13 43
tsmm 1w
V mnohych otdzkéch vy33i algebry i analyse hrajf dilefitou
tlohu Fetézce majfcf nekoneénd mnoho édsteénych jmeno-

vatela.
Nynf se obratime k vastnf metods. Jest Feliti rovnici
f(2) = 2® — 322 + 5& — 2= 0.
Tato l1'ovnice m4 jediny kladny kofen mezi 0 a 1; poloZme

z=—, rovnice prejde ve tvar
1

223 —522 4 31, —1=0
8 mé jediny kladny kofen mezi 1 a 2, takZe lze psiti z, =
=14 -}’- Po dosazen{ do posledn{ rovnice a po tipravich
méme

2+ 22—z, —2=0.

1
Tato rovnice m4 opét kofen mezi 18 2, t.j. z,=1+ =
3
coZ vede k rovnici .
JA

d— 4z —4z,—1=0,

1
majfcf kofen mezi 4 a 5; proto x; = 4 + p Dalsi pomocné
4

rovnice znéj{

17242 — 1222 — 82, —1=0, z,= 1+ a:l'
5

1
da — 1921 — 302, —17=0, 7, =6 + —
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Vysledek lze psiti ve tvaru Fetézovébo zlomku:

1 .
z=1,1 | =(1,1,4,1,6,...).
14— 1
ity 1
6 + x4
‘Vynechdme-li x;, obdriime postupnou dpravou z = $i=
= 0,5467. [f (0,5467) = — 0,00002]

g) Velmi uZiteénym dopliikem naSich dvah by byly vy-
klady, kolik jest komplexnich kofeni dané rovnice obsaZeno
v dvojrozmérné oblasti, na pf. ve étverci nebo v kruhu
o sttedu (0; 0) a poloméru r, jakoZ i nauka o separaci téchto
kofenu, na pi. dle redlné ¢asti, a o pfibliznych metodéch pro
uréeni téchto kofenu. Aviak k tomu jest potfeba zniti né-
které véty z teorie funkei komplexnich i algebry, jichz zna-
lost u étendfe sbirky Cesta k védéni nelze predpoklidati;
¢tenaf necht se obrdti na pf. ke knize zde jiZ 6astéji citované
Léska.-Hrugka, str. 248 a n. — Nebylo by sprdvno se
domnivati, Ze praxe nepotfebuje zniti komplexnich kofeni;
gvycarsky matematik Hurwitz na pf. na piéni vynikajfciho
konstruktéra parnich turbin Stodoly vySetfil podminky, aby
kofeny rovnice sudého stupné mély zdpornou redlnou é&dst.
Stodola téchto vysledki s dspéchem pouZil pfi stavbé turbin
v Davosu.

Jisté nesndze pusobi rovnice majici t. zv. shluk kofenu,
t. j. maji dva i vice kofeni od sebe velmi mdlo vzddlenych.
Takovou rovnici jest na pf. rovnice

A+l — (4 4+ 1)r" 4+ 1 =0,
Fesici nékteré vlohy finanéni aritmetiky (viz odst. 6b). Tato
rovnice m4d jeden kofen 1 a druhy o nékolik m4lo setin vétai;
jinou rovnici tohoto druhu udal Mehmke b
! 4 27— 23 4 0,692z — 0,232 = 0;
tato m4 tfi kofeny, jichZ pfiblizné hodnoty jsou
z, = 0,564, x, = 0,569, x, = 0,437.
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Pro fedeni téchto rovnic podal Lerch zvldétni metodu
zaloZenou na inversi fad.*)
£ Uloha 88. V které rovnici stupnd &tvrtého jest s, = 1, 8, = 2,
2

1
8 =3, 3, = 42 [x‘—xs—ﬁ—ﬁ—‘;_!: 0].

SOUSTAVY ROVNIC O NEKOLIKA NEZNAMYCH.

(8
SYSTEMY LINEARNICH ROVNIC.

S fefenim systému dvou linedrnich rovnic

a,z+ by +¢, =0,
a,x + by 4+ cg =10

nebo tH takovych rovnic

a4+ by+cez+d =0,
ayx + byy + ¢z + dy = 0,
ayx + by + ciz+ dy =0

— ptipadné i vice rovnic — za pfedpokladu, Ze tato soustava
vede k jedinému koneénému redeni, setkal se ¢tenif jiz na
niz8{ stfedni 3kole a vi ze zkuSenosti, Ze vypoléet nezndmych
neposkytuje Zddnych zvldstnich obtiZi, jsou.li koeficienty
i absolutni éleny celistvd a mald &fsla; nesndze viak vzristaji
8 poitem nezndmych a s koeficienty vyjadienymi éisly vice-
mistnymi. Tu jest dobfe uZiti jistych schemat; velmi vyhodné
usporddinf doprovézené jednoduchou kontrolou pochazi od
Gausse.

“OvaZujme pro jednoduchost o prvnich dvou rovnicich
posledni soustavy. Souéet koeficienti a absolutniho ¢lenu

*) Viz Casopis pro péstov. matematiky a fysiky, ro¥. 46,
str. 225, 377.
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