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1. Uvod. Skalary, vektory, posunutf. V nasich tivahich
budeme predpoklddati znalost zikladd Euklidovské geo-
metrie trojrozmérného prostoru a nebudeme &tendfe unavo-
vati vyklady, co je to bod, pfimka, rovina, jak méfime
uiseCky zvolenou jednotkou délky, pojem shodnosti dvou
ttvart a pod. Spoléhdme se tu viplné na ndzor a obvyklé vy-
klady elementdrni §kolské geometrie a fysiky.

V tdvodé do fysiky v8ak pozndvime veli¢iny dvojiho druhu.
Skaldry maji pouze velikost, jako na pf. objem téles, hus-
tota, teplota, das, prace, energie, potenciil, elektrické mnoz-
stvi a j. K jejich uréeni sta¢i idaj na jediné stupnici (3kile)
a odtud pochdzi také jméno skaldr. ’

Vektory maji nejen velikost, nybrz jesté smér. Jsou to
na pf. posunuti, rychlost postupnd, zrychleni, sila, intensita
pole elektrického, magnetického, gravitaéniho, proud a ped.
Na fysikdIlnim rozmeéru veli¢iny pfi tom nezilezi: em je roz-
mér posunuti (vektoru), ale také je to rozmér elektrické ka-
pacity (skaliru).

Zikladni vlastnosti vektori odvodime si nejprve z nd.-
zoru posunuti jakoZto typu vektora a odtud pak vyabstra-
hujeme soustavu pozadavku (axiomi), kterym hovi obecny
pojem vektoru. Posunuti je takovy pohyb (bodu, télesa,
celého prostoru), pii némz viechny body opisuji usecky vz4.-
jemné stejné a rovnobézné téhoZ smyslu. Prejde-li pfi daném
posunuti QY bod 4, do bodu A,, souéasné body B,, C,, ... do
bodu B,, C,, ..., jest 4,4, 3 BB, 3 C,C, 3 ... Tento vek-
tor posunuti Q| miZeme zndzorniti iseckou 4,4, opatfenou
Sipem (obr. 1). Podstatnou vlastnosti Euklidovského prostoru
pak jest, Ze je mozno dal§im posunutim B (4,B,) ztotozniti
vektor 4,4, s predem udanym vektorem BB, = A4,4,.
V tomto smyslu pak fikime, Ze A, 4,, B,B,, C,C, piedstavuji
tyZ vektor v ruznych bodech prostoru 4,, B,, C,.

Vyslovné uvadéni této véty zdd se snad zbytedné, ale je tfeba

zdirazniti, Ze existuji prostory, v nichZ nelze mluviti o témi
vektoru v riznych bodech v uvedeném slova smyslu.
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Slovem vektor budeme tedy v dal§im rozuméti zatim po-
sunuti, a¢ pozdéji to bude pojem obecnéjsi.

Oznacovéni vektori je dosud nejednotné, ale pomérné
nejvice se vZilo oznadeni frakturou: a, b,¢,..., A, B, §, ...
Vektory jednotkové délky budeme znatiti malymi pismeny
téhoZ znéni s nulou nahofe, tedy a° b?, ...; poéet téchto jed-
notek v daném vektoru pismeny latinskymi 4, B, C,...,
a,b,c, ... Je tedy na pr.

A=4.a%c=c.¢
vektor QU (resp. ¢) absolutni velikosti A (resp. ¢) a sméru
jednotkového vektoru q° (resp. ¢?). Toto symbolické ozna-
dovéani vektori je sice nejstruénéjsi, ale stdva se pfi sloZitéj-
Sich operacich hromadénim dalsich symbold nedosti jasnym

.....

kladé soustav souradnic. O tom pozdéji.

2. Poditini s vektory. Secditdni vektoru. Zikladni
vlastnost posunuti v Euklidovském prostoru je tato: Dvé
posunuti Y =4, > A, =B,—~> B,, B=A, > B, =4,—>
— B, (obr. 1) po sobé provedens lze nahraditi jedinym posu-

A, A A:

Obr. 1.

nutim § = A4, B,, které sestrojime tak, e v koncovém bodé
A, vektoru U naneseme vektor B se zietelem k jeho sméru
i velikosti (B = A,B,) a spojime poddtedni bod 4, vektoru Q|
8 koncovym bodem B, vektoru B (vektorovy trojihel-
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n{k). Vysledny vektor ¢ nazyvéme souctem obou vektori
Ql, B a znadime
C=A+BVB=BJ+A 0
nebot' § nez4visi na pofadku obou posunuti (zdkon komu-
tativni). Pii vice s¢itancich obdriime postupnym priéitd-
nim s¢itanci soudet ’
B=A+B+C+...+ 8 (2)
vektorovym mnohoihelnikem obecné prostorovym, ve
zvld5tnim piipadé rovinnym. Plati téZ zdkon asociativni

A4+ BV)+EC=A+ (B + ). @)

Seéitanim #» stejnych séitanct Q nabyvéd smyslu ndsobeni
vektoru | celym ¢islem n, které piseme nY = QAn. Naopak
prechod od vektoru B = n k vektoru QY jest déleni vektoru

B celym éfslem n: Y = —711’- B. Tim pak nabyvd vyznamu

i’'symbol ’;” Q, nésobeni vektoru libovolnym zlomkem a ko-

neéné i kazdym redlnym éislem A (tedy skaldrem).
0déitdni vektori. Je-li vektor = 4,4, (obr. 1), zna-
¢ime vektor ropaény 4,4, = — QU jako vektor negativni
k pivodnimu. Odéftdni vektoru
QU pak definujeme jako pFi¢itani
vektoru — Q. Na obr. 2 mime
podle toho sestrojen vektor

C=BV—-U=B + (—A). 4,
Dile jest patrno, Ze
A—A=0,A+0=2A. (4)
Obr. 2. Tim je stanoven vyznam vektoru
nulového.

Nisobeni vektoru skaldrnim ¢islem A jsme jiZz definovali.
Pozadujeme pro né jesté platnost vztahi:
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(A4 ) U= 1A+ pA (prvy zdkon distributivni),
AU + B) = 1A + 1B (druhy zdkon distributivni), 5
A(uRA) = (Au) A (zdkon asociativni), (5)
1.A=2A; 0.2A = 0 (nulovy vektor).
Pro raciondlni 4, u plyne platnost téchto vztahu jiz z pravidel
o séitdn{ vektort.

3. Priklady a tlohy. 1. Vektory tého¥ smé&ru slovou koli-
neédrnf, jako a, Aa = 2. Plati-li tedy mezi dvéma vektory rov-
nice tvaru mAU = nB pro skaliry m, n, jsou oba vektory koli-
nedrni. P¥i pfimoarém pohybu bodu hmoty m (skalér) jsou vek-

tory drdha 8, rychlost v = -—:— 8, zrychlen{ pohybu rovno-

mérng zrychleného a = —i—b, sila P = ma, impuls P,, hyb-

nost mv vesmds vektory kolinedrni. Plati pro n§ zndmé rovnice
mechaniky pravé napsané. Také P, = mv. Vektorové podstata
viech t&chto velidin plyne z toho, Ze drdhy 8 jsou posunuti a %e
vSechny ostatn{ veli¢iny jsou z drdhy 8 odvozeny nasobenim (d¥-
lenim) skaldrem. Odtud plyne pak vektorové séitdni rychlosti,
zrychlem sil, impulsa, hybnosti.

. Jsou-li na pf. na obr. 1 vektory U, B sfly ptisobici na bod
Al, jest € = A 4 B jejich vysledmce (resultanta). Vektory
U, B, € tvorici vektorovy trojahelnik leZi v jediné rovind a na-

zyvaji se proto komplandrni. Zavedeme-li sflu ® = — G,
plati pro tyto sily vztah
A+ B+D=0 (6)

a jejich udinek se rusi. Koncovy bod vektoru ® splyvé s pots-
teénim bodem A4; vektoru 2, neboli vektorovy trojahelnik je
uzavien. PFi vice siléch P, (¢ = 1, 2, ..., n) pisobfcich v Jedmé

rovind jest vyslednice R =Py + P, + ... + P, = ZCD.-
v téZe rovmé 8 sestrojf se vektorovym mnohoithelnfkem (obr 3)

Zavedeme:-li op&t P = — R, jest P +ZCD,- = 0, mnoho-
i=] )
thelnik silovy se uzavird v bod8 4; uéinek sil na bod se rusf.
V obeoném pfipad® neni mnohothelnsk vektorovy rovinny,
nybr¥ prostorovy, ale vyraz pro vyslednici zistdvé tyZ i s da-
sledkem pro mnohothelnfk uzavieny.



3. NanAd¥ime-li rychlosti v; v rtznych okamZicich pohybu

z jediného bodu O, vyplni koneéné body t&chto vektorh &aru,
kterd se nazyvd hodografem daného pohybu (Mébius r. 1843).

B.

B D,
B T,

Obr. 3.

Na obr. 4 jest patrny hodograf ikmého
vrhu, pfi ném# k pavodni rychlosti v, se
za kaZdou vtefinu vektorov® pfidité zrych-
lenf q. Hodograf rychlosti je pifmka p.-
Rychlost na konei libovolné vtefiny ¢ jest Obr. 4.

=10+ g.t (6)
Vektory v;, jejichz koncové body leZi na piimce p jsou piikla-
dem vektori terminokolinedrnich, které jsou oviem sou-

éasné komplandrni. Rovnice (6) pfi promé&nlivém parametru ¢
jest vektorovou rovnici pfimky p.

Ulohy pro eviéend. 1. Dv& sily sviraji v bod8 A4 vhel «. Doka-
te, e pro absolutni “hodnotu R vyslednice plati: R? = P;? +
+§,’ + 2P,P; cos o.

Vypoé&téte z hodografu vodorovného vrhu rychlost v obec-
nép okamZiku vektorové i co do absolutni hodnoty.
EDokaite, %e pro dva kolinedrni vektory U, B plati A =

="PBt, kde t = A : B. — [Z rovnosti Aa = Bat plyne nutné
A = Bt.]

4. Vektory v soustavé soufadnic. V trojrozmérném pro-
storu vedme poédtkem O t¥i osy x,, z,, Z,, které nelezi v jedné
roviné a takové, Ze nejkratdi otofeni kladné osy z, do kladné
osy z, se jevi od kladného konce osy z, ve smyslu kladném
(proti ruditkdm hodinovym). Soustavu os nazyvéime v tomto
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piipadé pravototivou (obr. 5). Kdybychom zménili smysl
jedné z os v opaény, dostali bychom méné uZivanou soustavu
levototivou. - /srgee,

Obr. 5.

Libovolnym bodem M v prostoru vedme roviny rovno-
béiné k rovindm os soufadnic; tyto roviny utfnaji na osich
useky délek z,, x,, x; mérenych ve zvolené délkové jednotce.

Oznadime-li oba konce kaZdé osy riznymi znaménky
4+ a —, odpovidé kaidému bodu v prostoru jedini trojice
soufadnic z,, z,, , a naopak. '

Uhly ‘mezi osami W19, Wary W,y Mohou byt kosé, pak nazy-
vdme soufadnice kosodhlymi, nebo jsou vesmés pravé
a soufadnice senazyvaji pravouhlymi, nebo kartézskymi.*)
Vektor OM = ¢ slove posiéni (polohovy) vektor bodu M.
Nazveme-li ¢;° jednotkovy vektor ve sméru osy z;, (i = 1,
2, 3), muZeme psiti podle pravidla o séitand vektora

t= 2,6,° + Z,0,0 + z4¢5". (7

*) Podle zakladatele analytické geometrie René Descar-
tess, ktery se psal latinsky Cartesius.
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Vektory z se nazyvaji slotkami daného vektoru. Prove-
deny rozklad vektoru ve tfi nekomplanirni slozky. jest
jednoznaény. Nulovy vektor mi viechny slozky ziejmé
nulové. Kazdy vektor v rovineé ¢,%,° m4 slozku x,¢,9, tedy i 2,
rovno nule a lze jej psdti ve tvaru

a = z,¢,° + 7,¢,". (8)
Povazujeme-li z,, x, za promen.né jsou vSechny vektory a
komplandrnf vytvorujice rovinu e,%.°. Ana,loglcké véty plati
pro dalsi dvé soufadnicové roviny.

Mysleme si nyni libovolny vektor y = /N v bodé M,
nikoli v poé¢dtku. Kdybychom si v poédteéuim bodé M vedli
vektory e,% e,°, ¢, rovnobéiné s pivodné danymi v bodé O,
rozlozil by se vektor g také ve t¥i nekomplandrni slozky &fej
podle vztahu .
T= el Bod 4 £, (9)
Pro¢ pifeme indexy ¢initeld £ nahote, vysvitne pozdéji; do
zdvorek je nepiSeme, protofe zdména s mocniteli v daliim
nenastane. SlozZkami vektoru nazyvame ¢asto nejen vektory
Efed, nybr: i samotné &initele £f, kteff mohou nabyvati
libovolnych reilnych hodnot. Nazveme-li vektor ON =y,
jest patrné

t+ =19, neboli gt =p—r.
Je-li p = yye,° + y,6,° + yse,?, mame dosazenim
§i= Yi — ¥, (’L= l 2 3).

T¥i libovolné vektory definujeme jako linedrné nezé-
vislé, ned4-li se 24dny z nich vyjadtiti linedrné pomocf dru-
hych dvou; kdyZ tedy neni moZny vztah

00y + 085 + 4303 = 0
Pro jiné hodnoty oy neZ pro o; = 0. Naopak, plati-li uvedeny
vztah, jevi se zdvislost vektoru tim, Ze lez{ v jedné roviné.
Tfilibovolné linedrné nezdvislé vektory ¢; v bodé O slovou
base. KaZdy vektor g v O lze vyjddriti pomoci této base jen
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jednim zpisobem

& + Een + £%;,. (10)
Nebot kdyby platilo souc¢asné

T = 7'e; + 7, + 0,
dostali bychom odedtenfm obou vyjddieni
0= (8—n)e,+ (E—nY) e+ (B —n) ey

tedy rovnici tvaru (10), coZ odporuje predpokladu o nezdvis-
losti vektord ¢; kromé pifpadu &= 7. Trojrozmérnost
prostoru vystihuje axiom, Ze v kazdém bodé existuji trojice
linedrné nezdvislych vektorti; naproti tomu ¢&tyfi vektory
jsou vidy linedrné z4vislé, jak hned dokéZeme. BudteZ
a, b, ¢ tfi linedrné nezdvislé vektory o slozkich ay, by, ¢;, na
Pf. a = a,e; + aze, + aze;. Mdme dokizati, Ze pro kazdy
dali vektor D lze nalézti tfi ¢isla 4, p, » takova, aby

b= Aa + ub + »e. (1

Rozepifeme-li vSechny vektory slozkové v basi ¢, ¢,, ¢, po-
Zadujeme, aby bylo moZno feSiti rovnice

Aay + ub, + ve, = d,,

Ady 4 pby 4 ve, = dy, (12)

Aay + uby + veg = dy.
Resfme-li tuto soustavu pomoci determinantt (viz dodatek,
10) méme fefenf A=D,:D, u=D,:D, v= D;y:D. Pri
tom D jest determinant soudiniteli levych stran rovnic,
D; pak tyZz determinant, v némz i-ty sloupec ]e zagtoupen
giniteli d; na pravé strané. ReSeni mé vyznam, je-li D == 0.
To v3ak plat{ vidy, jsou-li vektory a, b, ¢ linedrné nezivislé.
Jejich linedrnf zévislost by vyzadovala totiZ platnost vztahu
ma + nb + pc = 0, neboli Feditelnost 3 rovnic

ma; + nbi+ pei =0, (1=1,2,3) N (13)
¢isly m, n, p, kterd nejsou vesmés rovna nule. Ale viechny
determinanty D;, D,, D; jsou tu rovny nule, protoZe majf
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jeden sloupec z nul. Pak by muselo byti také D = 0, jinak
by bylo m =n = p=0. Kdyby tedy byl determinant
D = 0, nebyly by vektory a, b, ¢ linedrné nez4vislé proti
predpokladu. Rovnice (12) jsou pak reSitelpy a ¢tyfi vektory
jsou vidy linedrné zdvislé.

Soufadnice kartézské predpoklddaji vesmés pravé
thly os soufadnic. Jednotkové vektory ve sméru os ozna-
¢ime i), {5, i- KaZzdy vektor ¢ bude pak vyjddien podobné
jako v (9) ,

r= &4+ &, + &, (14)
Toto vyjddren{ se nazyvé polokartézské. Vektor g je
oviem urden také jen slozkami (£, £2, £3) a miZeme jej
proto oznagditi prosté vektor &i. Totd oznateni je sloZkovsé,
kartézské. Vektory jednotkové jsou i, (1; 0; 0), i, (0; 1; 0),
i3 (0; 0; 1). Vektorové oznadeni g, U, b, ..., které nezdvisi na
soustavé soutadnic nazyvdme také invariantni.

6. Skalarni soulin dvou vektorii. V zdkladech fysiky se
ucf, ze sfla P (vektor) kond po dréze 8 prici L, pro kterou

L=P.scosf, (15)

znacéfme-li § thel obou vektoru a P, s jejich délky, neboli
absolutn{ hodnoty. Jinak feéeno, price se rovnd souéinu
dréhy s a pravoihlého primétu sily do sméru dréhy, nebot
slozka kolmé ke drize préci nekond (obr. 6). Price sama je
skaldr.

Ve vektorovém oznadeni ji nazyvime skaldrnim sou-
éinem obou vektori Y, 8 a piSeme strucné

L=9P.38=(P,8)= P.scos I/’\a.*) (16)

Je tedy skalirni souéin dvou vektord definovan ddelns rov-
nicf (16). Vieobecné:

(A, B) = ABcos (AB) = (B, A). 17)

*) Vedle ozna&eni P/.\S‘ pro uhel, budeme ufivati také z divodi
technickych znaku (PS).
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Vhodnost ndzvu ,,soudin‘ je podepfena také daldimi vlast.
nostmi definovaného vyrazu. Podle (17) plati komutativ-
nost. Skaldrni souéin se rovnd nule, je-li bud velikost (absol.

U 1)

Pcos/3 S
Obr. 6.

hodnota) jednoho z vektori rovna nule, nebo jsou-li oba
vektory k sobé kolmé. Dile plati zdkony distributiv-

nosti
(mA, B) = (A, mB) =m . (A, B), (18)
(U4 B O=RA+ B, =®AEC + (B, §). (19

Véta (18) plyne pfimo ze (17). Véta (19) plyne jednak z geo-
metrického ndzoru, nebo také ze znimé véty, Ze primeét
uzavieného mnohothelnika do jakéhokoliv sméru rovnd se
nule. Je to také jasné fysikdlné: price vyslednice dvou sil
A, B na drize § rovnd se souétu praci obou sil. Qpaéné
tvrzeni by odporovalo principu zachovéni energie.

Skaldrni sou¢in dvou stejnych vektoru

(A, A) = 42 .
znadi étverec absolutni hodnoty daného vektoru. Pro vektory
jednotkové jest (e, e) = 1.

Vlastnost (19) je tdZ jako vlastnost ¢isel komplexnich
v obyééjné algebie; vede proto k témuz pravidlu o ndsobeni
mnohoélenu mnohoélenem, na pf.:

A+ B+E€A + By =AW+ (B, W) +
+ (€, AUy + (AU, By) + (B, By) + (€, By)-  (19y)
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V uvznadeni polokartézském jest
(A, B) = (4yiy + 4gi; + Asi)(Byiy + Byl + Byiy) =
= 4,B, + AzBs + A3B;, (20)
nebot zfejmé podle (17) jest ;.4 =0, i;.1; = 1. Odtud
plyne zndmy vyraz pro délku vektoru 2f:

(U, A) = A2 = 4,2+ 42 + A, (21)
ktery pfechézi pro posiéni vektor t (zy, z,, z;) ve vyraz
2 = z,2 + z,? + x,% (Ghlopfitka kvddru o rozmérech z,, z,,
x5). Ndsobfme-li rovnici QU = Ai; + A,i, + Aji; po sobé
jednotkovymi vektory 1i,, i,, i;, mdme

QAi, = A4 . cos (AUi,) = 4,, atd. (22)
Kosiny 1hld, které svird vektor Q s osami soutadnic slovou
smérové kosiny a rovnaji se podle (22)
cos (Uiy) =4, : 4, cos (Aiy) = Ay : A, cos (Uiy) = 4;: A.

(23)
Pro thel # dvou vektori U, B dostaneme jednoduchy
vysledek ze skaldrniho souéinu. Oznaéme jejich smérové ko-
siny pro A cos oy, pro B cos f; (¢ = 1, 2, 3) a mime:
(A, B) = A . Beos# = A,B, + A,B; + AsB,,
nebo pod.le rovnic (22):
AB cos #=AB(cos &, . cos B, cos &, . cos f;-co8 &g . cos f),
tedy
cos ¥ = cos o, . cos f; + cos &, . cos fi, + cos x4 . cos f.
24)
To je dileZité véta analytické geometrie v prostoru. Kol-
most dvou vektoru #4d4 tedy splnéni podminky bud
A,B, + A;B; + A;B; =0,
nebo .
co8 oy . cos B, + cos &g . co8 f; 4 cos &y . cos fy = 0. (25)
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6. Cvileni. 4. Jsou dény vektory A(&%), B(n*), C(L*),...se
svymi kartézskymi slofkami (v zdvorce). Soudet.

R=UA+B+C + ...
je ve slofkovém ozna¥ent '

=+,
jeho velikost

R =P + (& + @
smérové kosiny
{3
cos @; = g
V polokartézském oznadeni jest
R = o'y + ey + s
5. Pro dva vektory tého¥ sméru (£ a (1]") musi byti
B:82:80=g:9:9
6. Analogicky s norméilovou rovnief piimky v roving mifeme

stanoviti rovinu v prostoru kolmicf t1 z poitku na ni spust&énou
o smérovych kosinech cos «;. Pro posiéni vektor r libovolného

bodu roviny musi byti:
r.n%=n, (26)

neboli kartézsky:
T,c080; + TyC08 0y + Tycosog—mn = 0. (26)

Rovnice (25) je vektorové rovnice roviny, rovnice (26) je
norméilové rovnice téZe roviny.

7. Rovnice roviny dané smérem normély n (ny; ny; n,) jdouci
bodem (z,; ,; z,) vyjadfuje, e vektor t(¢*) spojujici libovolny
bod roviny (X,; X,; X,) s bodem danym jest kolmy k norméle n.
Vektorové:

' r.n=0, 27)

kartézsky: ‘
(Xy—2y) 1y + (Xy— ) ny + (Xy— ) ny = 0. (28)
8. Pro jednotkovy vektor n® libovolného emé&ru (cos «;) platf
1n°.n® = 1, neboli
cos? &, + cos? &y + cos? g = 1. ' (29)
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Rovnice roviny o sm¥ru normély n, : ng : ny = A4, : 44 : 4, jest
obeond rovnice _ ’

A X, + A Xy + A X3+ A, = 0.
Smérové kosiny norméily jsou cosa; = 4;:1I pro

I=VA7 1 47 + 48
9. Uhel dvou rovin

AX, + A Xy + A X3+ A, =0

a B, X, + B X, + ByX; + B, =0

je roven uhlu jejich normél. Ur&ete jej pomoci rovnice (24) a do-
kaZte, Ze kolmost rovin Z4d4

A,B, + A,B, + AB, = 0. (30)
10. Platf-li pro &ty¥i posiéni vektory r,, r,, 1y, ¥y podminka
oyt + gty + gty + gty = 0, (31)

le#i jejich koncové body v jedné rovind. Vektory se nazyvajf
terminokomplanéarni.
11. DokaZte, %e polokartézskéd rovnice

r=1{ .rnsinwt + i;.7,cos 0t

znatf elipsu o poloosdch 7,, ry. Rovnice znadf na p¥. Lissajousovu
kiivku pFi skldddni dvou k sob§ kolmych kmiti
t, =1, .7 sin @, Ty =iy .7y 8in (0t + R)
o riznych amplituddch 7;, ry s rozdilem fdze 90°.
12. Z rovnice pro strany trojuhelnika a + b + ¢ = 0 dokaZte
oltem a . a kosinovou vdtu: a? = b? 4 ¢2 — 2bc . cos «!
13. Ze skaldrniho ‘soudinu . ® = z lze odvoditi

Z, Cos o) + T, CO8 g + T3C08 05 = Z, (32)
je-li délka vektoru g (x,, 4, T,) oznadena z. -
7. Skalarni soudin v soufadniciech kosoihlych. Ndsob-
me skalirné vektory r(§%), p(n’) ve tvaru
r={&%e) + %l + £, p=rnlel + n%) + 7y,
kde e;° znaéf tfi nekomplandrni jednotkové vektory. Podle
(19,) dostaneme '

3 8 8
Toy=28. 2ot =2 2 ghyfelel (33)

i=l i K=1"
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UvaZime nyni; Ze efef = 1.1.cos{elef) je kosinys-uhlu
obou jednotkovych vektori ¢?, ¢f, ktery, ozna¢ime struénéji
wa. RozepiSeme-li tedy rovnici (33), vychdzf
£-y= v+ f 4 E +
+ cos wy, (6177 + &) + cos wy (2 + £+ (34)
+ cos agy (%" + £17P).
Délku z vektoru g dostaneme podle (21) ze soudinu
T-r=2x%
a2 = (£ 4 (8% + (6 + 28€% cos gy +
+ 28263 cos wyy + 2£361 cos wy,. (35)

£57

Obr. 7.

J »

Pravoihlé priméty vektoru ¢ do os e?, e, ¢J ozna-
éime z divodd pozdéji vyloZenych & s indexy dolnfmi.
Vypoéteme je podle ndvodu (22):

Ei=r1.e) = (£'ed + Ee) + Lef) e’ =+

¥ £ cos gy + £° cos wy, (36)
fz-= 51003(012'{" £+ ‘faqoswm: .
£y = £ cos wyy + £7 cos wyy + £ p

2% 19



Jeou-li opét cos x,, cos &g, co8 &y smérové kosiny vektoru g
vzhledem k osdm ¢/f, platf §s = z . cos a;. Analogicky ze (32):

Eleosx, + £2cos oy, + £3cosxy = 7. ‘(37)
Viimnéme si jedte, Ze
&, + 826+ % = a? (38)
a dile, Ze
r-9=4&n'+ & + & (39)

Pifklad (o vektoru v roviné) viz na pripojeném obrazei 7.

8. Linearni transformaee soufadnie. Podle (10) miZeme
vyjadriti kaidy vektor ¢ v libovolné basi tii obecnych ne-
komplandrnich vektori ¢; ve tvaru

£ = ey + Fep + E

Zvolme novou basi ¢, pro jejiz tfi zdkladni vektory musi
tedy podobné platiti rovnice (transformaéni):

€ = aje; + ;% + e,

€ = ke + an%, 1 xole, (40)

€ = oge; + 0y’ + o’y
Koeficienty af jsou libovolnéd &fsla podrobens pouze pod
mince (42), a,by také nové vektory byly nekomplanirni.
Kdyby na pf. byla ¢; = {; soustava kartézsks, znadila by
ok, al, a} pravoihlé priméty vektoru ¢x do pavodnich os.
Kdyby byly ¢; opét vektory jednotkové, znadila by tdz disla
smérové kosiny cos (exi;), cos (¢aiz), cos (exiy).

Vektor

t= e+ £+ ¢

dd se vyjddiiti novou basf ve tvaru
t= 86+ 86 + &%,

Pro nové slozky ¥ platf vztahy, které dostaneme dosazenim
za ¢; z Tovnic (40):
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ey + &%y + &%, =§1 (xie, + ade;+ ale) +
+ £ (aje, + xjes + afey).
Srovninim soudiniteli u ¢; dostdvame
Y GRS (41)
pro ¢ =1, 2,3. To jsou transformaéni rovnice pro sloZky
vektoru g.
M4-li byt nové base sloZena z vektorii linedrné nezdvislych,

musi se dét také vektory e,, e, ¢, vyjadtiti pomocf ¢z. K tomu
je nutné a staéi podle vykladu u rovnic (12), aby determinant

1 52 A8
Ky 0y &
o} af al 42)

1 42 48
!0‘3 Oy Oy

X =

byl rizny od nuly. Refenf rovnic (40) provedeme opét deter-
minanty. Ndsobime rovnice (40) minory A%, 4%, A% deter-
minantu & patficimi po fadé k prvkim ai, «f, ol ; dosta-
neme (viz dodatek 10)

AlE + AiE, + A, =0, (i=1,2,3).

Odtud

e, = BI%, + B2e, -+ BY%,, (43)
kde znac¢ime

ﬂf =4 o (44)
Dosazenim do rovnic (40) nalézdme:
3 3
> agft = 3 fiak = o, )
r=1 s=]

kde
6 =1 proi=#F,

8 =0 pro i + k. (46)
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Oznacfme-li determinant soudiniteli ¥ obdobné ﬁ, plyne
z teorie determinantt soudin (viz dodatek 9)

81 63 .4 "
- x.f=|63 82 63|=1,
' 0} 63 63 -
neboli
f=1:x (47)
Jako ze (40) plynulo (43), tak z (41) plyne obdobné
= E1pi + 8265 + £pL. (48)

Diulezité ustanoveni: KaZdy élen opatfeny obecné
psanymi indexy hornimi a dolnimi, v ném? jeden horn{ a je-
den dolnf index jsou stejné, bude znamenati vidy soudet
podle tohoto stejného mdexu, ani? budeme pred néj pséti
znacku souétu 2. Na pr

3
allk = Za;E", i = Y&
E=1 i=1
_ 33
aaflét = 3 > anttE, atd.
imli=1
V tomto tisporném oznaceni budou naSe transformaéni rov-
nice:
e = aker, e = flex,

= piet, g =oift. (49)
Velid¢iny, které se transformuj{ podle prvého fddku (49) bu-
deme nazyvati kovariantn{, veli¢iny s transformac{ podle
drubého fddku kKon¥ravariantnimi. Posunuti jsou tedy
pro nds vektory podstatné kontravariantni. Veliéiny ko-
variantn{ pozné,me jeité v daldim odstavci. Zatim jsou defi-
novény svyml transformacniml rovnicemi a oznateny indexy
dolnfmi, na pf.

= akly, &= ﬂfgb- (49,)
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9. Vektorové funkee. Invarianty. Pro kazdy vektor &*
muiZeme definovati linedrn{ funkei

L(z) = L& + L8 + 4,8, (80)
v nfZz A; jsou uréité konstantni koeficienty. L(g) je tedy ho-
mogennf funkce proménnych &% prvého stupné. Misto homo-
genni funkce k4 se struénéji forma. Piiklad takové formy
poskytuje podle (37) délka. vektoru:

= Ecos oy + E2cos oy + £° cos g *)
Ziejmé platf pro linedrn{ formy tyto funkciondlni vztahy:

Lg+9)=4LE+7)+ L (E+7)+ 4L (E+ 7)) =
= L(zg) + L(y), (51)
dile
L(mg) = mL(g) (52)
pro libovolné reiIné m. Podle toho jest pro y = &l¢; 4 £2¢, +
+ &%
L(x) = £ L(e,) + £° L(ey) + &° L(2y). (53)
Zaménime-li basi e,, ¢, ¢; za jix.xou e Ez, ¢; rovnicemi ¢; =
= a"eg, prejdou slozky &¢ vektoru g ve = B £¥ podle (49).
Da,ny vektor g, ani ¢iselnd hodnota formy L(x), se tim oviem

samy neménf, avéak koeficienty L budou nyni jiné, A%. Plat
tedy

L(x) = Akt = Hak*. (54)
Dosazenim za
= é" nebo za £ = i (55)
a srovndnim saquéiniteld plyne:
%= ok, nebo Ji= pl;. (56)

*) Jiny p¥klad poskytuje préce sily p podél dréhy g, které. 80
rovné podle (39) vyrazu P&’ klademe-li v ndm §; = p;8 7t
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Velidiny A, 4 se tedy transformuji stejné jako base; jsou
kovariantni. Viimneme-li si rovnic (54), (65), (56), po-
stiehneme tuto souvislost: jsou-li ! kontravariantni a plati-li
pro jiné veliGiny #;:

e+ 7ef® + o = B + B+ B, (56
jsou velitiny 7; nutné kovariantni. Hodnota funkce L(y) =
= n¢£* nezdvisi na zvolené basi a slove invariantem trans-
formace.

Formy bilinedrni a kvadratické. Skalirni souéin
dvou vektoru &¢, 7% v kosothlych soufadnicich je podle (34):
£-9 =&+ &P+ P+ cos oy (E° + E) +
+ cos g (87 + £%72) + cos gy (£t + E4P).
Funkce na pravé strané je linearni pro kazdy z obou vektori;
tikdme, Ze jest bilinedrni.
Plat{ pra ni vSeobecne

Qr+1ty+v)=0@Qky) + Qt,y) + Qv +
+ Q' vy'), (57)
QUiz, py) = Au Q(z, 9),
Q(E’ t)) = aib'f(ﬂb’.(i’ k=1,2,3)
Jeli ag = ap, jako ve (34), slove forma symetricks,
jinak je nesymetrickd. Pro ag = — aj slove antisymet-
rickou. Pro & =#? pfechdzi bilinedrn{ forma ve formu
kvadratickou
Q. r) = Qp)

Za priklad muZe slouZiti (35), forma pro délku vektoru g
v kosothlych soufadnicich. Ke kazdé bilinedrni formé patii
jedind kvadratickd. Opak plati, pfipustime- ].1 jen formy sy-
metrické. Kdyby totiz

Q(z, t) = bkt = bukst 4 (bu + bw) £46%,

pak by tato forma plynula z bilinedrn{ formy auf%® pro ty
piipady, Ze
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ag = by, ag + ax = by + by
Jsou-li tedy éfsla by ddna, nejsou ay urdena jednoznaéns,
leda Ze by
aip = ap = $(ba + bi)-
Pro bilinedrn{ formu symetrickou plati ddle

QE+7 £+ =QE O +20Em+ Qe
QAL + un) = 22 Q(&, &) + 2Au Q(&, n) + 12 Q(n, 7).

Bilinedrni forma jest nedegenerované, jestliZe vymizf
identicky v %%, jen kdyZ £ = 0. ProtoZe

2Q(&%, i) = (@t + azl?® 4 anif) 7%,
vyzadovalo by nenulové fefen{ & rovnic
awé! + agef? + agf® =0, (k=1,2,3)

aby determinant | @;z | = 0. Aby byla forma nedegenero-
van4, je tedy nutné a staci, aby determinant

laa | =+ 0. (59)
Kaidd kvadratickd forma nedegenerovani (a jen o tako-

vych budeme dile mluviti) d4 se vhodnou transformaci sou-
fadnic pfevést na souéet ctverci

Q)= ()2 + (8P + ...+ (FP—(&+1)— ... — (£,

' (60)
z nichZ 7 je kladnych, » —r zdpornych, volime-li obecny
piipad = proménnych. DileZité jest, %e pocet kladnych
étvercu r (a tedy i zdpornych) je pro danou formu nez4visly
na uzité transformaci. To jest zdkon setrvaénosti kvad-
ratickych forem.*) Forma @(r) slove urcéitd (nékdy
FHkime definitni), jestlife se stdvd nulou jen pro & = 0.
Jest nutné nedegenerovans, protoze Q(x, v) je rizné od nuly
pro 7t = &% a nevymiz{ tudf% identicky v #* pro jiné £f nez
& =0. Forma uréitd zachovdvd stdlé znaménko

*) Dikladnéji by se o tom étenif poudil t¥eba z Vojtéchovyoch
Zékladt matematiky, dil II, odst. 121—139.
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pro libovolng &i. Jest totiz
Qs = 22 kY,

a tak, ponévadZ pro redlnd 2 je A2 > 0, je znaménko Q(ALY)
a Q(&%) stejné. Dile jest

Q& + Anf) = Q&) + 24 Q(&, %) + 22 Q(r).
Ponévadz Q(&% 4 An') je stdlého znaménka, nelze vypodfsti 4
redlné takové, aby se staly obé strany rovny nule; proto
mus{ byt diskriminant zdpotrny, t. j.

@&, m) — Q&) @(n) < 0. (61)

10. n-rozmérnd geometrie. Nase smysly jsou uzpisobeny
tak, Ze se ndm jevi prostor trojrozmérnym. V analytické geo-
metrii se projevuje tato vlastnost tim, Ze na pr. v kartézské
soustavé souradnic m4 kaidy bod tfi na sobé nezavislé sou-
fadnice ,, ¥,, 3. Dovedeme si zcela dobfe pfedstaviti ploiné
bytosti, které by chdpaly jen prostor dvojrozmérny bud rov-
ny, kdyby Zily na roviné, nebo kiivy, kdyby Zily na kfivé
ploSe. Nechdpaly by tfetiho rozméru, jako my pfimo nech4.
peme rozmér étvrty. Body jejich prostoru jsou uréeny pouze
dvéma soufadnicemi z,, z,. Rikdme, Ze tvoii mnoZinu dvoj-
rozmérnou na rozdil od naseho prostoru, ktery tvofri mnozinu
trojrozmérnou. Nic tedy nebrdni predstaviti si bytosti, které
by chépaly o nékolik rozméri vice nezli clovék. Pocet roz-
méri 3 naSeho prostoru musime povaZovati za nihodny. Ne-
narazime na logicky, nebo matematicky rozpor, budeme-li si
definovati n-rozmérny prostor jako n-rozmérnou mnoZinu
,»,boda‘ uréenych n soufadnicemi (2;; %,; ...; Zp), které mo-
hou nabyvati véech hodnot od —oo do + . ,,Bodem* pro-
storu n-rozmérného budeme tedy rozuméti nikoliv néjaky
ndzorny bod, nybrz prosté skupinu » éiselredlnych, kde
zaleZi 1 na pofddku. Predpokléddme, Ze lze v kaZdém bodé
voliti » linedrné nezdvislych vektord ey, ..., ¢a. Kazdy dalsf
vektor vSak budiZ na nich zivisly, takZe se dd vyjddriti
vztahem

1= Ee + £+ ... + £ (62)
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Zvolme na p¥. poddtek O jako ,,bod* (0;0;...;0). Kazdy
daldf bod X (z;; x,; ...; z,) uréuje soutasné ,,vektor* OX
o tychZ slozkdch x;. V pac¢étku O lze podle predpokladu vo-
liti » linedrné nezdvislych vektort

€ (;0;...;0), 83(0; €5, ..50), ..., ,(0;0;5...;ep)
jako basi. Dva body X, Y uréuj{ vektor XY o slozkich
=y—mx, (1=1,2,..,n0).

Pro vektory QU (g, a,, ..., a), B (b, bo, - -, by) necht plati
axiomata (1) (3) (5) a tedy plati pro né i viechny dali{ di-
sledky.

Na pr. zména base linedrni transformaci déje se rovnicemi
e =ober, es=flen, G k=120
Odtud pro vektory kontravariantni

E‘ = ﬂ;fk) 5" = O‘izk, (631)
pro vektory kovariantnf
b= okly, A= fth, (63,)

jak plyne z invariance formy £i4; = Ei7;.

M4.-li novy pocédtek O’ v pivodni soustavé soufadnice af,
plati pro posiéni vektor g(z*) podobné

zi= a‘z‘ + at. (64)

Vztahy mezi vektory nezdvisi viak na zvolené basi. Plat{-li
na pf. v soustave (¢;)

Lt =&+ 7,
bude v soustavé e; podle rovnic (63)
a0t = ok ¥ + aiit,
neboli

L = Eb 4 7k,
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11, Geometrie atinni a metrickd. PoZadavky vyslovené
v piedchdzejicim odstavci jsou zékladem t. zv. geometrie
afinn{ vektorového prostoru n-rozmérného. V této geo-
metrii tvoif zdkladn{ vektory ¢; jednotky dplné samostatné,
mezi nimi% nenf vztahu. Nelze je viibec méFiti tymZ mérit-
kem. Podobné soustavy se vyskytuj{ zhusta ve fysikdlnich
diagramech; na pf. v diagramu zdkona dréhy pfi pohybu
rovnomérné zrychleném nanddfme na vodorovnou osu vte-
Finy (v libovolném méfitku), na osu kolmou pak drihy v cm.
Oboji jednotky jsou viak 1iplné jiné podstaty & navzijem ne-
srovnatelné.*) V tomto diagramu nemsd fysikdlniho smyslu
mluviti o vzddlenosti dvou bodi vysledné kiivky A4 (¢,; s,),
B (ty; 8,). TyZ fysikdIn{ zdkon by se dal zobraziti v soustavé
s jinymi délkami pro vtefinu a centimetr; bylo by dokonce
mozno zvoliti i osy k sobé sklonéné. Nemé tedy smyslu ani
tihel AOB: Ale uréité vlastnosti diagramu podri{ stéle svuj

<. Y . ds

neproménny vyznam, na pf. pojem —- (rychlost bodu)
a pod. Tyto vlastnosti pravé vydetiuje geometrie afinni, kbers
viak neznd pojmu vzddlenosti dvou bodi a dhlu dvou vektora.

Vzdilenost a uhel zavid{ teprve geometrie metricka.
V trojrozmérném pifpadé jsme je poznali v odstavei (7).
Nyni budeme definovati vzddlenost i v prostoru o = roz-
mérech. Pro vzddlenost bodi (&), (%) zvolime takovou
funkei soufadnic, aby pro n = 3 presla ve zndmou funkei pro
vzdélenost v prostoru o tfech rozmérech. Véimnéme si tedy
podstatnych znaki ve trojrozmérném vyraze (35) pro z2. Jest
homogenni kvadratickou funkei (formou) kontravariantnich
slozek &% s koeficienty na bodech nezdvislymi. Tato forma
vznikla z formy bilinedrni (34) pro skaldrni soudin dvou
vektoru, kdyZ se stalo &% = #*. Jevi se tedy zcela piipadnym
zavésti pro n-rozmérny prostor metriku odvozenou od zi-
kladn{ bilinedrni symetrické formy pro skaldrni soudin
dvou vektoru & 7%

*) Jiny p¥iklad je diagram zékona Boyleova pv = k.
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£ o=gaf*=Qr,p), G, k=12,...,m), (66)
Git = Jii-

Pro dtverec délky 2? vektoru r pak zavédime odvozenou

kvadratickeu formu:
z* = gubitt = Qr, v)- (66)
Predmétem metrické geometrie n-rozmérné jsou pak
ty vlastnosti dtvari, které se nemén{ pfi pohybu. Pohybem
rozumf{me takovou linedrni transformaci (62), kterd prevddi
dtvar v Gtvar shodny, ¢. j. kterd pfevidi vektor ¢ v jiny ¢’

o téZe délce:
Q. 1) = Qt’. ¢,

Q) = QY-
Za délku x vektoru y stanovi se VQ(_E) Ze (34) plyne dail
r.-yp=2x.ycos ¥ =galtt= Q1)

ey _ Qry)
z.9  JQ@m . Qw)
Tuto vétu roziifime téZ na n-rozmérny prostor, protoZe takto
definovany cos # je skuteéné invariantni, t. j. nezdvisly
na soustavé soufadnic. Pro @(z), @(y) to plati z definice, pro
Q(z, p) to plyne z rovnic
Qr' +v)=@Qk+ )
Qi+ 9) =@+ 2Q¢ v)+ Q).
Q'+ v') = Q') + 20", v') + Q')
Tedy srovnédnim dvou poslednich f4dka skuteéné
Q. y) = Q' v")- (68)
Pravouhlost dvou vektori budeme definovati analogicky
se tfemi rozméry podminkou

cos d = @z, y) = 0. (69)

struénéji

neboli

cos? =

(67)
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Ye mnozindch s metrickou formou uréitou.a kladnou je vidy
| cos? | < <1, nebot z (58) pro @(iz + pv) = 0 musf diskri-

minant
Q% r,9) — Q@) QY) < 0 .
a odtud
| _ 0@y
Vew - ewm |=

Z (60) a dalsiho vykladu tam uvedeného plyne, Ze 1ze trans-
formovati linedrné soufadnice tak, aby platilo v nové sou-

stavé

Q) = &l&)?, (&= £ 1) (70)
Takové soufadnice slovou podle analogie pf{padu trojroz-
mérného kartézské. Pro kladnou urlitou formu @ lze

pak dosdhnouti
= Z(£')?, (71)
i

coZ je zevieobecnénd Pythagorova véta pro n-rozmeérny
prostor. Skaldrni souéin dvou vektora je v tomto pfipadé

Qe v) = ZE. (72)

Jsou-li v obecném piipadé vektory base e;, je v této
soustavé

(¢i - ex) = Gir, (€)% = (€f)® = gii, c08 (eiex) = = gu
Vos Vgn

Z téchto formuli lze uréiti délky zdkladnich vektord base
a jejich dhly, je-li ddno predem n?2 ¢isel g takovych, Ze
g = gri> | g | + 0, gis > 0.
V kartézskych soufadnicich stoji tedy zdkladni vektory e;
k sobé navzdjem kolmo pro gg = 0 = (eiex)
P#i analytickém pojednivén{ metrické geometrie i fysiky
je pak moZny dvojf postup. Bud uZfvdme obecnych linedr-
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nich soufadnic (afinnich) a vySetfujeme vlastnosti inva-
riantnf k libovolnym linedrnim transformacim, pii kterych
zistédvd invariantni zdkladni metrickd forma kvadratickd

Qx) = gubit* = gul'e. (74)
Nebo uZivdme jiZ pfedem pouze soufadnic kartézskych a vy-
Setfujeme invarianci vuéi takovym linedrnim transformacim,
které znamenaji jen poSinuti a otofeni puvodnich pravo-
dhlych os. Takovéto zvldstni transformace slovou ortogo-
nilni; jejich koeficienty oc'? nemohou byt ovSem zcela libo-
volné, nybr# musi spliiovati uréité vztahy, t. zv. podminky
ortogonality. ObdrZeli bychom je dosazenim do rovnice

(B2 4+ (B2 4 .. 4 (@2 = @2+ (B) + ...+ (@
bud £ = ﬁifk, nebo £ = aié‘ a srovngnim soudiniteli pro-
ménnych na obou strandch.

Pro vétd nidzornost zistaneme zatim u geometrie troj-
rozmérné, ale odvozené véty budou platit i pro n rozméri.

Uloha 14. Stanovte metrickou formu Q(r) v soustav® o basi
e; = 2, ey = 3, které sviraji uhel w. (Viz odstavec dalsf.)

12. Dvoji sloZky vektorii v metrické geometrii, V afin-
nf geometrii, kde se nemluvi o délkich a Ghlech, jsou kontra-
variantni vektory &% a vektory kovariantni £; velidiny tdplné
riuzné. Jsou prosté definovany rovnicemi (49) a (49,). V geo-
metrii metrické tomu jest jinak. Zde pro véechny prisluiné
linedrni transformace musi zistati zachovany velikosti délek
a 1ihla, neboli

£-9 = Q@ v) = gatty' = Jult7 (75)
zistdvd invariantni. Je to skalirni soufin vektora g a y.
Vedeni Jsouce postupem my3lenek v rovnicich (36) a (39)
zavedme i tady oznaceni .

& = gk, Ei= Jutt. (76)
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Pak nabude skaldrn{ soudin vektord g a 1 tvaru
fot = bt - (76)

Vime vBak z odstavce 9, %e pfi platnosti tohoto vztahu plyne
z kontravariance veli¢in 7* kovariance veli¢in &. Pro transfor-
maci & plati pak rovnice (49,). MiZeme tedy nazyvati &; ko-
variantnimi sloZkami vektoru g, jehoZ slozky kontravariantnf
jsou £%. V metrické geometrii miZe byt vektor dén bud sloZ-
kami kontravariantnimi £¢, nebo svymi slozZkami kovariant-
nimi &;. Pfechod od jednoho druhu sloiek ke druhému
obstar4vajf rovnice (76), které fefeny podle & ddvaji

£ = gi&; pro gt = Q% 1 g, (77)
kde znaé{ G** minor prvku gy v determinantu g = | gy |.
Ziejmé jest Qi = GFi a g = gkt
i_.Piiklad: Podle ovideni na konci pf'edchoziho odstavee je

v soufadnicové soustavd o basi e, =2, ¢g =3, o = ¥ (e,6)
metrické forma pro ¢ = £le, + £,

Q(x) = 4(51)7 + 9(£)* + 12 cos wilér.
Plyne to z jednoduchého obrazce nebo z rovnic (73), podle nichZ
fu=1(e)2 =4, gy = (P =9, g13=0s = (¢;.¢) = 6cosw.
Kovariantni sloZky &; vektoru ¢ plynou ze (76):
=g+ gt =4+ 6cosw . &,
£y = garE! + gagf® = 6 cos w . £ 1 942,
Jejich vyznam poznévéme ze skaldrnich soudini
T.e =&l + &% . ¢ =gl + gé* = &y
‘ T.eg = 8% .0 + §%f = g + gaaf® = &
Kovariantni slozky ¢; vektoru g jsou tedy jeho skaldrni soudiny
8 jednotlivymi vektory base. TéZ v&ta platf obecn&. Nebot pro
L= Ele:l + E’en + ...+ E”e"
jest
g.¢, =8l . ¢, + &% .¢ + ...+ e, ¢
a tedy podle (73)
v =gat" =& (78)
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V soufadnicich kartézskych jést podle (71), (72) a (73) p¥i
kladné metrické forms
=1 gp=1(¢.¢§) =0
8 tedy
&= gt =& (79)
V t&chto soufadnicich jsou tedy sloZky kovariantni a kontra-
variantni tého% vektoru totoZné a neni tfeba mezi nimi fozli§o-

vati. Jo to ostatnd patrné piimo z niazoru v prostoru trojroz-
mérném.

Ulohy. 15. Ve shora uvedeném piiklads vypodtste slozky &
z danych &; podle (77).
16. TotéZ pro kosoihlé soufadnice trojrozm&rné z odstavce 6.
Slozky £; jsou tu kolmé pruméty vektoru g do smdru os.
17. V kosothlych soufadnicich v rovind dokaZte si pfimo
z nadrtku v odst. 6
=84 8cosw, 5, =71+ n?cos o,
éy=§8cosw + £, 7y = yleosw + .
cosdy = & :2, cosdy=1m,:9, sind, = (B?2sinw) : z,
sin ¥, = (4% sin o) : ¥.
Odtud pomoci # = #;, — #, p¥imo
zycosd = &' + cos w (§'7 + E%) + & = {lny + £
Pro dvojndsobny obsah A OAB (rovnobé&Znika daného vektory
L, 9) dokaZte také pfimo

zysin ¥ = sin w . (E12 — £29Y).

13. Skalary, vektory a tensory. Skaldry jako teplota ¢,
Emota m, price L atd., jsou po analytické strince nejjedno-
dussi velidiny, protoZe i v n-rozmérném prostoru jsou uréeny
jedinym éislem, svou hodnotou. Vektory jsou o néco sloi-
téj&i, nebot potfebuji v n-rozmérném prostoru n urdovacich
prvki, slozek &%, nebo &;. Ve fysice i v geometrii se viak
vyskytuji velifiny, k jejich% uréeni v soustavé soufadnic je
tieba prvki jesté vice. Intensita & elektrického pole v né-
kterém bodé m4 urdity smér a velikost, takZe je ve statickém
poli ddna v ka?dém misté jedinym neproménnym vektorem
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o 3 slozkdch. KdeZto na pf. moment setrvacnosti tuhého té-
lesa I = ;'m.7;2 kolem osy jdouci té%i§tém m4 v daném té-

L]

%i8ti nekoneéné mnoZstvi hodnot z4visejfcich na sméru’ro-
taéni osy. Naneseme-li na kazdou osu jeji pfislusny moment
setrvaénosti jako vektor, miame pak v tézisti nekonedné
mnoZstvi vektori. Mechanika uéf, Ze jsou vSechny tyto
vektory diny, zngme-li t. zv. hlavni momenty setrvaénosti
vzhledem ke tfem osém k sobé kolmym, tedy 3 vektory
81 82 3. Abychom tedy znali setrvaénost tuhého télesa pri
rotaci kolem tézisté, potfebujem 3 vektori, tedy v obecné
polozené pravoihlé soustavé soufadnic 9 sloZek

I Iy Iy ($)
Iy Ip, Iy (32 (80)
Iy, Iy Iy (By)

Mechanika oviem ddle uéi, Ze Iy = I, takZe v podstaté
v tomto piikladé jest jen 6 nezivislych sloZek. Jako bylo
k uréeni vektoru tfeba 3 skaldru (&%), tak vyZaduje tplnd

Yvew

Moment setrvacnosti je nim tedy piikladem veliiny po
vektorech analyticky nejblize sloZitéjsi, kterd se nazyvd vie-
obecné tensorem podle napéti*) v pruZnych télesech, ma-
jicich podobnou povahu. Vzhledem ke vztahu I = Ik jsou
to soumérné tensory. Jsou fddu druhého; vektory slovou
také tensory fadu prvého a skaliry jsou tensory fidu nul-
tého. Jak uvidime, existuji oviem jesté tensory fada libo-
volné vyssich.

Napéti{ v pruznych télesech. Predstavme si kus gumy
napjaté vnéjdimi silami, neboli podrobené deformaci. Vy-
mezfme-li si v mysli uvnitf gumy libovolnou édst hmoty
uzavienou plochou, pusobi v rovnovdzném stavu na kaZdou
¢4st do této plochy sila vnéjsf hmoty pfimo dumeérns obsahu
plosky do, tedy rovna G do, znadi-li © napétf na 1 cm? Ale

*) Francouzsky napst{ = tension od latinského slovesa ten-
dere, které znamend napinati.

34



v témZ bodé zdleZi S jeSté na sméru plosky do, ktery mu-
teme stanoviti smérem normily na tuto plofku. Napétf na
plosku do s normélou n éftanou dovniti uzaviené plochy
oznaéime S,. Podle principu akce a reakce je sfla vnéjai édsti
na vnitini t4% jako sfla ¢dsti vnitini na vnéjsi (s opaénou nor-
mélou), mé jen opaény smér; proto
S—n = — G-

(Napéti S, viak nenf obecné kolmé na plotku do a nespads
samo do sméru normdly.) UkiZeme nyni, Ze &, je tensor
uréeny tfemi vektory S;= &, Sy = S, S: = S, které
znamenaji napéti na plodky s normilami z, y, z. V uvazova-
ném bodé O si vedme osy pravotihlych soufadnic, nanesme
na né 3 malé délky, takZe vznikne maly ¢tyrstén OP, PP se
tfemi pravymi dhly (obr. 8) v poboénych sténdch.

R

n (‘-Q "‘x"‘!)

Obr. 8.

Sténa P,P,P, je ploika do s vnitini normilou o smérovych

kosinech &y Oy O
Jeji praméty do rovin soufadnic jsou

—do.x;, —do.ox, —do.oy
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(Ghel dvou rovin je roven udhlu jejich norma4l), takZe vysled-
nice povrchovych napét{ je na cely ¢tyrstén.
P =[G — (4S, + x;Sy + x5S5)] - do. )

Na cely ¢étyrstén pasobi kromé plodnych sil od napétf jedté
sily objemové (tize a pod.) G, které zdvisf na objemu dr
étyrsténu a na hustoté hmoty p. Podle druhého principu
Newtonova rovnd se_ vyslednd sila na téleso souéinu ze
hmoty a zrychleni a. Hmota étyrsténu jest patrné

m=g.dr = g §do . dh,
kde dh znaéi vzddlenost poddtku od roviny P,P,P;. Mime

tedy
$odo.dh.a=}pdo.dr.F+ P .do,
nebo

3‘
ea = oF + 5z P-

Pro lim d& — 0 by se stal posledni &len nekoneénym, kdyby
P = 0, takie vyloutime-li moZnost nekoneénych sil a hustot,
jest nutné P = 0, neboli

On = ;6 + 0B, + %;C;5- (81)
Tim je stanoven tensor S, pro obecnou pvlohu plodky do,
znéme-li jeho hodnoty nélezejici plokdm ve sméru soufad-
nicovych rovin. SloZky vektort &;, (¢ =1,2,3) pifme
Si1, Si2, Sis, sloky jednotkového vektoru smérem vnitini
normily g oznadme nyni £, £2, £3, abychom naznaéili, Ze je
tento smeér libovolny; slozky tensoru S, = & budteZ ve
sméru os Sy, S;, S;. Pak znf rovnice (81) rozepsand ve sloZ-
kdch:

8, = 81&' + Sné® + 858

Sz = SmEI + 82252 + Sszéa: (82)

Ss = Slsfl + Smfz + Saafa-
Tyto 3 rovnice ud4vajf ke kazdému vektoru £ vektor S; po-
mocf koeficienti Sy;. Cheeme-li zndti viestranné napétf v da-
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ném bodé O pruiného télesa, musime miti dény slozky Sg
tensoru napéti. V nauce o pruZnosti se dokazuje, Ze tento
tensor je opét soumérny, protoZe Si = Sgi.

Slozka S,, vektoru & spadajici do libovolného sméru
(obr. 9) dalstho jednotkového vektoru #* je skaldrni soudin
obou vektord, jehoZ velikost jest Sg&¥rS.

L)

Obr. 9.

Je to zfejmé veli¢ina nezdvisld na zvolené soustavé soufad-
nic. V jiné soustavé afinni by bylo
Sutyt = Sukhy'.
Méme tu opét priklad invariantni bilinedrni soumérné formy
dvou obecnych vektoru &%, 7f. Sloika napéti S, spadajicl
ptimo do normily &% uvaZované plosky (£° nyni nemusi byt
jednotkovym vektorem) pfepoétend na 1 cm? jest (viz obr. 9)
Sttt
garbE¥
protoie étverec o strané x mé obsah
x? = gpbiEk.
14. Piiklad tensoru antisymetrického. Tensorové for-
my. Vektor jsme dosud uréovali jeho tfemi slozkami bud &,
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nebo &;. Miizeme vSak postupovati ponékud jinak. Vzpomen-
me si, Ze na pf. price sily p po drize g je ddna skaldrnfm
souc¢inem obou vektora
L=(p.g)=pé =t

Mohli bychom tedy definovati uréitou silu pracf vzhledem
k libovolnému pofinuti £%. Pii daném podinut{ by oviem
prace L prindleZela nekoneénému poétu sil, které by s danym
poSinutim g tvofily tyZ dhel a mély tutéz velikost. Avsak
sila p, kterd mé vzhledem ke kaidému poSinuti g préci L
jest mo¥n4 jen jedna. Jest pravé déna linedrnf formou p;£*
proménného posinutf &. Koeficienty této formy jsou kova-
riantn{ sloZky vektoru p. Mohli bychom tedy definovati ana-
logicky kterykoliv uréity vektor @ linedrn{ invariantni for-
mou proménného podinuti g '

L = ait = a'§;,
jejiZ koeficienty jsou prévé slozky daného vektoru a.

Zugtaneme-li v tomto myslenkovém postupu, dojdeme
k veli¢indm sloZitéj§ povahy neZli jsou vektory majicf tfi
slozky. Vektory ud4vaji fysikdlni vlastnost daného bodu
v prostoru (na pf. sflu) vzhledem k néjakému poSinuti
(dréze). Ale ve fysice a v geometrii se vyskytuji veli¢iny po-
vahy sloZitéj§f, které uddvaji vlastnosti na pf. vzhledem
k néjaké ploice myslené v daném bodé. Jako ptiklad uvedme
hustotu proudu. Zndme-li v kazdém bodé rychlost proudict
kapaliny 3 (vektor), neni tim je5té uréena hustota proudu,
t. j. mnoZstvi kapaliny, které projde za vtefinu étvereénim
centimetrem v uvafovaném bodé. To z4visi jeSté na poloze
zminéné plodky viéi sméru rychlosti 3. V3imnéme si tohoto
pi'ﬂda,du' podrobnéji.

Mime-li v roviné ¢,° | ¢,° vektory 3’ a p’ v jednom bodé,
uréuji rovnobéZnik, jehoZ obsah je podle zdkladd analytické
geometrie v pravotihlych soutadnicich

By — £t
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Nebot posuneme.li uvazovany bod s obéma vektory do po-
é4tku O (obr. 10), obsah rovnobéZnika se nezmén{ a rovn4d se
dvojndsobnému obsahu trojihelnika OA;B;. V obvyklém
oznaceni Aj(2,;¥,), B, (x,; y;) midme pro zminény troj-
thelnik elementarni vzorec § (x,y, — ,¥,), ktery lze ostatné
snadno odvediti z obrazce pomoci naznacenych trojihelniki

e Cs

0

7 (2 5

Obr. 10.

pravoihlych a lichobéznika. UZijeme-li oznateni A4 (£; £2),
B (7%; 7;?), dostaneme nas§ vzorec. Kdyby nyni body 4,, B,
vystoupily kolmo nad nékresnou rovinu o délky resp. £3, #°
do bodu A4 (£%; £2; £3), B (n*; 1?%; %3), mél by kosodélnik urce-
ny novymi vektory OA =g; OB =y zcela podobné pri-
méty do jednotlivych soufadnicovych rovin

{1 = gt — g,

2 = g3 — g2,

= 53‘,71 _ 51,73‘
Nanesme si obsah celého kosodélnika zy sin® na vektor
kolmy k plose gy. Jeho slozky ve sméru os budou privé

{12, (2, {31, Smér vektoru g volime tak, aby se otoceni vek-
toru ¢ do vektoru y o thel ¢ jevilo ze sméru 3 ve smyslu
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kladném (obr. 11). Pofinutim OD celého kosodélnika do

bodu D se priméty vektori ani kosodélnika nezméni.
(Rovnobéinik s vektory v D na obr. mysleme si V'Ice

naklonén k osdm.) .

Cs

0)

2
Obr. 11.

" Predstavme si nyni, Ze prostorem proudi voda rychlosﬁ
znézornénou vektorem J. Pak je mnoZstvi vody protékajici
zminénou plochou kosodéInika za vtefinu rovno vyrazu

M = zysind . jcos g,
(4 jest délka vektoru 3, p pak thel 33), coZ lze povaZovati za
skaldrni soutin vektori 3 (zysin) a vektoru J (I, I, 1y).
Mozno tedy psdti tento soucin ve tvaru

M = L[ + LI + I,8%,

nebo
M = I, (& — %) + L (& — E9°) + I3 (6'n® — &)
Tento vyraz jakoZto mnoZstvi proteklé kapaliny nebo objem
kvidru g3 nemiZe ziviseti na poloze pravoihlych os. Po
jejich libovolném ototeni by mély vektory jiné slotky %,
n', I;, ale mno#stvi kapaliny by bylo stejné a vyjidieno tymz
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vyrazem, oviem se slozkami édrkovanymi. M je tedy in-
variantn{ bilinedrni forma sloZek &5, 7. Analogicky s bi-
linedrni formou metrickou v (75) ji piSeme radéji ve tvaru

M= Ly (£8P — %) + L5, (83 — E®) - 1o (12— E%1), (83,)
nebo konedéné
M = L8 + I8 + Lsf'® + ... + I8n?, (83y)

kde
Ig=—1Iyn I;=0. (84)

Je-li obsah ploiky 1cm? miZeme nazvati M hustotou
proudu. Je to uréitd fysikilni vlastnost nikoli vzhledem
k néjakému vektoru &Y, nybri vzhledem k jisté plodce
o dané poloze v prostoru, tedy k dtvaru dvojrozmérnému.
Zase muZeme chdpati 9 koeficientd a;; obecné bilinedrn{
formy jako slozky komplikovanéjsi .veliciny, tensoru. Hus-
tota proudu M je vzhledem k (84) tensor zvlistni, anti-
symetricky. M4 podle (83,) podstatné jen 3 rtzné slozky.
K tomu pfihlédneme pozdéji. Nyni ndm béZi pouze o to, aby-
chom pochopili, Ze bude uZiteéné zabyvati se invarianci fo-
rem bilinedrnich a po pfipadé multilinedrnich. Nazyvime
invariantni formu bilinedrni tensorovou formou stupné
(nebo f4du) druhého, trilinedrni formu tensorovou formou
stupné tretiho atd. Vektory se jevi v tomto novém pojeti
vzhledem k (80) ddny tensorovou formou stupné prvého.
Koeficienty onéch forem slovou pak sloiZkami pfisluinych
tensorii. V tomto smyslu je metrickd forma
Qx. 9) = gat'r*, gu = gr

symetrickou tensorovou formou druhého stupné. Vyznam
komponent metrického tensoru gy je patrny podle vztahd
(73); ddvaji délky a vzdjemné tihly t¥i vektoru base. Uréuji
soustavu tfi os soufadnicovych a metriku v této soustavé.
Tensor g;; je tedy zndzornén soustavou tfi vektord uréité
délky, které spolu sviraji tTi dané dhly.

Veli¢iny fysikdlni a geometrické jsou bud skaldry na sou-
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soustavé soufadnic zfejmé nezdvislé (délky, dhly, obsahy,
objemy, teploty a pod.), nebo jsou to vektory a tensory.
Slozky tensoru sice zdvis{ na soustavé soufadnic, ale jsou-li si
dva tensory rovny v jedné soustavé, zméni se jejich slozky
transformaci stejné, takZe se jejich rovnost transformacf'ne-
porusi. Pifrodni zikony pak vyjadfujf, Ze dva tensory jsou si
rovny, neboli Ze rozdilovy tensor z nich utvofeny jest nulovy.
Nebot jen takovy vyrok nezdvisi na soustavé soufadnic a
plati ve vEech pfipustnych soufadnicovych soustavich. Adko-
liv nelze tensory vy3Sich stupni zndzornovati tak jednoduse
jako vektory, je tensorovy pocet velice jednoduchy, Ze to u
veli¢in tak sloZité povahy aZ piekvapuje. Podet vektorovy
jest jen zvldstnim pFipadem poétu tensorového (pro stupei
prvy). Skaldry jsou tensory stupné (f4du) nultého.

15. Tensory a jejich transformace. Predchézejici dvahy
ukizaly moZnost definovati tensory ¢isté algebraicky pomoci
forem. UvaZujme v n-rozmérmém prostoru » linedrné neza-
vislych zdkladnich vektort

(85)

a metrickou formu Q(y,p) = gufy*. Vektory jsou dény
soustavou svych n slozek, na pf. (&% £2; ...; £*) nebo (1;; 7,
...;7s). BudiZ dédle stanovena novd base ¢; pomoci linedrnf
transformace

e = ofer, &= fley, (86)
pro kterou plati podle (45) vztahy
oify = Blog = &} (87)

Pak plat{ pro veli¢iny kontravariantni transformace (63,)

E = ikt B = pyet,
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pro velitiny kovariantni podle (63,)
78 = okne, 1i = B
Soucasné jest podle (56,) a (76,)
Eimi = E. (88)

V metrické geometrii muZeme pfechdzeti od sloZek kontra-
variantnich £ ke kovariantnim a naopak podle vztahi
(76) a (77): o
& = gut®, 7° = g

Z nékolika fad proménnych velicin £%, 7%, {; miuZeme ddle
gestaviti na pf. trilinedrni formu

‘ aﬁk.f‘rf&';,
a budeme poZadovati, aby tato forma byla invariantni pro
linedrn{ transformace proménnych, aby tedy platilo

al £pl = o Ehl. (89)

Odtud plynou transformaénf rovnice pro koeficienty formy,
dosadfme-li do nasf rovnice

E= ol of=akye, b=,

Dostaneme _
ol = 35

nebo _ ‘

a:l = a:af :a't!h' a:: = ﬂ ;ﬂ Ealtzilk' (90)

Podle vykladu pfedchoziho odstavce nazveme na#i tri-

linedrni formu proménnych &%, 7%, {; tensorovou formou
tfetiho F4ddu, jeji soufinitele sloZkami tensoru dvakrit
kovariantniho a jednou kontravariantniho (podle postaveni
indext ve slozkdch al,). Indexy sloZek pfSeme tak, aby ka-
dému hornfmu indexu ve slozkich proménnych (, k) odpo-
vidaly doln{ indexy v koeficientech @, dolnimu indexu ve
slozkédch horni index koeficientu. Pak se podle nasi difvéjsi
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tdmluvy mu%e vynechati séitac{ symbol X a déle je patrno
podle (90), jak se slozky tensoru a}, transformujf. Tensor,
ktery jest césteéné kovariantni, ¢dsteéné kontravariantni
slove také smifeny. V metrické geometrii bude mozZno
indexy libovolné pfesunovati nahoru a doli. Nynf tedy uve-
deme definici tensoru v n-rozmérném prostoru. Pro jedno-
duchost vyjidieni zistaneme u tensoru tfetiho fddu. Rozsi-
feni na tensory fddu vydsiho vyplyvd odtud samo sebou.

Tensor tfetiho fd4du dvakrdt kovariantni, jednou
kontravariantni, jest uréen trilinedrni formou
tfech fad proménnych £, 7%, {;, kterd jest invariant-
ni vidéi linedrnim transformacim téchto promén-
nych. Prvé dvé fady proménnych se transforpuji
kontravariantné, tfeti kovariantné. Koeficienty
trilinedrni formy nazyvajise slozky tensoru v uva-
Zovanésoustavésoutradnic;jsoudvakrit kovariant-
ni v indexech i, k, odpovidajicich proménnym kon-
travariantnim, a jednoukontravariantnivindexul,
ktery odpovidd kovariantni proménné ;.

V tomto smyslu uréuje na pf. invariantni forma

atka & 1]7' Ckera.

smiSeny tensor rddu pa,tého, tiikrét kontravariantni a dva-
krat kovariantni o slozkdch aﬁ‘h. Tensor je uréen, znime-li
jeho slozky v jedné soustavé soufadnic. V pfeneseném slova
smyslu nazveme v geometrii a ve fysice tensorem veli¢inu,
kterd se dd jednoznaéné vyjiddfiti podohnou multilinedrni
formou nékolika fad proménnych z4vislych na soutadnicich
naznaéenych zpisobem, jejiZz zndmost veliéinu tiplné charak-
terisuje. Pifkladem byla v pfedchédzejicim odstavci hustota
proudu (83) jakoZto tensor dvakrit kovariantni. Dosadime-li
do libovolné tensorové formy za proménné jisté konstantni
hodnoty, vznikne pfirozené konstanta, skaldr.

Skaldr miZeme povaZovati za tensor f4du nultého, ktery
ge transformacemi proménnych vibec neméni. Délka tsecky,
thel dvou danych vektori, objem hranolu musi vychdzet
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v kaidé soustavé souradnic stejné, tedy
a=a.
Kontravariantnf vektor (na pf. pofinutf a¥) jest nynf ddn
linedrni formou kovariantn{ proménné £; ve tvaru

a‘f; = a', + a5, + ... 4 ané,.
Vektor kovariantni p; jest dén linedrnf formou kontravari-
antn{ proménné & ve tvaru

Pkt = P&+ P& + ...+ pat™
Méme-li dokézati, Ze na pf. n® ¢isel a}, tvofi komponenty
smifeného tensoru, musime podle defuuce. dok4zati, %e forma

al Ei' EC’
jest pro linedrni transformace proménnych invariantni,
neboli, Ze se éisla a,’ transformuji podle vztahu (90). Tam je
patrno, Ze komponenty af se transformuji linedrn{ transfor-

maci (63) jako soudin dvou vektori kovariantnich b;, c, a
jednoho kontravariantniho d*. Nebot' by tu platilo
bicad! = a’oc,rﬂ:b'c.d‘

ana.loglcky s al, = afaiflal, podle (90). Nelze oviem obecny
tensor tietiho ré.du vyjadriti vidy skutecné soucinem ti{
vektord, nebot tensor je uréen 3 sloZzkami, kdeito tfi vek-
tory 3n slozkami.
" Budeme tedy definovati tensor (pro jedpoduchost
vyjddieni o) druhym zpisobem: tensor dvakrit ko-
variantni, jednou kontravariantni, jest velic¢ina,
jejiz slozky se transformuji linedrn{ transformaci
soutadnic jako souéin dvou vektori kovariantnich
a jednoho kontravariantniho. Zevieobecnéni je samo-
zlejmé.

Ukolem tensorového podtu jest, nalézti vlastnosti tensori
a vztahy mezi tensory, které jsou vzhledem k linedrnfm
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transformacim invariantni, neboli nezdvisi na zvolenych
soustavdch afinnich soufadnic.

16. Tensorové algebra. Tensorové algebra obsahuje pouze
étyti vykony: s¢itdni, ndsobeni, ztizZeni a pfidruZeni.

Séitdni tensori. Soudet tensori téhoz fddu a druhu jest
opét tensor stejného fddu a druhu. BudteZ na pi. af, b% dva
smisené tensory n-rozmérné. DokédZeme, Ze jejich soudet je
tensor téhoZ druhu a f4du. Podle pfedpokladu jest

aktin, = aké,,
biéin, = bi&
Sectenim obou rovmic vyplyvd
(a} + b) &in, = (@ + B) B,

t. j. soubtovd forma je také invariantni, a proto podle konec-
né pozndmky predchoziho odstavee jsou

cf =af + bk (91)

komponenty nového tensoru souctového. Pro vice séitancu
by byl dikaz zcela obdobny.

PFiklady. 1. Jeli a; tensor, je také —al, tensor a jejich
soudet O jest pak temsor téhoZ fédu a druhu, jehoZ vSechny
sloZky jsou nulové. V oboru tensord libovolného fédu a druhu
existuje tedy zvlastni tensor nulovy. Je-li ptiéten k jinému ten-
soru, nezmd&ni jej. ) ) _

2. Bud dén tensor a'*; forma a'kémk je invariantni, soudasnd

"ié.nk. Jsou tudiZ

viak i forma —ae™§;

bk — gik __ gk

k%mponen,t‘sy antisymetrického tensoru druhého fddu, nebot
b = —b¥,
3. V&ta o s&iténf tensort obsahuje jako zvléStni piipad véty
o stitdni a od&itani vektoru, jako tensori prvniho fidu.
Nésobeni tensori. Mime dokdzati, Ze souéin dvou ten-
sori na pf. af a b, je opét tensor. Oznalme afd, =}, .
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Podle predpokladu jest
aié ot = aiEaF,
b, Ltm = b (lam.
Nésobenim plyne
byt Am = aihy, £ TTAm,
t. j. nov4 forma jest opét invariantn{ a veli¢iny
Citm = %im

jsou komponenty smifeného tensoru ¢étvrtého fddu. Je zfej-
mé, Ze také soudin skaldru a tensoru je tensor. Je-li af  ten-

sor, ¢ skaldr, jest ca” tensor téhoZ druhu a fédu. Zevseobec-
néni uvedenych prfkla.du jest na snadé.
Ponévadi jest vidy podle (88)

& = &,
uréuje tato forma svymi soudiniteli smiSeny tensor druhého
rddu, jehoZ sloZzky jsou

r_ sk Jlproi=k,
a"_—ai_{OProi:#:k. (92)

Tento tensor slove jednotkovy.
Zuzen{. Je-li ¢ smifeny tensor, plati

ke, = ek,
pro kaZdou linedrni transformaci
E = odf", m, = Y,

Pro snaz3{ zietelnost budeme nyn{ pro ka#dé sé{tdni psdti 2.
Analogicky s (90) jest

o} = ZuifiF;
e
Pro ¢len majfef k¥ = ¢ dostaneme
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ct = 'Z.'a::ﬂ?:
%’c: = ’Z,;(E:%'cx:ﬂ:).
Vzhledem k (87) méme koneéné
Lt = Xe? = Zci. (93)
1 ] [

Vrdtime-li se opét k naSemu dspornému oznaéeni Xci = cf,
i

pozorujeme, Ze ztotoZnénim horniho a dolnfho indexu ve smi-

Seném tensoru c} a sedtenim dostivdme skaldr ci, tedy ten-

sor o 2 Fddy niZsf.

Na tomto zdkladé mizZeme z kazdého smiSeného tensoru
affm ztotoZnénim jednoho dolniho a hornfho indexu odvoditi
novy tensor o 2 f4dy niZsi, na pf.

B
Tikem = bzm'
Podle definice jest invariantni forma
i pT™

Danou formu miZeme psiti také ve tvaru

it (Zakt Egpam).

jkn b $im 1 )
Z invariance této formy je patrno, Ze soucet v zdvorce je ten-
sor druhého Fddu

. c:’ = ﬁaz‘m E“tplt"'.
Podle véty shora dokézané jest invariantem soudet
ek = XEtp gm(Zakl ).
k £ im i (k tkm

Jest tt;dy
Zall =4 (94)
3

tensor fadu tfettho. ZtotoZnéni dvou opaéné le#icich indexd
a seCteni podle nich nazyvime ztiZen{.
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Z tensoru trettho rédu b}, dostdvdme na pi. dalifm zhZe-
nim (s vynechdnim znameni X)
b, =d, (94)

m
kovariantni tensor prvého fddu.

PiridruZeni. Vedle uvedenych vykont s tensory, které
nepredpoklddaji stanoveni metriky pro zdkladn{ mnoZiny
vektorové, pristupuje v metrické geometrii tensorové jesté
jeden vykon — pridruZeni, které pfedpoklidd existenci zd-
kladniho metrického tensoru g;. Pomoci tohoto tensoru mi-
%eme v tensorech indexy libovolné presunovati nahoru nebo
doli, takZe ke kaZdému tensoru miZeme vytvoriti slozky
kovariantni, kontravariantni, nebo rizné smisené. Rizné
slozky téhoZ tensoru budeme pak oznafovati tymZ pisme-
nem, na pi. ¥, a,,, a¥/, a*/*. ZvySovéni a sniZovén{ indexi
se provid{ pomoci rovnic (76) a (77):

i = gult, E= g%&y,
které jsou zdroven piikladem pro ziZeni podle indexu k.
Vykon sdm pochopime nejlépe na prikladé s tensorem tretiho

réddu:
N = af Pl = afkEm Lt = aMEg, .

Indexy tensorovych sloZek pifeme nyni pro zietelnost za
sebou v tom pofddku, jako indexy proménnych, aby bylo
patrno, ke které proménné index patii. PouZijeme-li rovnic
(77) dostaneme

amf‘nké'l = a’ikzgi’ rnké-l =af 4: nkcl
tak¥e zvyseni indexu se déje podle vztahu
@y = Byg" .
Index i se zvySi (bez ohledu na ostatni indexy) tak, Ze pii-
slufnou komponentu a;:- ndsobfme g a seéteme podle i.

Index pfejde nahoru a zménf se v r. Na pf.:
bimg' g™ = biryd, (95)
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Pro sniZenf indexu uvedme pifklad:
a'®y i lt = att Egenlt = alg Eop'lt.

Odtud
aly = a't ks (96)

Podobné muZeme soucasné zvySovati a sniZovati indexi
nékolik. Snadno lze na pr. dokdzati, Ze

ait = Jufraa". (97)
Pro metrickou tensorovou formu mime vztahy
gufint = gilmt = gkétn, = g*Em,,
a podle tGlohy 17 také
gk = &t = g*Eam;

takZe sm{Sené komponenty metrického tensoru ]sou ve viech
linedrnich soufadnicich
: _[lproi=kFk,
9= {Opro 1 k. (98)
V kartézskych souradnicich o kladné metrické formeé
plati podle (72)

9= 9= 0p (99)
TakZe podle (79) jest £ = £%. Indexy je tedy moZno presu-
novati beze zmény libovolné:
ai’ = a'y= am = ai*.
Ulohy. 18. Doka¥te pfimym u¥itim transforma&nich rovmic
(83), Ze je tensorem soudin a’b* nebo a’b¥e,, uiiva._]ice vztahu (46).
19. Pro tensor ck = a'b dokaZte pfimo, Ze Z‘c jest invarian-
tem.

17. Vektorovy soufin. Nejjednodussi tensory po vekto-
rech jsou piirozené tensory Ff4du druhého jako na pi.
tensor metricky gi. V n-rozmérném prostoru mi obecny
tensor druhého f4du tolik komponent, kolik je variaci dru-
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hého fddu s opakovanim z n prvki, t.j. n¢ Omezfme-li se
zat{m na prostor trojrozmérny, jest komponent 9, které lze
srovnati do schema N

)y Gyp Gy

g1 Qyp gy (100)

Qg3 A9y gy

Pro tensor symetricky (na pif. metricky) plati vSak pod-
minky a; = ap;, takZe poet slofek se zmensuje na = -
+ 3n (n — 1) = 3= (n 4 1), ve tfech rozmérech na 6. Tensor
druhého tddu, pro néjZ platf a;; = — a;; slove antisymet-
ricky a m4 jen §n (n — 1) riznych sloZek, v trojrozmérném
prostoru pouze 3, nebot sloiky ay = 0. Je tedy pomeérné
nejjednodussi, proto uvedeme nejprve jeho piiklad, t. zv.
vektorovy souéin, kterého jsme se dotkli jiz v odst. 14
Pii odvozovéni obsahu rovmobéiniku. Pro ndzornost se
omezime na prostor trojrozmérny o dané zikladni me-
trické formé Q(y, l)) = g.bf'r/" V soufadnicfch kartézskych
je kromé toho g, =

V poctu vektorovém se definuje vektorovy soucin dvou
vektori g, ¥ jako vektor 3 (obr. 11) o absolutni velikosti
rovné obsahu rovnobéZnika obéma vektory uréeného

zy sin 9, (101)
a takového sméru, Ze se z ného jevi nejmensi otodeni vektoru
g do vektoruly ve smyslu kladném. Vektory ¢, y, § tvoii opét
pravotodivou soustavu jako zdkladn{ vektory i, 15, i;. Pri-
méty stanoveného rovnobéZnika do soufadnicovych rovin
jsou, jak jsme vidéli,
c12 —_ 517)2 J— 52771 o 4‘3’
(= — fup =01,
4-31 i 53171 — £1n3 — 4'2.
Ve skuteénosti jsou to komponenty antisymetrického ten-
soru, ktery m4 v trojrozmérném prostoru nshodou 3 slozky
jako vektor %, ale v prostoru ¢tyrrozmérném by mél sloZek 6,
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takZe by se jiZ nedal zndzorniti vektorem o' 4 slofkach.
V podtu vektorovém se pffe vektorovy souéin na rozdil od
soudinu skaldrnfho ve tvaru

. [ab] = [a, b]. (102)
Z tvaru sloZek i ze vztahu sin (ba) = — sin (ab) je patrno, Ze
pro vektorovy soucin neplati zikon komutativnosti, nybrz

[ba]l = —[ab]. (103)

Ve tvaru polokartézském jest ]
[aB] = i; (a%® — a%?) + i, (@%! — a'6?) + iy (a'6* — a%Y),

(104)
nebo ve tvaru determinantu
il iz ia
[ab] ¥ | a! a2 a®|.
b b2 b3
Odtud je ihned patrno, ze
[aa] = 0. (105)

Vektor g, ktery jako vektorovy soudin [qb] zndzoriuje v t¥i-
rozmérnych kartézskych soufadnicich nd$ antisymetricky
tensor, slove dasto jeho doplikovym vektorem. Tensor
¢’k = gibf — g¥bt se nékdy nazyv4 bivektor. Je zfejmé, Ze
toto prifadéni vektoru doplikového md smysl jen v soufad.
nicich kartézskych, nebot obecnd linedrni transformace
soufadnic nezachov4vé pravé dhly. Jen pii vlastnich orto-
gondlnich transformacich (s determinantem 1) zistivd
invariantn{ linedrni forma proménného vektoru &*

51 ‘fz ‘Ea[
o™ + b + 0% = |al a* b, (106)
bl b2 3!
nebot uvedeny determinant se ndsobi pfi tom determinan-
tem transformace, t. j. +1. Rozdil mezi slozZkami kovariant-
nimi a kontravariantnimi v kartézskych soufadnicich, jak
jsme vidéli, mizi.
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Tensor ¢'* = a%b* — a*b* m4 oviem smysl i pro soufadnice
kosotihlé. Zvolme tfeba pifklad dvojrozmeérny s osami svira-
jicfmi vdhel @ o metrické formé podle (34)

gkt = Et 4+ cos w (&2 + ) + E2,
ve které
I =40gn= !, J12 = g1 = COB .

Pro nés tensor musi byt c¢* = ¢y = 0; kovariantnf slozky
podle (97)

Cit = g™, neboli ¢, = g11g5sc"® + gayfrac™;
C1e = €' (guufas — Juyf1e) = P sin* w = —cy.
Dvojnésobnym ziZenim obdrzime invariant
CiEct® = 0,012 + 050" = 20,012 = 2 (a'b? — a2")? sin® w,

takZe
Jeiuct® = (alb? — a?h!)? sin? . (107)
Vidime, Ze vysledek je skutet¢né invariant, nebot je to étverec
obsahu rovnobéinika uréeného obéma vektory ab sind.
V kartézskych soutadnicich (a, b%) jest tyZ étverec podle (14)
(&1b2 . &2b1)2 — _é_ (612612 + 621621) — %5.35‘*.
To je v8ak invariant platny pro viechny linedrni soufadnice,
tedy i pro naSe kosoihlé. (Srovnej il. 17 v odst. 12.)

Jeité jedna okolnost odliSuje obyéejné vektory od dopli-
kovych. Zménime-li v pravotoéivé kartézské soustavé sméry
08 v opaéné (inverse os), zméni slozky obytejnych vektora a*
své znaménko v opaéné, kdeZto slozky vektoru dopliikového
podle (104) znaménko nezméni. Proto se oba druhy vektori
v poctu vektorovém odliSuji. Vektory obyéejné slovou po-
lirn{, dopliikové pak axidlni.

Amalogicky s uvedenym piikladem dvojrozmérnym mi-
feme i v n-rozmérném prostoru vyjédiiti obsah rovnobéinika
uréeného vektory g, vyrazem, jehoZ &tverec jest p? =
= (zy sin $)2. Podle (66) a (67) mdme pak
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Qz, H)
Vow - om)

takie . QE) - QH) —Q* g, v)
= 1 —_ 2 = .
sin? ¢ cos? ¢ Q) - Oy)

Odtud p? = Q(g) . Q(Y) — Q*(x, Y), coz lze psiti také )

p? = Eilmby — EqibnE = EF (Eope — Ewps) =

= — &bt (ome — Eupi),
jestlize v zdvorce vytkneme —1 a zaménfme indexy i, k.
Odtud pak seétenfm obou vyrazi, a dpravou
P2 = % (& — &) (Eome — Ewme) = §6%Eu.  (108)

Jako uréujf komponenty &¢ smér i velikost vektoru, tak ur-
¢uje antisymetricky tensor druhého Fddu &% = Liyk — gkyt
svymi slozkami rovnobéznik dany vektory g, 9 polohou, veli-
kost{ i smyslem otdéeni g do §). Dva rovnobéiniky v riznych
bodech uréuji jen tenkrit stejné plodné prvky, jestlize

=g k=123, ..,n)

Proto povaZujeme vektor £¢ za zdkladni prvek jednorozmér-
ny, &% za zékladni prvek dvojrozmérny o velikosti 4&%&;.
Jak jsme jiz podotkli, nelze v n-rozmérném prostoru zobra-
ziti prvek &% néjakym dopliikovym vektorem, ktery by mél
jen n sloZek.

Uloha 20. V kartézskych trojrozmdrnych soufadnicich jsou
dény vektory a(a;), b(b;) & jejich vektorovy soufin [ab] = 3.
DokaZte, Ze pro smdrové kosiny cos y; vektoru g(z;) plati

cosy, = 2 = s —aaby , atd.
2 Var¥a+2
Jeou-li smérové kosiny danych vektori resp. o, B;, jejich vza-
jemny thel pak &, jest déle
a,ﬁ%:,ﬂ,}’ podobnd cos y,, €OS ¥3;

sind & = (a)8y — 0yfy)? + (%afy — xafy)? + (a1 — mbBy)*

DokaZte!

2 =Q(F), = Q®), cos 9=

cos y, =
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18. Vlastnosti a uZiti vektorového soudinu. Z definice
vektorového goucinu plyne, Ze dva rovnobéiné vektory
a || b maji [ab] = 0.

Pro vektory jednotkové (i), 15, i5) plyne déle:

[ ] = [iziz) = [isis] = O,
[tie] = — [izh] = tss
L o . 109
[izts] = — [igla] = 1y, (109)
[iai] = — [his] = ta-
Zikon komutativni, jak jsme vidéli, neplati, protoZe
[ab] = [Ba])
neboli slozkové
aiby — arh; = — (biay — bpay).
Avsak plati zdkon distributivn{
[a + b, ¢] = [ac] + (be], (109)
jak snadno plyne z vyjidieni pofokartézského (104).

Vektorovy soudin se vyskytuje velmi ¢asto v mechanice.
Zmadi-li OB vektor v (z, y, z), a pak néjaky vektor v bodé B,
nazyva se [va) momentem vektoru @ vzhledem k bodu 0. Na
pf. moment sily P (X, Y, Z) vzhledem k bodu O jest
[*P] = D zndzornuje se vektorem, jehoZ sloiky najdeme
podle vyrazu (104), nebo z determinantu (105)

i b
T Y 2
XY 2
Dy =yZ—2Y, Dy=2X —xZ, Dy= zY — yX.
(110)

Moment sily P (BE) v bodé B vzhledem k libovolné mimo-

béice, vektoru 1, jest [v,,], kde znadf (obr. 12) ¥, kolmici

spuSténou z bodu B na csu n, P, kolmy pramét sily P do
roviny jdouci bodem B kolmo k gt; Y, jest slozka rovno-
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béind s 1. Podobné je rozloZen posiéni vektor ¥ = OB na
dvé slozky, v, | n a v, ve sméru osy n. Protoze A O,BD je
kolmy primét trojahelnika OBE do roviny ¢ | n, jest vek-
tor [v,9,] kolmym primétem vektoru [vJ] do osy 1, nebbli
roven n°. [vP] = OA. Dfive uvedené slozky D; jsou tedy
zérovenn momenty sily P vzhledem k osdm souradnic.
Analogicky vyznam m4 vieobecné moment vektoru @ vzhle-
dem k jinému vektoru n.

In

Q
[r\e
0,

Obr. 12.

Také zdkon Laplaceuv v nauce o elektfiné poskytuje pii-
klad vektorového souéinu. Proudovy element dJ = {.ds
v bodé B o posiénim vektoru OB = ¢ plsob{ v bodé O inten-
situ magnetického pole velikosti

_ dI .gin(r,ds)

r2

\

dH

jejiZ smér je ddn vektorovym soué¢inem [ dJ]. Jest tedy

[v.dQ]
-

d$ = (111
Jiné piiklady uvidime v dalsfm.
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Dilezité jsou také soudiny tfia étyf vektoru. Skaldrni
souéin (a[b¢]) mé jednoduchy geometricky vyznam. p = [be]
ud4vé obsah p rovnobéinfka omezeného vektory ¢, b, soudin
(ap) mé tedy hodnotu pa cos 9, znadi-li & tihel vektoru q, p.
Soudin a cos? je viak vyska rovnobéinosténu uréeného
vektory a, b, ¢. Je tedy skaldrni soudin (a[b¢]) roven objemu
tohoto rovnobéznosténu. Po inversi os zméni se znaménka
sloZzek a* a tim znaménko celého skaldru. Proto se mu fik3d
také pseudoskaldr (viz odst. 28). Pro tii komplandrni
vektory musi oviem

(a[be)) = 0.
ProtoZe objem zminéného rovnobéinosténu miZeme podi-
tati je§té pro podstavy [¢a] nebo [ab], jest

(afbe]) = (bleal) = (¢[ab]), (112)
Vidime tedy, Ze Ize v daném souéinu vektory cyklicky za-
méniti.
Ve tvaru slozkovém jest hodnota souéinu
(a[bc]) — al (b263 — bch) + a2 (b:icl. N blca) + aa (blc2 —_ b2c1)’
nebo ve tvaru determinantu (srv. 106)

cal a® a®!
(albe]) = | b1 b2 &% | (113)
el ¢ 3.

Ve fysice znamens tento soudin tok vektoru a plochou
[b¢]. Kdyby na pf. a byla rychlost tekutiny, vyjadfoval by
ni8 soutin objem tekutiny, kterd protecée jmenovanou plo-
chébu za vtefinu. (Viz odst. 14.)

Dvojnésob vektorovy soudin [a[b¢]] m4 slotky na pf.

[a[be]), = a? (b2 — b2cl) — a3 (b — bie?) =
= bl (a%? + a®c®) — c! (a?h? + a%?).

Pri¢teme-li k této rovnici identitu

0 = blalct — cla'd?,
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najdeme
[albe]], = b¥(ac) — c'(ab),

coZ je slozka (1) vektoru
b(ac) — c(ab).
Podobné bychom to ukdzali o dalsich slozkich; je tedy
[a[be]] = B(ac) — c(ab). (114)

Tento vektor je polirni, nebot inversi zméni znaménko
sloZek.

Nésobme podle (114) soudin [b[¢d]] skaldrné vektorem a.
Dostaneme skaldr

(a[bled]]) = (ac)(bd) — (ad)(be). (115)
Podle (112) je v3ak také pro [¢d] = m
(albm]) = (m[ab)) = [ab] . [¢d]. (116)

Ze (114) lze také odvoditi souéin
([ab](ed]] = c(d[ab]) — D(lable) =
= — a([¢d]b) + b([cd]a). (117)
Odtud plyne vztah pro étyti vektory, z nichZ Zddnd trojice
neni komplandrni:

— d([able) = a(b[be]) + B(aled]) + e(d(ba]).  (118)
Souéin ve (117) je vektor axiidlni, nebot' po inversi os neméni
svého znaménka, jak je také patrno podle strany pravé.

Ulohy: 21. Doka%te identitu

[a[be]] + [B[ca]] + [¢[ab]] = O.

22. DokaiZte, Ze plati

[a[b[ed]]] = ([ac]d)b — (ab)[cD].

19. Derivace vektord a tensord podle skalaru. Slozky
vektoru y = &4, + &%, + &%, mohou zdviseti na skaldrni
veli¢iné, na pf. na Case ¢. Za jisty pliristek ¢asu At zméni se
vektor g o prirastek Ay, ktery je oviem také vektorem. Defi-
nujeme pak derivaci vektoru g podle ¢asu limitou
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dg dpy d&, dE' dés,
Im =g =whtghtgh

Pti tom se predpoklédé, e poloha soufadnicovych os se ne-

(119)

<
ménf, Vektor de m4 tedy slozky cil_i

ds
Je-li ¢ = a 4 b, neboli ¢t = af + b3, jest
det  da* 4
dt T der ' oae’

tedy vektorové
d@+b) da db

FTER TR T (120)
Podobné odvodime derivaci souéinu (ab) = a'b;,
d(a'b;) da' db
T = 1 +
takZe d(ab) da dp
= - 121
de (dt I’) + (“ dt)' 1zl
Tensor ¢** = a®b* — a*b* m4 derivaci
do% dbt dbé  da da®
— —qt— gk — bk — —__ pi.
TR Tt i Tl
Podle toho bude v kartézskych soufadnicich pro vektorovy
soucin
db b
[ab] [ @ + [dt ] (122)

Pro jednotkovy vektor q° jest podle (66)
(a%®) = a* = 1 = gua‘a®.
Odtud derivaci podle ¢ jest pri konstantnich g;;
. da* dat _da®
— el —— o ok — i,
0= gaa’ =+ g @ = 2gaa’—,
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Vektorové pséno podle (121)
da®

2q° — T 0, (123)

0
z celoZ plyne, Ze vektory q° a (_ldT stoji na sobé kolmo, tedy
i a® a da® (obr. 13).

Obr. 13. - Obr. 14.

Absolutni velikost diferenciélu da® jest rovma diferencidlu
dhlu dg, o ktery se vektor a® pootodf za &as dz.

Pro libovolny vektor 2 = Aa® médme derivaci

B _Upyals (124)

Nebo pro diferencidly
dA=d4 .a°+ 4 .da°
Tato rovnice vyjadfuje poznatek zfejmy z obr. 14, Ze celkové
zména vektoru v daném bodé se sklddd ze zmény q° . d4 ve
sméru vektoru (zména délky) a ze zmény 4 . da® vzniklé po-
otofenim (zména sméru).
V&eobeené, zavisi-li sloZky libovolného tensoru, na pf. agk

na skalérn{ proménné ¢, jest n-t4 derivace tohoto tensoru
podle ¢ rovnéZz tensorem téhoZ i'édu, nebot’ podle (90)

al,) = a’a‘,ﬂf, It? (ars*) (125)



transformuje se tato derivace stejné jako pﬁvodni tensor.

N .t4 derivace vektoru £ je tedy opét vektor (5'), neboli

vektorové psdno

dry drg | dng2 dngs |
T T ht din i + am ¥

(126)

20, UZiti v geometrii a ve fysice. Te¢na kiivky. Zna-
¢i-li ®(£%) posiénd vektor bodu M na kiivee, z4visi tento vektor
na délce oblouku s potitané od jistého poddteéniho bodu na
kfivce.

dr je vektor spo_]uJicl dva nekoneéné blizké body MM, na
kiivce; mé tedy smér teény o jednitkovém vektoru t(t') a
délku ds, takZe

dt - t . dB,
neboli
_dv ,_ af
t = e 1= re (127)

ProtoZe t je vektor jednidkovy, znaéi ## v kartézskych sou-
fadnicich smérové kosinusy teény kiivky vzaté ve sméru
rostoucfho oblouku s.

Hlavninorm4la kiivky. Postoupime-li z bodu M(s) do
sousedniho bodu M,(s 4 ds), pootoéi se tetnovy vektor jed-
niékovy t o df | t. Rovina vektoru ¢, df slove rovinou
oskulaéni (na obr. 15 rovina papiru). Uhel dvou sousednich
teten dp slove uhel kontingenéni. Smér vektoru df je
smér hlavni norm4ly kfivky v bodé M, jejiZ jednickovy
vektor oznadime n(nf). (Na obr. z bodu M vodorovné
vlevo.) Patrné jest df = 1t . dp. Dvé sousedni hlavn{ normily
protinaji se ve stfedu kfivosti S v oskulaéni roviné. Délku
S;M = R nazyvéme polomérem kfivosti kiivky v da-
ném bodé M. Platf tedy

ds =R .dg,
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(128)

Obr. 15.

Cfslo 1 : R slove prvni kfivost v bodé M. Slozkové (128)
piSeme ve tvaru

1 129
ProtoZe smérové kosiny normily podle (128)
. dzt dags
vl =t
ddvaji
- () + (@2 + (@) =1,
jest
1 dzgn\®  [dze\® [degs)\?
B ‘J;F)*’(F &) (130)

Binorms4la a torse. Kolmice v bodé M na rovinu osku-
laén{ slove binorméla. Jeji jedni¢kovy vektor B(b%) volime
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tak, aby ¢, n, b tvofily pravotodivou soustavu. Kdyby &dra
byla rovinnd, byly by oskulaén{ roviny v bodech jeji ¢dsti
pod M i nad M totozné (rovina papiru). Pti édfe prostorové
je oskulaéni rovina sousedniho bodu v édsti nad M ponékud
ototena kolem teény ¢ o jisty uhel dB, takZe levy koneo
vektoru 1 se pootodf za papir o dn, a piedni konec binormily
rovnobéiné s 1t o vektor db (obé ototeni o ihel df). Analo-
gicky s ds = R . dp definujeme polomér torse T vztahem

ds =T .dg.
Podle obrazce 15 jest ddle
db dg 1
= . —_ = . —_—= — n
db=n.d F=n. g =7%
slozkové
dbt 1 .
— e —— l_
A T n (131)

1
Vyraz T slove pak druh4 kfivost neboli torse éary.

Zména normily vzniki pak jednak otocenim normily
kolem ¢t o vektor dn, mifici opaéné nez binormila o thel dg,
takZe

dn, = —b.dg;
jednak ototenim kolem b v opaéném sméru teény o vektor
dn, = — ¢t .de.
Vektorovy souéet obou zmén ddava
dn 1 1
a _— F t - 'T'\B,
slozkové
dni 1 1
o o p_ i
P = ¢ T b (132)

Vzorce (129), (131), (132) slovou vzorce Frenetovy. Lze je
psdt vektorové nebo sloZkove.
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Pohyb bodu. Urazi-li bod o posiénfm vektoru ¢ za dife-
renciél ¢asu d¢ diferencidl drahy dr, definuje fysika okamii-

tou rychlost v vektorem (o velikosti i—‘;) .-
de o . . dat
= T slozkové v* = rTh (133)

Je to tedy vektor kontravariantni. Pieme-li ¥ = 7. %, kde
znadéf ¢° jednotkovy vektor, mdme (srv. 124)
de o dr de?
b—d—t—t _cl_t-—I_rEt—_”'—*_bw.
9, jeradjdlni slo¥ka rychlosti, 9, pak sloZka kolm4 k radidlni.
Rychlost sama je vektor sméru teény. Pifeme-li derivace

d
podle éasu teckou nad pismenem (i‘ = E’;—), vektor kolmy

k v pak u° jest
9 = 704 ron’, (134)
vi = (p9) = + (@)%
Hybnost bodu hmoty m je vektor mvi(mp). Uhlqv4 rych-
lost ¢ = w zndzoriiuje se oby-
Cejné axidlnim vektorem {y =
= oW’ =w . W® ve sméru osy
otideni (obr. 16). Pak jest (viz
také 150, 151)

nebot slozka t,| tv, takie do
[tvr] nepfispiva.

Slozky t se znaéf ve fysice
obyéejné p, ¢, 7. Sloiky rych-
losti pfi rotaci jsou tedy podle
Obr. 186. (105) v, = gz — ry atd.




Rychlost bodu je tedy celkem 9 = 9, + [¥), slozkove
v = (cil_:: + gz —ry atd. (136)

Plosnéd rychlost je definovdna jako polovina rovnobéi-
nika uréeného vektory v a p. Podle vykladu  (101) je to anti-
symetricky tensor w¥ = z%¥ — 2%ut, jehoZ dopliikovy axisl-
ni vektor jest analogicky ke (105)

i g i3 |
o 22 23| (137)
ot w2 od

2& = [vp] =

Protoze mé & smér fy = ¢?, moZno pséti téZ

& = prjue
Antisymetricky tensor je také moment hybnosti (impuls-
moment)

Utk = mw® = rime* — z¥mot. (138)
Zrychleni
do
“CTT @ ( ) as’ .
nebo slozkové
g Bt &t
de de
a= g. ‘ (139)

PiSeme-li opét dv = ds ., mime

d [ds dzs ds dt
=Tt(ﬁ?t)=5t?t+d_tat_'

Podle (128)
de _dtds s 1 vy
dt dsdt  dt R '_R '
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takZe zrychleni teéné je
d2s
ds?

zrychleni centripetdlni ve sméru normsly

t, (140)

v2
i n. (140)

Zrychleni plo3né &= —(;l—te Je to tedy opét temsor
antisymetricky s doplikovym vektorem } [va].

do d dry
a] = E[’”] ml P b]. (141)

aviak posledn{ ¢élen jest [pp] = 0; tedy

26 = [ra] = [r

. d
28 = T [rp]. (142)
Rozlozime-li zrychleni “
a=as + ag,
na zrychleni radidln{ a k nému kolmé whlové, jest
[va] = [ra,] + [va,] = [rag].
Pii pohybu centrdlnim m4 zrychleni jen smér radislni,

ap =0, S =0, @ = konst, co? jest druhy zékon Keplertv,
Ze pfi pohybu stfedovém jest plosnd rychlost stdld.

Druhy pohybovy zikon Newtoniv zni vektorové

ma=p= ma, slozkové pi = ma'= m% (143)
Prvni véta impulsovd zni
d(mb) ag ;. d(mvf)
@ @ P (144)
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Drub4 véta o momentu impulsu jest (viz 141)
R
[rp] = T [v, mp]. (145)

21. Jiné tensory Fadu druhého. Zobrazeni. Tensory dru-
hého t4du jsou po vektorech nejdulezitéjsi. Jejich zvidstni
piipad tensory antisymetrické jsme prdvé poznali. Jiny pii-
klad smiSeného tensoru rddu druhého, tensor jednotkovy
af = éf jsme vidéli v odstavei (16), kde byl definovin in-
variantni formou

aff’mc = &y = i

Lineérni vektorovi funkce. Podle definice smiSeného
tensoru a, jest forma a,f.m, invariantni; musi tedy byt
af £ = £* slozky kontra.vana.ntmho vektoru, ktery je vek-

toru £* tensorem a, pnraden jako funkce nebo jake zobra-
zeni. Symbolicky g’ = T(g). Tato funkce jest linedrni, pro-
toZe ze vztahu

£t = a.s', (146)
t* = dit,
plyne )
e et =ab (4,
neboli

Uy =TE+ TG =Tk +3)-
A déle podobne ¢
 Tep) = AT@), (147)
znamend-li A néjaké redlné ¢islo.

Slozky af linesrni vektorové funkce tvoif matici (pro
n=3)

1.1 1
a, az ag
a2 a3 a} (148)
a} ot a3,
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proto nazyvé Weyl toto vektorové zobrazen{ samo také
zobrazeni matici. Jednotkové vektory ¢; prechizejf zobra.-

zenim ve vektory .
ey = as ¢ln
takze podle (147) pro ¥ = &fe; jest
g = affe, = £e's. (149)

M4 tedy vektor g’ v soustavé e’; tytéZ slozky jako vektor g
v soustavé puvodni ¢;. Invariant aﬁ vznikly zdZenim slove
prvoi skaldr matice.

Pifkladem zobrazeni miZe byti rotace pevného télesa
kolem bodu O; pfi ni se otoéi vektor OP(£%) do polohy

OP'(& + 8&Y), kde PP’ = 6&%. Uvaiujme rotaci za kratky
éas ot a budi? prisluiné linedrni zobrazeni

08 = uf ot . EE. (150)
Zména délky pivodniho vektoru je pfi rotaci nulovs, tedy.
o(&ib) = 5(9&5‘5‘) = ga(E0EF + ¥EY) = 0.
Ekﬁfk + &ibE = 26065 =0
a dosazenim do (150) po kriceni §¢ mdme
Wk = wab'E =0

pro viechny &, cot vyZaduje wi; = 0 a wi = — wy, takle
tensor wy je pro rotaci antisymetricky. Délime-li (150) &t

Odtud

4

a prejdeme k lim ét = 0, jest d&-it = v rychlost bodu rotu-
jictho télesa, jejiz kovariantni slozky jsou tedy

v = watk. (151)

V trojrozmérnych soufadnicich kartézskych jsme tyZ vektor
nazvali ve (135) 9y (¥z, ¥y, v¢), kde na pi. bylo

Vg = @2 — TY == W, T + WY |+ Wig2-
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Tensor wg mé tedy slozky patrné ze schematu

0 —r ¢
T 0 —p (152)
—q p O

Jeho doplitkovy vektor iy mél slozky p, ¢, 7 a byla to dhlové

rychlost. Body na ose rotaénf maji v;= 0 a 3 rovnice

wipE¥ = 0 maji 3 fefenf riznd od nuly
£ig:p=pigir,

coZ jest vektor lezfcf v ose rotacn{ a urcujicf smér osy.

Jako piiklad tensoru soumérného vezméme moment
setrvadnosti télesa. rotujictho kolem osy jdouci téZistém.
Kinetickd energie télesa rotujiciho kolem osy v ihlovou
rychlosti w jest jak zndmo

E = o, =} Z‘m.-bi,- =4 ‘Zm.- | [or:] |2,

kde.se soudet vztahuje na vSechny body télesa. Smérové
kosiny osy budtei

P g_9 _T.
a_w'ﬂ o ' T
P=1Wg q=wy, T=W;
hhoia iy
(or] = |w; wy ws|.
T y z

Dosazenim do 2E obdrifme
2F = {.‘m‘ {(wyz —wey)? + (wex — wy2)? + (wzy — wyz)} =
=ufZm (¢ + 2%) + w,z,);'m (22 + =% + wa'm (=2 + »?) +
— 2wpgwy Zmay — 2wyw.Emyz — 2wywymez;

vynechivime viude u m, z, ¥, z indexy ¢, pfes které se sdit4.
V obvyklém oznadeni se pise

28 = wi L, + wily + wil, + 2wyl + ... + 2wow,l,,,
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a Ige, Iy, Iss jsou momenty setrvacnosti kolem os soufadnic,
Ipy, Iys, Iz jsou t. zv. momenty deviacni. ProtoZe 2F je
invariantni skaldr, jsou Iy slozky soumérného tensoru dru-
hého fadu. .

Délime-li étvercem iihlové rychlosti @?, méme

2F
I, == =L + Ipft + Liy* + 2Unof + ..+ 2Usafly.

Tim je dén moment setrvaénosti pro libovolnou osu  jdouei
téZistém. Jeho hodnoty si podle Cauchyho znizornime tak,
Ze naneseme na vektor (x, f, y) takové w, aby energie byla
stile 2E, = 1, Pak jest

Wiy = 1= I;;£* 4 Iwnz + L2+ 2111/6"] + ...+ 2Iyz77€:
(153)

znatéfme-li £ = wx, 7 = wfl, { = wy, tedy sloiky naneseného
vektoru neboli soufadnice jeho koncového bodu. Geomet-

rické misto téchto bodi jest plocha druhého stupné o rovnici
(153). Je to zejmé elipsoid, nebot w nemiiZe byti nekonecné,

protoZe I, neni nikdy nulou. Moment setrvacnosti I, = —
' w

je pak nepifmo dmérny ¢&tverci privodice elipsoidu, je-li
tento privodic osou otédceni. Pievedeme-li tento elipsoid do
soufadnic, jejichZ osy jsou tfi hlavni osy elipsoidu, zjedno-
dusi se jeho rovnice na -

LE+ Iyt 4 It =1 (154)
a po délenf w?

. 1
L= o= Lo* + Lt + Ip*

Podobné lze znizorniti kazdy soumérny tensor v trojroz-
mérném prostoru. Je-li jeho hodnota ve sméru o kosinech
a=¢E:1, f=mn:l, y=2{:1l rovna k, nanesme na vektor

tohoto sméru k = —. Pak jest analogicky k pfedchozimu

I
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Pl= 1= k& + koon® + kaal* + 2k56n + ... + 2k31(§1%.5)

Koncové body vektori ! opét leZi na elipsoidu, nemohou-li se
ki; st4t negativnimi. V opadném piipadé by to mohla byt
i jind plocha druhého stupné; k témto pripadim vSak piihli-
Zeti nebudeme. Elipsoid tensorovy jest obecné trojosy a
Preveden na své osy jako osy soufadnic mé rovnici

k82 + kg + Kyl? =.1- (156)
k,, k,, ky slovou jeho hlavni hodnoty. Rovnice

1
k== kot + b o+ byt

uddvé pak hodnotu tensoru ve sméru (x, f, ).

Soumérny tensor je tedy urlen, jsou-li zndmy jeho hod-
noty ve tfech smérech hlavnich os. Elipsoid miZe ve zvlist-
nich pripadech byt rotaéni, koule, elipsa nebo i dsecka (ten-
sory plandrni a linedrni).*) Obecny soumérny tensor je urcen
jinak Sesti slozkami k4. Pro m = n jmenuji se slozkami
prvého druhu, pro m =+ » slozkami druhého druhu. Tyto
v soustavé hlavnich os vymizi. Znaé{-li tensor soumérny
vektorovou linedrni funkei, psanou v kartézskych soutradni-
cich podle (146) - '
£ = aiét,
vyjadi se toto zobrazeni v hlavnich osidch jednoduse

El = a181, £'2 = 2%, &2 = q,28%
Kazdému vektoru £¢ odpovida vektor £'¢ o prdvé napsanych
slozkich. Vektorim ve smérech hlavnich os odpovidaji opét
vektory souhlasnych smérti, aviak jiné délky. Le#i-li na pf.
koncové body vektori &' na jedni¢kové kouli, t. j.

(B4 (24 (882 =1,
je po zobrazeni
*) Viz K. Dusl: Uvod do vektorového po¥tu, odst. 114, 115.
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5’1 2 5'2 2 E’a ]
)+ (&) (&)= asn)

Vektory &% majf koncové body na elipsoidu. Predstavuje
tedy soumérny tensor uréitou deformaci, kterd se jevi tim,
ze puvodni koule presla v elipsoid obecné trojosy.*) « "

Obecny tensor druhého fddu cy dd se vidy rozloZiti
v soucet dvou tensorl: ¢;z — ag + b;_,,, kde

aix = % (B o), ba = % (cie — cxi), (158)

tak, %o Prvy ag; je tensor soumérny (deformace), druhy
by = — be je antisymetricky (odpovidd podle diivéj-
itho otodenf).

Ulohy: 23. Doka¥te, %e kg + kg + ks = by + %y + k5 jest
iz;raria;nt,em, ktery se na pf. pro moment setrvadnosti rovné
2 m"r" .

'24. Moment hybnosti tuhého t&lesa vzhledern k t8%iSti jest
podle (138) 81 = Zm[vv]. Pti rotaci kolem osy jdoucf t&Zistém je
v = [wr] (135). DokaZte, e Y je linedrni vektorovéd funkece
w(w,, wy, w,) o matici z'prvkid I, (komponent momentu setr-
vadnosti); Ze (Uw) = 2wle = 2E.%*%)

22. Skalarni pole. Gradient. V tvahdch fysikdlnich se
tasto setkdvdme s velicinami, jejichZz sloiky jsou funkef
mista (soufadnic z, y, z), takZe se mén{ od bodu k bodu.
Mize to byt skaldr (teplota, potencidl), vektor (intensity
raznych poli, jako elektrického a magnetického), nebo tensor
(napéti zplisobend pruznosti). Prostor, v ném? kazdému bodu
ptisludf uréitd hodnota jistého tensoru, nazyvé se pak tenso-
rovym polem (pole skalirnf a vektorové jsou zvladtn{ pri-
pady). VySetfovini, jak se mén{ tensor od mista k mistu,

*) Jako posunuti pfedstavuje geometricky vektor kontra-
variantni, tak afinni transformace, kterou definuje na%e linedrni
fnnkee & = alé* (a kterd je prévé zmin¥nou deformaci) pfed-
stavuje kvadraticky tensor.

»#) Srv. B. Kugera: Zéklady mechaniky tuhych t8les, odst.
99, a K. Dusl: L. c. odst. 118.
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vede pak k derivovéni{ tensori podle soufadnic. Kromé toho
mohou sloZky tensoru je#té z4viseti na dobé; nezdvisi-li na
dobé, slove pole ustdlené, staciondrni.

Pole skaldrni. BudiZ dén skaldr f(z2, 22, ..., 2*) = f(2),
zdvisly na afinnich soufadnicich z* bodu P pole. Prejdeme-li
do bodu blizkého Q(z* + dat), zméni se skaldr o totdln{ di-
ferencidl df, pro néji dévaji zéklady analyse

f 3/ f o .
df = — da? + ;da® 4. + = o dat.
Soui'a,d.mce a:‘ i ]ejlch diferencidly dzf jsou kontravariantni.
Po linedrni transformaci soufadnic (64)

zt = aiz* 4 of

prejde f(z) ve f(&). Oviem pii prechodu z bodu P do bodu @
mus{ zména skaldru vychézeti stejné, at ji po¢itdme v které-

koliv soustavé soutadnic, tedy
\

o 4 of
oo dat = = da. (159)
ProtoZe dz’ jsou kontravariantnf, nebot plati
dzt = of dzt

8 konstantnimi (na misté nezdvislymi) «i, plyne z invariance

linedrni formy (159) analogicky s (56,), Ze -a%{; .jsou kova-

riantni komponenty jistého vektoru, ktery se ve vektorové
analysi znaéi symbolicky grad f (gradient f) =¥/ f.*) Mus{
tedy i pro libovolny kontravariantni vektor £, na misté ne-
zdvisly, platiti

of . of - A

= m s (160)

*) Cti: nabla ef. Symbol 7 nazyvé se nabla podle podobnosti
se starym hudebnim ndstrojem, jakousi harfou.
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Vyznam gradlentu vysv1tne v kartézskych soufadnicich na
pifkladé, v ném? f(x) znaéi tfeba potencidl v bodé 4. Body
o témZ potenciilu lezi na ploSe jdouci bodem A (viz obr. 17),
kterd se nazyvd hladina. Body o potencidlu f -+ df tvofi dalsf

Obr. 17.

blizkou hladinu. Pfi pohybu po hladiné se price nekon4;
nems tedy sila slozku teénou, kterd by padala do hladiny.
Sila (intensita pole) mé tedy v kazdém bodé smér normily,
jest kolmd k hladindm. Postoupime-li ve sméru normily
o dn=, stoupne potencidl o prici df = —2—2 . dn. ProtoZe dn je

dréha, jest 5—7’; velikost pracujfei vnéjéf sily p = ;;i 1,
majic{ smér normély. Price v libovolném sméru g° po drdze
ds o slozkéch dz,, dz,, dz,
d/—a—,dx—|— f + ’dx (grad f.d8). (161)
=T g Ty 3 — (8T
Avsak préce serovnd vidy (p . dé), jest tedy pro libovolnd dg
identicky
0
(p.ds8)= ( fn" dé) (grad f.. d8)
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takie musi byti

gradf=%n°=p-

Gradient je podle toho vektor kolmy k hladiné
gskaldru v daném bodé a ud4dvd smér i velikost nej-
rychlejiiho vzristu skaldru.

Z této véty je patrno, Ze pojem gradientu je nezivisly na
soustavé soufadnic. V prikladé o potencidlu je gradient
vnéjdi sfla na jednotku, tedy opaéné vzatd intensita pole.
Derivace skaldru v libovolném sméru d@ = ds . 8° je podle
(161)
of dz,  of dux,

I @ gmap= L
Nékdy se piSe také

, 0 , © , 0 )

gm'dfzv,{:(hg;‘i'lz'@'*“aﬁ)f (163)

a operator V/ se povaZuje za symbolicky vektor, ktery pouZit
na skaldrn{ funkei ndsobenim, vytvaii jeji gradient. Pak lze
psati analogicky

0 Z 0
(8°. V)=8155 + 8o+ 8% o5, (164)

kteryZito symbol vytvifi ze skaldru jeho derivaci ve sméru 8°:
df

— = (g%

L= (165)
Diferenciél skaldru f ve sméru d@ jest pak

df = (d8. V) /, (166)

ProtoZe

o(f + 9) _ o o
ozt oxt ' axt’
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ofg) __ of %
et riagry
okf) . of
ot ox¥
Ize psiti pravidla

Vit+9)=Vi+ Vg,
Vig)=g.VIi+1.Vy, (167)
V) =k. V}. |
Pohybuje-li se nositel skaldrni vlastnosti / ve skaldrnim
poli f, které se ménf i s dobou ¢, a je-li rychlost jeho pohybu
9 (vg, v;, v;), urazi za ¢as dt drdhu d8 o slozkich dz = v, dt,
dy = v, dt, dz =v,dt. Casové rychlost zmény skaldrnf
vlastnosti nositele jest pak

df of  of dz | of dy
G- osw Ty

(k = konst),

ofdz
Pl
o o o o

+

ﬁ-i—zvz-l‘ a_y””+ % v
Tedy
df o
Tox T W i (168)

PFi tom -Z?I znadi, jak se méni skalir na témz misté ¢éasem,
neboli zménu lokslni; (v . V) f pak znaé¢f zménu zpisobe-
nou pohybem nositele v poli.

Ulohy: 25. Pro f = r = Vz' + y? 4+ 22 dokaZte, ¥e grad r =
=TT
1
26. Dokalte, %o grad (7) -1z
27. DokaZte, Ze intensita elektrického pole bodového ndboje e

ve vzdélenosti t jest € = —e .V (—1—)
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23. Derivace vektord a tensorii. Jako vede derivace ska-
laru k tensoru o fdd vy3¥fmu, tak zvy3uje derivace f4d ka-
dého tensoru o jedni¢ku. Zvolme na pf. tensorové pole tie-
ttho fédu a},, jeho# slozky jsou funkce mista (zf). Pak jest

. al E%%,, invariant
pii &, ¥, {; nezdvislych na misté. Diferencisl

oal
ﬁ gkt dar (169)

je také invariant a tedy 0 (at,) = b, tensor Fédu Etvrté-

oxf
ho, v indexu 7 kovla,riantnf.
Protoze metricky tensor g je pro celé pole konstantni,
méme podle (96)
by = 9,0 = @ (170)

]
ox r(gh ik)— oz’ lbl)'

Zvysovan{ a sniZovdn{ indexu je z4ménné s derivaci.

Tensor je moZno oviem derivovati vicekrdt. Jeho kova-
riantni t4d se pfi kazdé derivaci zvySuje o jednicku:

o%aj, _
oxtox® ikrs’

Pole vektorové. Jako pitklad si zvolme ustdleny pohyb
kapaliny. Jeji rychlost -9(v%) je v kaZdém bodé (zf) jini;
slozky v* jsou funkce soufadnic, ale nikoliv ¢asu. Piejdeme-li
z bodu A(z%) do sousedniho bodu B(zf 4 dzf) o diferenciél
dréhy dé (d«f), zménd se slozky vektoru 9 o diferencidly

ov’ N
| k 1
dvé = —— da?, (171)

kde _:c* jsou komponenty smiSeného tensoru v;®.

V polokartézském vyjddieni jest
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0 = vt + vydy + oty
¢isla vg, vy, v, jsou tu skaldry, takie lze psdti
' dv; = (d8 . V) 2,

9

atd. nebo celkem
dp=(d8.V)o (172)

jako diferencidl vektoru ve sméru dg.

Podle (158) lze kaZdy tensor vg rozloZiti na temsor sou-
mérny } (vie + vi) 8 na tensor antisymetricky 4 (v — vp).
Prvy znaci, jak jsme vidéli, deformaci, druhy otoéeni. Kdyby
se ¢4st kapaliny kolem bodu 4 jen to¢ila kolem osy # ihlovou
rychlosti w, bylo by 9 = [tw¥] a podle (135)

i 1y iy
v =[] = w; wy w; (173)
x Yy 2
jest ;
! ov o,
Pp—vm)=1% (3_:: — WZ) = w, atd. (174)
. . c 1 o ovg v
Uvedeny antisymetricky tensor — — — znad{ tedy skuted-
32:.' 3.1:;

né rotaci, proto se oznafuje symbolicky
rot 9 (rotace p) nebo curl p.*)

Povaiujeme-li opét §/ za symbolicky vektor, kterym je moz-
no nasobiti jiny vektor vektoridlné, jest

iody

0 0 9

= = | —— ], ]-
rot 9 = [Vo] = | 7= = (175)

Uy Yy U
Rotace postupné rychlosti bodu télesa je podle (174) rovna
dvojndsobné uhlové rychlosti kolem osy: 2fp = rot 9.

*) Cti khorl (angl.), t. j. vir.
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Z piedchoziho je patrno, Ze tensor rot je skuteéné veli¢ina
nezdvisld na soustavé soufadnic.

i
Podle (94), je-li % smifeny tensor bi, jest pfi viude stej-
ném vektoru a¥ ,
i gt —
bia¥ = cf
novym vektorem, ktery se ve vektorové analysi v pravo-
thlych soufadnicich oznaéuje symbolicky

¢c=(agrad) b=(a.V)b (176)
podle analogie se (164).
Jest na pr.
0b 0b,
c‘_az +ﬂay+ z —(V)b

PiSeme-li v (172) dé =ds. 8° jest na pr.
dp =ds(8°. V) v,
neboli
d
T =.V)». L)

Je to rychlost zmény vektoru v pfi postupu ve sméru g°.
Vektor ¢ by znaéil podobné rychlost zmény vektoru b ve
sméru postupu @ ndsobenou délkou a vektoru a. Na pf.

b i obg
(hV)B—_x: 152 +1 zax+ia 3:1:

BudiZ [ vektorové vlastnost hmotného nositele, ktery se
pohybuje rychlosti 9. 2 je vektor, ktery se méni od mista
k mistu. Vektor p m4 podle (133) slozky %: Méni-lise Y na
témZ misté€ i s dobou, jest

d4¢  24°  oaAidzt  24% oAt

F TR A = vk i~ 1
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nebo vektarové podle (176)

ad 3‘2[

& =7 T e (178)

@ uddvé lokdlni zménu vektoru  na témZ misté, kdeZto

(b grad) QA udévé zménu vektoru zplsobenou tim, e nositel

prichdzi do jinych mist vektorového pole 2. Je-li aﬂ =0,

nazyvdme vektorové pole stacionirnim, ustdlenym. Na. Pr.
d :
plati pro zrychlen{ -d—tt’ kapalinové &stice pri proudén{

do op '
D=2+ ey, (179)
slozkoveé
doi _ oot ovf
dt ot ' odF
Pohyb spojité rozprostiené hmoty (plynu). Méjme
na mysli na pf. hmotu v malé kulicce kolem bodu 4, ktery
se pohybuje sdm rychlost{ 9,. Okolni hmotné body majf
vzhledem k A relativn{ rychlosti 9 = d9 o sloZkdich danych
podle (171). Tento tensor se viak dd rozloZiti pedle vykladu
na uvedeném misté na rotaci % = } rot v a na deformaci
% (vig + vi) = dig = dii. Absolutni rychlost ééstice o rela-
tiva{ poloze d8 vzhledem k osdm poloZenym bodem A4 miZe
se pak psiti
9 = 0q+ [$ 0t 9,d8] + D, (180)

pii éem? b se d4 vzhledem k soumérnosti tensoru dy prevésti
na hlavni osy tensoru.

Ulohy: 28. Napiste (a grad) b v polokartézském tvaru.

29. DokaZte, Ze (a grad)f = a . gradf.

24. Divergence a rotace. Podle (93) dostdvdme ziZenim
smifeného tensoru c¥ invariant ¢}, jehoZ vyznam musf byt
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tudi2 na soufadnicich nezdvisly. Znadf-li a® vektorové pole,
at
jest g smifeny tensor, ktery d4v4 ziZenim invariant zva-

ny divergence

oat

Py div a. ‘ (181)
Vyznam tohoto skaliru a jeho nezivislost na soufadnicich
vysvitne z pfikladi. Provedeme-li deformaci na hlavn{ osy,
zZvetsf se hrany infinitesimdIniho kvddru o objemu d¢ dxn d¢

o vyrazy — 6 F df, atd. Ob_]em kvddru 7 =d&.dy. dC bude

tedy po deformaci
Vg

305 _,, 0
= @+ 55 4 (dn + Z1dy) (00 + 57

2
—dE.dy. d¢(1+ ?+Zn%+gf;c)

nehledime-li k veli¢indm vySsich rddu. Jest tedy

df) =

d.iVb=Tl—T

(182)

Divergence relativniho pofinuti &4stic kolem bodu A jest
podle (182) rovna zvétSeni objemu kolem A pfepoctenému na
1 cm?, neboli je to dilatace objemova. Tento fysikdlnf
pojem ziejmé nez4visi.-na soufadnicich.

Proudénitekutiny. Vdaném bodé A4 (obr. 18) at proudi
tekutina rychlosti 9(v%). Zadni sténou infinitesimdlntho
kvddru dz?.dz® vproudi do hranolku objem tekutiny
v' da? d#®. Rychlost v! na predni sténé jest

ot
1 - 1
vl 4 Py dz!,
tak¥e pfedni sténou vytede za vtefinu objem
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ovl )
1 — da! 2 .
(v + 1d:r:)da: da?

X

dx’

ax" X'

Xf
Obr. 18.
Prebytek vyteklé tekutiny je tedy ve sméru z! za vtefinu
rozdil obou vyrazi:
ot
ozt
Vypoéteme-li prebytek vyteklé tekutiny podobné ve smérech

72 a 2%, dostaneme pro da! dz? da® = dr jako celkovy pre-
bytek za 1 sec
(avl ot o

E);i_|_5?24,a_x;‘)ch:‘divt).d'r. (183)

dz! dz? da?.

Znadf tedy div 9 mnozstvi tekutiny celkem odtékajici za vte-
finu z okoli bodu 4 a pfepoctené na jednotku objemovou.
Nazyvd se také vydatnost{ pramene v 4, nebot okolf to-
hoto bodu dodéva ven vic tekutiny nezli prijimé. Hmota
této odtékajici tekutiny je o .div 9, znamend-li p hustotu
v bodé A, neboli hmotu 1 cm3. Tim se oviem mnoZstvi hmoty
v okolf bodu A ochuzuje, hustota g klesd za vtefinu o
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d .
£=—9.dm,. (184)
Je-li Q| libovolné vektorové pole, nazyvdme tokem vek-
toru Y ploskou dp soudin ,.dp, kde U, znadéf slozku vek-
toru Q| padajic{ do sméru normily ploiky dp sméfujici ven
z objemu plochou omezeného. Na pf. tok rychlosti 9 levou
sténou hranolku na obr. 18 jest — v? . d=® da?, protofe vnéjif
normila plodky mif{ vlevo, kdeZto v? vpravo, takie je mezi

nimi dhel 180° a cos 180° = — 1. Je tedy celkovy tok vek-
toru Ql z povrchu kvddru dz? da? d=® = dr dén vyrazem
div Q . dr. (185)

Gaussova véta roz8ifuje tento poznatek i na koneéné
objemy a pife se

A, .dp= [div .dr, (186)
S J
P v

kde P znaéi plochu ohrani¢ujicf objem V.*) V elektrostatice
vychéz{ z objemu dr o hustoté elektfiny o pravé 4mp .dr
silovych &ar. Intensita pole ¢ na povrchu objemu V se zn4-
zornd tokem vektoru § pfepodtenym v kaidém misté na
1 cm?. Je tedy

[EBn.dp={divE.dr = 4nfo dr,
P 14 v

a pro nekone¢né maly objem
-div € = 47p. (187)
Jako pifklad podétu v afinnich soufadnicich uvaZzujme

o elektrickém poli s ndbojem e v poddtku O soufadnic (z¥).
Potencidl v bodé A(z') je

*) Presndj¥i dikazy najde &tenidf v udebnicfch fysiky.
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Intensita elektrického pole € je dédna zépornym gradientem
(mftf proti p) o slozkdch

6<p e L e
;= = JiktT — — X;.
s 31:. (Vg k:uzk)s ™ . -
Nynf znaé{ x; kovariantnf slozky wektoru O4. Déle utvotme
Kad ont
it — gir
=0 g T Gk
Zb%enfm vznikne divergence intensity
on* 0 [ o P
S/ A ir — air
BT T oad (g s 9" ozt oar’

nebot’ g¢” jsou konstanty.
V pravouhlych soufadnicich je g% = 8% a pak
hd [

4 o’y | O
=divE = .
7 =divE = (3(11)2 + a(x?) + 6(2:3)2)
Vyraz v zdvorce slove Laplacetav symbol Ag, takze
Ap = — div € = — 47p. (188)

Né8 vypoéet poddvd Laplaceiv symbol i pro soufadnice
afinn{ s metrickym konstantnim tensorem g** ve tvaru

. O
— gir .
Ap=4g ox' xT
Protoze symbol
o2 0? o
= 2 + + R

Ize chépati také jako skalé.rm souéin (VV V) symbolického
vektoru V/, lze psdti

dp = V¢ =div (gradg).*) . (189)
Je to priklad diferencidlniho operdtoru druhého Fadu.

*) Jiny vyznam operdtoru 4 viz na pf. v Kulerovi, l. c.
str. 102, 103, nebo v Duslovi, str. 67, 58.
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Vyznam rotace. Vedle pifkladu rot 9 = 2i» z ptredchd-
zejictho odstavce mé rotace jesté daldf, ve fysice dileZity
vyznam. Méjme obecné v afinnich soufadniefch silu (f;)
a v bodé A libovolnd dvé mald poSinut{ (dz¥) a (é2%). Pak lze
vytvoriti dvakrat kovariantni tensor

0 0
wi- (-2

a invariant AL analogicky se (108)

7} 7
AL =} (6%:‘ — A) (dz; 629 — daf daf) = JfyEY. (190)
[ ]
Vyznam tohoto invariantu vysvitne snadno v dvojrozmer-
nych pravoihlych souradnicich (z, y): nebot zde bude
; AL = §fyb¥ =

= } [f1o(d2? d2? — da? dz1) + f,y(dx? St — da? §22)),
a pro podinut{ (dz, 0) a druhé (0, dy)

Hut¥ =} (hydzdy — f dzdy) = $ dzdy . 2fj, =

— fadzdy = (g_i” g’;) dz dy.

Vsimnéme si nyn{ obr. 19.
Préce sily f podél obvodu obdélnika o rozmérech dz, dy je

fzodx 4 (fy + — f” da:) dy — (fz + Ol d.'/) dz — f, dy,

celkem tedy
ofy a/,

e dx dy,

ALz:'(

coZ je nd8 pravé odvozeny vyraz.

Préce sily f podél obvodu infinitesimélniho ob-
déIlnfkaserovn4 tokurot f vesméru kladné normély
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obthnuté plodky. Stokes dokézal platnost této véty i pro
konecénou kfivou plochu P omezenou uzavienou &arou C.
Cast préce sfly f na diferencidlu d@ ¢ry C je f . d8, préce

.__RBEdy

];1“ T‘f’fgxa dx \
Fr

Obr. 19.

podél celého obvedu éary C je pak soudet (integral) téchto
jednotlivych &dsti, t. j.

[f.ds.
(4] /
Tok rotace f ve sméru kladné normdly malé éésti dp celé
plochy P je
rot f . dp,

kde vektor dp m4 velikost dp a smér # normily plosky.
Celkem pak znf Stokesova véta:

ff-d8 = [rotf.dp, (191)
d P
nebo v pravouhlych soufadnicich

f(l1dx+/zdy+/ad2)= f{(%—z—-’yl)cosal—}—
C P

.
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e s

kde cos &; jsou smérové kosiny kladné normily plosky dp.

Priklad rotace z elektfiny. Indukovani elektromoto-
rickd sfla v uzavieném zivitu rovni se zméné indukéniho
toku magnetického, prochdzejictho plochou zdvitu, a m§
opacény smeér nez proud, jenz by onu zménu pisobil. Elektro-
motorick4 sila jako rozdil potenciilii mezi dvéma body rovnd
se v uzavieném zdvitu praci pfi obéhu jednotky ndboje z4-
vitem. Pti elektrické intensité ¢ je zminénd préce podle
obr. 19 v obdélnikovém z4vitu

V—300(ai" 3E’)d zdy t'dzdy.lo—a.

Cinitel 300 ménf elst. jednotku potencidlu na volty, B, je
slozka magnetické indukce na 1 cm? kolmd k zévitu v mife
elektroma,gnetlcke kterou cinitel 10—8 pfevidirovnéi ve
volty. Je tedy pti ¢ = 3 .10

°E, ©0E, 1 3B,

Podobné se°odvodi rovnice pro slozky rot € do os =z, y.
Celkem lze psati
1 oB

rot € = —— —~, (192)

t. zv. druhd rovnice Maxwellova.

V trojrozmérném kartézském prostoru lze piifaditi tensoru
o 3fi
oxt
kéich w,, w,,, w,; a podobné plodce (dz! 422 — da? d21) vektor
dp?® atd.; préice vektoru f; kolem plosky obecné v prostoru
poloZené & kolmé k vektoru dp ve smyslu pravotocivého

= fiy doplikovy vektor 1 oznadeny rot f o sloi-
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groubu bude:

L = w,(dp), + wy(dp)y + wx(dp); = (rot f, dp), (193)
tedy rovna prumétu vektoru dp do sméru rot f ndsobenému
absolutni velikosti rotace. Price L je nejvétsi v piipadé, Ze
sméry vektord rot f a dp jsou stejné. Lze tedy Fici, Ze smér
vektoru rot f je kolmy k ploice uréitého obsahu, po jejimz
obvodu kona sila f nejvétsi prici. Tato price prepoétens na
1 em? se rovnd pravé rot f.

Piiklad divergence tensoru. Jako vedla divergence
vektoru ke skaldru, tak vede divergence tensoru druhého
Fddu k vektoru. Povazujme v (82) Sy, Ssi, S3; za slozky vek-
toru &';. Pak znadi na pf. §; = 8, £ + 8,,£% 4 8,,£° pru-
mét &', vektoru &’; do vnitini normély o smérovych kosi-
nech £1, £2, £3. Soufasné bylo S, zl-slozkou napéti &.
xl-slozka celkové sily p na povrch P omezujfci ¢dst V pruzné
hmoty je tedy rovna souétu piispévki téchto normélnich
komponent vektort &’; po celém povrchu neboli integralu

fe'ln . dO
P
a ten se rovnd podle Gaussovy véty (186)
—fdiv &', .dr=p,.
4

Znamen{ minus je proto, %e zde poditdme normélu dovnit,
tedy opaéné proti vzorci (186). Podobné vysledky bychom
dostali pro p, a p,, takfe miZeme psiti obecné pro slozky
sily p

o8k

Fra
Tato sila p pisobi na hmotu omezenou plochou P, takZe je to
jiz sfla objemové. Rovnd se zdporné vzaté divergenci tensoru
napéti S¥.*¥)

*) A. Haas v knize Vektoranalysm, 1929, zna¥f tuto dl-
vergenci div S, kde S znali tensor S

pi=— (194)
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Zvléstnf druhy vektorovych polf jsou pole nezi{dlovs,
jehoz div Q = 0, na pf. polé rychlost{ pfi toku nestladitelné
kapaliny. Je-li v kaZdém misté pole vektoru @

rot € = 0,

nazyvé se pole nevirové. Vytvorime-li k danému skaldr-
nimu poli V v kazdém misté gradient g—;, je toto gradiento-
vé pole nevirové, nebot
o (8V\__ @ (aV\_ &V &V _
dxt\ox¥* oxk \oxt] ~ oxtoxt  o2boxt
Symbolicky pséno

rotgrad V=V .V V] =0.

Naopak se dd nevirové pole s rot Y = 0 vyjadiiti gradientem
skaldrniho pole V, tedy
: oV

U = grad V, A‘=ﬁ-
Ulohy: 30. Doka¥te podtem slotkovym, %e
a) div (A + B) = divY +4 div B,
b) div VU = Vdivl + AUgrad V, .
c) rot VU = Vrot U —[U.grad V),
d) div [UB] = — Urot B 4 VB rot YU,
o) rot [AB]=AUdiv B—B div U+ (B grad) U— (U grad) 3.

31. Doka¥te sloZkovs, Ze pro viestranny kolmy tlak ¢ na
pruZné téleso jest p; = —f% (Uva¥te, %o tensor nap¥ti mé
z

slozky Sf =p. 6?.)
32. Doka%te, %e pro 4 = | A | plati
3 grad A2 = (U grad) A + [U rot A).

33. DokaZte, Ze div rot a = 0. Tedy pole rot a jest neziidlové.

34, Indukéni éary magnetické jsou uzaviené, jejich pole je
tedy neziidlové, div B = 0. Tomu hovi pfedpoklad podle pfe-
deslé ulohy, Ze B = rot |, kde f slove vektorovy potencidl. Dosa-
zenim do druhé rovnice Maxwellovy odvodte vztah

\
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v n8mZ je ¢ potencidl skalarni.

26. Pouziti symbolu VV jako vektoru. Leckteré Yypoéty
jako byly uvedeny v predeslém odstavci lze provddéti mecha-
nicky, povaZujeme-li operdtor \/ za symbolicky vektor podle
(163), kterym lze ndsobiti skaldrné i vektoridlné. Pti tom jest
podle difvéjsfho pro skaldr f

N of
V/ = grad | o slozkéch Pt

0 7} 0
(oV)f= (Uza—a;+”ya_y+vza—z)f-

Pro vektor u pak
‘

ou
J— T 'k - -
Yvu _.d.lv 1, slozkové Pyt

[V u] = rot u, slozkové podle (175).

Pak se u{vé jiZ jen zndmych vét (112) a (114). Pomoc sloZek
plyne dél (pro 4, u redlnd ¢&isla)
Vith+ph)=24.Vh+p. Vi
Vdu+puo)=24.Vu+pu.Vo,
[V@Au + p0)] = 4.[Vul + plVe],
které si ¢tendf sdm dovede prepsati pomoci znaéek grad,
div, rot.

Pii pouziti diferencidlnitho operidtoru ¥/ na souéin dvou
funke{ mista F,, F, (skaldrnich nebo vektori) postupujeme
pak takto:

a) povaZujeme za proménného postupné jednoho ¢initele
za druhym a vyrazy vzniklé se¢teme podle vzoru

V(F1 -Fy) = V(Ff“ - Fy) + V(F1 . Fz*):
Pii éem? jsme oznadili hvézdidkou é&initele, kterého derivu-
jemcla:
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b) pfemistime &initele podle pravidel (112, 114) tak, aby
za V zbyl jediny éinitel, pravé uvaZovany jako proménny.
Konstantni ¢initel @ pfed / ddvé pfi tom symbol (@ /). Véty
(114) uZijeme ve tvaru

Via.b*) = (aV)b + {a[Vb]}. (195)
Tak dostaneme formule
Vife)= Vifa)+ V(fa*) =a.Vf+[.Va;
(V.fa]l=I[V .fa*] + [V .f*a]=f.[Val + [Vf.a]l=
= fival—[a . V/l;
V(ab) = V(a*h) + (Vb*a) =
= (bV)a + [b[Vall 4 (a V)b 4 [a[VB]].
Uréeni vyrazii
Vliab] a [V . [ab]]
ponechidvédme &tendfi za cvifend.
Zvolime-li v predchizejicich vzorcich jesté @ = V/, dostd-
vame tensory s druhymi derivacemi. Setkali jsme se s nimi
jiz v (188) a (str. 84), kde byl zaveden Laplaceiv symbol

. 2 32 32
d=vy.v=2

7 o T o
Dostavime:

. o2 o2 az/
V(Vf)=d1vgradf=a_a;+a_yfz+a;=df;

[V.. Vfl=rotgrad f = 0 (podle str. 89);
. , 0 .. ., 0 ..
V(Va):gra.ddwa:1la(d.1va)+12-a—§(dwa)+
-l-ia-a (div a);
0z

VI[Va]=divrot a = [V V]a = 0 podle (105);

[VIVa]l =rotrota = V(Va)—(VV)a=
= grad diva — 4a.
Uloha 35. Posledni dv rovnice dokaZte slotkovs.
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26. Specidlni princip relativnosti, Mechanicky prin.
cip relativnosti vyslovuje pokusné potvrzeny poznatek,
%e mechanické déje probihaji podle tychZ zikoni ve viech
pozorovacich soustavich soufadnic, které se vuéi sobé pohy-
buji rovnomeérné a pifimodare. Pozorovatel v soustavé klidné
na pi. zjisti, Ze pro pohyb hmotného bodu m plasi v jeho
soustavé souradnic (I) rovnice (143)

d2x dzy d2z
kde X, Y, Z jsou sloZky sily, ¢ éas méfeny hodinami klidnymi
v soustavé (I). Pohybuje-li se soustava Il (na pf. vagon)
rovnomérné pi{mocafe rychlostf v smérem osy + z, plati pro
souradnice bodu m ve druhé soustavé transformaéni rovnice
Galileovy

=z — u, ?/’=?/, z’=z, t,=t;

x =2+, y=9y,2z2=2,t=t.
Rovnice ¢t = t' obsahuje pfedpoklad zdanlivé samoziejmy,
%e Sas plyne v obou soustavich stejné. Pohybové rovnice ve
druhé soustavé budou po dosazeni do (196)

dza’ , dzy’ dzz’
magr=Xmgr =Y. mqm

maji iplné tyZ tvar, neboli jsou invariantni vzhledem k trans-
formaci Galileové. ProtoZe tedy mechanické déje probihaji
v obou soustavdch podle tych% zdkond, nemiZeme pomocf
nich rozhodnouti, je-li naSe pozorovaci soustava v klidu,
nebo v pfimocéarém rovnomérném pohybu. Mélo to vak byt
moZné pomoc{ méfeni rychlosti svétla. Svételny signdl z po-
¢étku O klidné soustavy I se &ifi smérem osy - x rychlosti
¢=3.10%cm/sec, v soustavé II vSak tymZ smérem by
meéla vyjiti rychlost ¢ — v. NaméFilo se véak opét ¢ (Michel-
son, 1881). Einstein tento vysledek zevSeobecnil ve svém
specidlnim principurelativity. Tvrdi, Ze nebude nikdy
moZno dokézati fysikdInfmi pokusy rovnomérny. piimoéary

== Z”
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pohyb pozorovaof soustavy vzhledem k néjaké soustavé
absolutné klidné. V ka?dé ze soustav, které se tak pohybujf,
jedna vzhledem ke druhé naméii pozorovatelé i tutéz rych-
lost svétla ¢. Pro pozorovatele v soustavé I dostalo se svétlo
za ¢as t do bodu (2, y, z),. jejichZ vzddlenost od poédtku jest

¥ e s o=,
Tyto body le#i na kouli o rovnici
24 y: 4 22— = 0.
Totéz vBak zjisti i pozorovatel v soustavé II, takée pro ného

plati rovnice
24 yr4 22— = 0.

Transformaéni rovnice, které prevddéji soufadnice bodu
v soustavé I na soufadnice v soustavé II, musi tedy pro vie-
chny hodnoty splhovati podminku, Ze

2P oyt 22— s 2yt 22 e (197)
Objevil je Lorentz*) a jsou

e e

Dosadime-li je do pravé strany rovnice (197), dostaneme
skuteéné stranu levou. ProtoZe ve vétfiné ptipadi je rychlost

(198)

v prili§ mal4 proti rychlosti svétla, maZeme -:— zanedbati a

rovnice Lorentzovy prechizeji v transformaci Galileovu.
Zékony mechaniky Galilei-Newtonovy by se vSak touto
transformaci Lorentzovou zménily; sice nepatrné, ale prece
jen by nebyly invariantni. Bylo je tedy tfeba ponékud opra-
viti, aby vyhovovaly Einsteinové principu rela.tivity Odtud
plynou pak ony znimé prekvapujici vysledky, Ze &as ¢’ pro-
bihé v pohyblivé soustavé jinak neili v klidné, Ze se tuh4 tyé
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délky ! jevi klidnému pozorovateli kratsf, I l/l —= klidn4
hmota m, se pfi pohybu zméni na

m
m = -—-_0

e
1 ——
N l/ c?

teplota hmoty v pohybu jevi se niZ5f ne#li byla v klidu. Jen
viestranny tlak, entropie a mnozstvi elektrické majf hodnoty
na pohybu nez4vislé.

27. Ctyrrozm&rny sviét Minkowskiho. Podle Einsteinovy
teorie neni tedy ani neproménnych jednotek délky ani ¢asu.
Jedind neproménnd velidina ve vSech pfipustnych sousta-
véich je rychlost svétla, t. j. veli¢ina prostorové éasovd. Toho
si v8iml r. 1908 Minkowski. Podle ného kaZd4 udélost jest
uréena tfemi soufadnicemi prostorovymi z, y, 2 a éasem ¢,
kdy se stala. M4 také rédz prostorové ¢asovy a ¢isla z, y, z, ¢,
jimiZ jest urcena, Ize povaZovati za souradnice bodu ve étyr-
rozmérném svété. Souradnicové soustavy piipustné pro tento
svét Minkowskibo jsou pak takového druhu, Ze ponechdvaji
invariantn{ formu

2?4 YR 42— P = ' 24 2% — AR

Kdybychom zavedli misto étvrté soufadnice ¢ drahu svétla
za Cas ¢, ktery na rozdil od soufadnic prostorovych budeme
¢itati imagindrné, bylo by z, = ict, «’, = ict’, a invariantni
forma by znéla po zfejmé zméné oznaceni:
sf=z4zlt it ai=23 2} 424 2]
Podle analogie s trojrozmérnym prostorem miZeme s2 pova-

Zovati za Gtverec ,,odlehlosti* svétobodu od poddtku sousta-
vy [viz rovnici (70)] kartézskych soufadnic. Odlehlost 8 mus{

*) Jednoduché odvozeni viz na p¥. v Novékovd Fysice, II. d.,
gtr. 1145—7.
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vyohézetl ve viech pripustnych soustaviach stejnd. To je
viak jen pfi transformacich, které odpovidajf néjakému po-
otodeni soustavy os jako tuhého celku kolem pevného po-
¢atku. Lorentzova transformace se tedy d4 jisté interpreto-
vati jako otofeni os z, a z, do nové polohy z';, ', o jisty
thel . Z analytické geometrie jest zndmo, Ze se soufadnice
libovolného bodu M (z,, x,) zmén{ na

7'y = z; cos x + xT,8in «,
z'y == x4 C08 & — T, 8in .

Srovndme-li tyto rovnice s transformaci Lorentzovou, kam

z .z
piteme za t = =4 = —{=% m4ime
ic c
T, +1—x, Ty—1—x,
7 ’
Ty= e = ey
v v
1—2 1— 2
c c
Odtud
.0
l-—.
1 . ¢
. cos & = , sina=

v2 vt
N

nebot skuteéné jest sin? x 4+ cos? x = 1. .

Lorentzova transformace znaéf tedy oprav®u otodeni os
z,, ¥, o imagindrni ihel. Dosazenim se 1ze také pfesvéd¢iti, Ze
tadtzitzi=a2+a24 2} 23,

Pohyb bodu se znizorn{ v Minkowskiho étyrrozmérném
svété svétodarou, jejiz kazdy bod (z,, 2,, z,, z,) uddvé misto
i éas, kdy bod v misté byl. Tvar svétodry nezdvisi na po-
uzité soustavé soufadnic. Popisovati pohyb ze soustavy II,

kterd je viici soustavé I v rovnomérném piimodarém pohybu,
znamend v Minkowskiho zndzornéni jen pfechod od jedné
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soustavy os soufadnio k soustavé s osami poototenymi, jak
jsme jiZ nahofe ukdzali podrobnéji. V teorii relativnosti ne-
budou tedy piirodn{ zékony vyjddieny vztahy mezi vektory
a tensory trojrozmérného prostoru, nybrZz étyrrozmémného
svéta. Zdkony klasické fysiky z nich pak musi vyplynouti
jako zvldsStni pripady pro » = 0, t. j. pro soustavu, ve které
je bod v klidu.

Pro prvek ds svétotdry bodu mime
ds? =dz? + dxf 4 daf + dx} =da?+ dy® 4 dz? —c? df2.
Rychlost v bodu vzhledem k uZité soustavé jest

= () + (&

ds? = (v? — ¢?) d#®

takZe

a dile

znadéime-Li

.
VySetfme nyni vyznam étyi smérovych kosind prvku ds.
Jsou analogicky s tirozmérnymi vztahy (127)

o day day At ifda
HEGLG TR LT e a
Protoze
dz, = ic.dt,
jest
&g =p.
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Polozime-li souradnicovou soustavu tak, aby éasovd osa le-
Zela ve sméru tecny svétociry, jest

oy =1 atedy v=0.
&, = &y = g = 0, nebot ostatni osy jsou kolmé na z,.
Je to tedy soustava, ve které je bod v klidu; nazveme ji
vlastni soustavou bodu. Cas v této soustavé je vlastni
éas 1. Ze vztahu
ds? = (v? —c?)dit = —c? . dr?

plyne ds = ic.dnt

Vektor &étyrrozmérny o slozkich

budeme nazyvati Minkowskiho rychlost. ProtoZe v; =
d
j (1=1,2,3) jsou komponenty rychlosti v trojroz-

memém prostoru, miZeme psiti
LAt
g; = Pvj, protoze &=
a ) (199)

. dz .
¢, = tfic, nebot —dT‘ =1ic

Absolutni hodnota tohoto vektoru jest
=g+ +ad+ad=F0—c)=—27
je to tedy konstanta pro vSechny pohyby.
Také si lze mysliti rozloZenu Minkowskiho rychlest na
slozku prostorovou
4=10.p
a na slozku ¢asovou
94 = iﬂc

¥ je pfi tom uréena slozka.ml % (7 =1,23).
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Protoze tedy Minkowskiho rychlost je vytvofena tiplné
analogicky s rychlosti klasické mechaniky, leZi na snadé
d
kTS (myp) klasické- me-
chaniky. Pro vlastni soustavu soufadnicovou bude platiti
Newtoniv pohybovy zdkon v klasickém tvaru

vytvoriti také vektor analogicky sile

, _ d .
P]'= E (‘u’l)j), (7 = 11 2’ 3)
Nazveme tedy Minkowskiho silou ¢tyrrozmeérny vektor
d .
P.,;: —d—r(/,l,q‘), (’L: 1, 2, 3, 4)

\'zhle&em k obecnému vztahu pro libovolné A4

d4d dd4 dt _ d4
, rralr il Tk
bude obecné podle (199)

d
P,=p a (Buvy),
Py= tﬂc ; (Bu)- (200)
Y soustavé vlastni prechdzeji slozky skuteéné v klasické
, d
Pj = d_‘l,' (,uv,-),

nebot =1

Znaci-tudiz (200) zevieobecnéni Newtonova zikona, Ze sila
se Tovnd Gagové derivaci impulsu. Za impulsovou hmotu
nutno oviem psati
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Pro v = 0 st4vd se m == u: proto se nazyvi u hmotou kli-
dovou. Prostorové &st Minkowskiho sily P souvisi se silou
Newtonovou Py, jak patrno, vztahem

P =P
takZe druhy zdkon Newtoniv zni v relativistické dynamice
|
d H

Zavislost impulsové hmoty m na rychlosti byla skuteéné
potvrzena pii pozorovdni uchylky katodovych paprski.
Rovnice (200) vyjadiuji piirodnf zékon rovnosti dvou vek-
toru étyrrozmérnych.

Hmotny tensor. Jako ptiklad tensora druhého fadu ve
étyrrozmérném svété muze slouZiti kazdy tensor vytvofeny
podle pravidla o ndsobeni v odst. 16. Jsou-li a;, by dva vek-
tory a g, skaldr, jest

ogaiby = T
tensor druhého Fidu. Zvolime-li za by = ag, bude tensor Ty
ovem symetricky: Ty = Tr;. Pro fysiku uZitho principu
relativity je dulezity pfiklad, v némZ za vektor a; volime
vektor
. dil:i (
=3
kde x, = ict. Minkowskiho rychlost
_da;  dx;ds

=&~ Wdr
takZe vektor a; je Minkowskiho rychlost nisobend 1 :ic =
= —1:6.

Za g, pak volime hustotu hmoty. Z Lorentzovy transfor-
mace plyne, Ze se délky ve sméru pohybu zkracuji 1 : f-krit;
ve smérech k pohybu kolmych zistivaj{ nezménény. Kvadr,

a; = l: 2: 3’ 4)1

= a; . ic,
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ktery mél v klidu objem ¥V, bude miti p¥i pohybu podél jedné
hrany objem ¥V = V,: . Neni tedy invariantem V, nybrz
Vo = BV. Byla-li jeho klidov4 hmota u, jest klidoyd.hustota

—H$_ K _ T
TV, BV RV
kde znaéf m = fu hmotu pfi pohybu. Hustota g pfi pohybu

m
e= v = P*oo
a invariantn{
_o_ v
90 = ﬂ— = (1 e ?).
L if
Prostorové slozky vektoru a; jsou — L G= Y (j=
=1,2,3), slotka a, = — %iﬂc — B, takie slozky nadeho
hmotného tensoru jsou: .
Vi pu% ,uh %
' @ e ¢’
vy, V3 VpUy 10U,
2 ¢ c’ ¢’
v3
............. 'c—z,.........
/ e es e s eetssacs e e o0 un T44 = g

Prostorové éasové sloiky tohoto tensoru, na pf. T, =
=— % ev, jsou Gmérné slozkam hustoty impulsu gv,. Cisté

¢asova slozka T,, .je hustota hmoty g. ZdZenim tensoru
T..' = Ty dostdvdme invariant

B (Ty+ Too+ Ty + Tyy) = ov* + oc?,
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ktery znaéi celkovou hustotu energie; lpv? je energie kine-
tickd, oc? je energie, ve kterou by se mohla hmota ¢ promé-
niti. Uvolniti ji ovSem dosud nedovedeme.

Ctyrproud. V nauce o elektiiné m4 elektricky ndboj e
velikost nezdvislou na pohybu. Hustota niboje g jako niboj
jednotky objemové hovi vztahu

e e
W*Qo» nebo V—‘B’=Qo-

Pri p= % je tedy invariantni
Q= % .

Nisobime-li Minikowskiho rychlost invariantem 4—:—’ 0o, dosta-

neme jisté svétovy vektor o slozkdch
4
8 = — oY, (j=12,3) a s, = 4mip.

Souéin g9 je mnoistvi elekt.rmy, které projde kolmym cm?
za vtefinu, neboli je to hustota konvekéntho proudu v elek-
trostatické mife. Proto nazyvdme svétovy vektor s (i =
=1,2,3,4) étyrproudem. Jeho prostorovs slozka znadi
proud konvekéni, slozka éasovd jest imérnd hustoté ndboje.

Lorentzovy rovnice elektromagnetického pole jsou*)

1 oG
t = —
rot $ = Q + c o’
djv(f=4ng,
' 1 2%
rot(f—-——c—a,
div$ =0,

*) Viz na p¥. Nachtikalovu Technickou fysiku, str. 562.

‘101



v nichZ znaéi §, $ intensity poli elektrického a magnetic-
kého. Treti a ¢tvrtou jsme poznali jiz ve (192) a v ul. 34,
druhou ve (187). Z prvé rovnice plyne pro prostorovou slozku
étyrproudu

4 1 2€

ket —rot § — — — .

c 09 = ot $ c ot

Vsimneme-li si, Ze vzhledem k dx, = ic . dt plati pro kaZdou
veli¢inu A

104 1 04dz_ 3GA)

c ot ¢ dxr,dt oz,

f .
miZeme psiti slozky étyrproudu takto:

" oz, om0,
o OHy  oH_ aE)
2 ox, oz, oz,
T
3 ox, O, oz, ’
OBy | 8UE,) | 9GE,)
T T T om em

Analogicky se str. 123 muZeme tedy povaZzovati ¢tyrproud za
divergenci antisymetrického tensoru Fy; o slozkéch

0 H, —H, —iE,
— H, 0 H, —iE,
- H, —H, 0 —ikE,
iE, iE, iE, O,
nebot’ slozky divergence tensoru S:.‘ byly definovdny vzta-
hem (194)
oot o o ot
dzy oOx, - 0x3 OT, oz,
a v kartézskych soufadnicich na poloze indexi nezileZi.

Pi
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Tensor Fy; slove tensorem elektromagnetického pole.
Jeho slozky prostorové jsou slozky intensity magmetické;
slozky prostoro-¢asové uddvaji intensitu pole elektrického.
Casov4 osa z, je vSak pro kazdého pozorovatele jind; proto je
také tento rozklad ve slozky relativni, pro kazdého pozoro-
vatele jiny. Ale prvni dva zdkony Lorentzovy se daji v kazdé
pripustné soustaveé souradnic vyjadriti vétou na soustavé ne-
zdvislou: ¢tyrproud je divergenci elektromagnetic-
kého tensoru.

28. Pseudotensory. Kapacity a hustoty. Ve viech pired-
chozich tvahdch byl patrny podstatny rozdil mezi tensory
soumérnymi a antisymetrickymi nejen formdlni, nybrz
i véeny. Proto si viimneme bliZe je$té tensori antisymetric-
kych. V piikladech tensori druhého fidu se vyznacovaly
vlastnosti at* = — a¥, a;; = — az;. U tensori smiSenych b}
se 0 této vlastnosti mluviti neda, protoze i kdyby ndhodou
v uréité soustavé soufadnic bylo bi — __p¥, porusil by se
tento vztah pii transformaci souradnie, nebot nemd v inde-
xech tensorovy charakter. Plati-li totiz

Qi = —agi
jest po transformaci
a r
azL Y xk ars ’
a. — x8 Al
a’ku Q‘L “z asr’
a tedy opét,
) Aix = — G-
Kdeito, je-li
P pk
b = — b
jest
i
— A8 8kERt
x$ b
a neni tedy obecné
i — —_ bk
b, = —b
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Tensor vySitho fddu, na pi. ai’*, jest antisymetricky
v hornich indexech, zméni-li slezka znaménko pfi liché per-
mutaci (viz dodatek, 1) indexi ¢, §, k, kdeZto pfisudé permu«
taci je zachova:
al?? = — gl = 213 — g3,

al?d — 312 — 231

V pripadé ti indext je vidno, Ze cyklickou permutaci indexi
se znaménko slozky zachovavi. V n-rozmérném prostoru m4
antisymetricky tensor r-tého rddu podet riznych sloZek (ne-
hledé ke znaménku) tolik, kolik je kombinaci r-té tfidy bez
n!
rln—r)l
stejnych indexech jsou vesmés nulové. Zvladtn{ piipad anti-
symetrickych tensort jsou t. zv. vnéjsi souéiny vektoru.
Z vekpora af, b¥, ¢ lze vytvoiiti vnéjif soudin dvou vektora
o slozkédch

opakovani z = prvka, t. j. (:) Slozky o dvou

at al

bi b |

i =

(201)

ktery jsme nazyva,h shora souéinem vektorovym.*) Vnéjsi
soudin 3 vektord je definovidn determinanty stupné tfetiho

i atal a,"l
bi bi b"l (202)

¢t ¢ ck |

ik —

a je ziejmé antisymetricky, nebot premisténim dvou sloupei
determinant mén{ jen znaménko, takZe

ik = ik = ik =

V trojrozmérném prostoru md tento vnéjSi souéin razné
slozky 7, 0, —7, klademe-li

*) Nékdy jmenujeme tyto veliéiny jednoduchymi bi-
vektory; pfi soudinu tiech vektori mluvime o jednoduchém
trivektoru atd..
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al a? ad
bl b2z b3

cl ¢2 03

= {128,

V kartézskych soufadnicich znaéi T objem rovnobeznostenu
uréeného danymi vektory (112).

UvaZujme nyni veli¢inu t jako novou samostatnou veli-
¢inu a vySetime, jak se transformuje pii obecné linedrni
transformaci soufadnic. Ze vztahu (podle 90)

tnk — “l 0‘7 aktrat

dostdvéme pro 7 = 2 hned Z4danou transformaci, ve které
klademe opét
At =4 1

podle toho, je-li 7st sudi, nebo lichd permutace éislic 1, 2, 3.
Méme pak

- T=18= (2t alaad)T,

kde souéet podle dodatku (1) znaéi hodnotu determinantu
a= ok |

Jest tedy celkem .

' T=0a.7. (203)

Velidina 7 nechova se tedy jako pouhy skalr, nebot se
linedrni transformaci méni podle pravé odvozené formule.
Proto jsme ji nazvali jiz ve (112) pseudoskaldrem. Vidime
tu na prikladé, jak vede antisymetricky *tensor k veli¢iné
o mensim poc¢tu indexd (zde 0) s jednoduchou transformaci.
To je pravé smysl a tic¢el zavadéni novych veli¢in pseudoska-
14ri a pseudotensori.

Kdybychom vysli podobné od antisymetrického tensoru
tfikrdt kovariantniho ¢z a nazvali hodnotu ¢, jednoduse I,
dostali bychom pro veli¢inu I” analogickym postupem (pone-
chivime Gtendfi)

F=clzs=(2imﬂ;ﬂ;)f=ﬂ-f'
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Ponévadz g =1 : «, jest tedy
1 —
I'= —(x—f’. (204)

Pseudoskaldr I” se transformuje jinak nezli 7, proto se ozna-
¢uji riznymi ndzvy a pismeny. Pseudoskaliry druhu (203)
nazyvaji se skaldrni kapacity a oznacujeme je malymi
eckymi pismeny, pseudoskaldry druheho druhu se nazyvaji
skalarni hustoty.

Na,plmme li jisty objemovy element v hmotou hustoty I,
jest i po transformaci soufadnic celkové mnoZstvi hmoty
v.Il'= 7. I invariantni. _

Tyto pojmy lze pFirozené rozsititi na n rozméru. Z anti-
symetrického tensoru t*--- mn.kridt kontravariantniho vy-
plyva skaldrni kapacita 7 = 11237 kterd se transformuje
podle vzorce (203). Z tensoru n-krat kovariantniho se odvodi
skaldrni hustota I'= ¢; 93, n

Tensorové hustoty a kapaclty Tensorovou kapacitu
wi* dostaneme, ndsobime-li skalérni kapacitu 7 libovolnym

tensorem w;"‘ :
(205)

ik — ik
wl Twl s

ktera se transformuje podle vzorcu

ik — iy Bt
o = o . olak e,

— 1
W' = - B icxfa)""
Tensorové hustota vznikne podobné souc¢inem skalirni hus-
toty I" s tensorem wit:
Qi = I'wik, (206)
Odvozeni jejich transformaénich vzorci je zjevné a pone-
chavime je étendfi. Oboji velid¢iny slovou pseudotensory.
Z obou definici ndsleduje pak dusledek, Ze souéin z hustoty
a kapacity ddva CGisty tensor. Nebot

I' =3
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je ¢isty skalar. Proto

I'vf =TIt . wt = s . wi*

T = I wik = 5. wik
jsou Cisté tensory.

Jed.noduchy piiklad pseudotensoru je antisymetricky ten-
sor v trojrozmérném prostoru t¥/, jehoz slozky jsou patrné ze

schematu .
0 21 0 75—1,
o Bl=|-1, 0 A
2382 0 T, —17 0

v némz klademe
1 = Tk .

Pti tom je ¢, §, k sudd permutace ¢islic 1, 2, 3. Po transfor-
maci stanovime analogicky

tm =7,
pro I, m, n jako sudou permutaci tychz éislic.
Chceme nyni odvoditi, jak se transformuji veli¢iny 73 To
plyne z rovnic pro t¥:
8 — nipd pim
t oy od B,
v nichz nahradime t™ veli¢inami Ty.
i) — i
t 0+ ocloc213 0‘10‘372
—aat +O+a'a"t
+ a;a’lr,_, —a;a?zrl + 0
nebo po preskupeni
t = (adod — xiad) 7, (xgaf —aiad) 7, +
tad — alad)T
+ (aloc2 xyx) )T,
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ak

Vyrazy v zdvorkdch jsou minory 4%, A%, AX prvkid of, ok, ak

2’
v determinantu «, pro né% plati (44)
v k_— :
Af=o. ﬂ;‘
Méme tedy na pr.
2= a [B37, + B3Ts + B3Ts] =1,
a vidime, Ze se transformuje obecné 7z podle rovnice
Ty = % ﬂﬁm
nebo (207)
= k
T = Tx— . Otm‘(k.
Srovnénim s rovnicemi pro w je patrno, ze veli¢ina defino-
vand sloZkami 73 je kovariantni tensorov4 kapacita.
V kartézskych soufadnicich jest oviem
1
. a=p=—

neboli
al=1 o= 1.

Znameni + je pii téZe orientaci os a veli¢ina (zz) se’chova
jako pra.vy vektor. M4 viak charakter vektoru amé,lmho,
nebot pri zméné orientace os jest « = — 1.

Zcela analogicky by bylo moZno definovati ke dvakrst
kovariantnimu antisymetrickému tensoru ¢; kontrava-
riantni tensorovou hustotu I'* vztahem

c,-,-=l"‘

pro i, j, k sudou permutaci éfslic 1, 2, 3. Ctenati ponechd-
vame snadny dikaz transformadénich rovnic

szi_ak]_"m’ .
x " (208)
1_1”‘=cx.ﬂ;"11".
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Pifkladem vektorové kapacity je bivektor v troj}:ozmér-
ném prostoru ¢/ = a'h’ — aib?, charakterisujici plochu ome-
zenou obéma vektory. Lze tedy poloZiti

eV = 1. )
Vektorovou hustotu nalezneme v.rovnici (83,) v antisymet-
rickém tensoru I;; = I'*. Vidime také, Ze forma

r k‘[k =M
je skaldr, tedy invariant analogicky formé tensorové. Zobec-
nénfm téchto Gvah se véak zabyvati nebudeme. Ctenit je
najde v citované knize Brillouinové.
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