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CAST 1M1

(5,1) Teorie ndhodného vyb¥ru. (Znak alternativni.)
Hodnota relativni ¢etnosti v zdkladnim souboru
— pravdépodobnost.

Jakmile pfechdzime od popisnych tkold k bliz&imu vy-
svétlovani pozorovanych jevi hromadnych, opirdme se
o pojem pravdépodobnosti a véty odvozené pottem pravde-
podobnosti. Pfi t. zv. statistické definici pravdépodobnosti
vychdzime od posloupnosti jevi. Prochazime-li zdpisy
v matrice néjakého vétitho mésta, které jsou vedeny Gasové
za sebou tfeba po dvacet let a zaznamendvdme porody podle
znaku pohlavi, takie oznaéujeme chlapce ¢, dévéata d,
dostaneme posloupnost, jejiz cleny opatfime pofadovymi
¢isly (v drubém fadku)

ddcccd ¢c d d d ¢ ¢ d ¢
4 567891011 12 13 14 15 16 17
223455 6 6 6 6 7 8 8 9

ey
N R
W

Abychom nabyli pfehledu o Getnosti narozenych chlapci
v uréitém Gseku posloupnosti, s¢itdme v ném pfsmena c.
Jednd-li se o Gsek od zad¢dtku aZ do nékterého pofadového
¢isla ¢, napiSeme pod néj v tietim Fadku zjiStény potet
pismen c, ktery oznatujeme jako absolutni éetnost n;, takZe
v nadf posloupnosti jsou Getnosti chlapci postupné

nm=1,n=1,n=2,...,n,—=4,ng=05, ..., n,—8, n,,=9,..

Vidime, %e k pivodni posloupnosti porodi nilez{ posloup-
nost absolutnich ¢etnosti znaku ¢ a tudif také posloupnost
relativnich detnosti f; — % , kterd m4 pro nafe daléf tdele
. P ettt —

zvldstni{ vyznam, nebot jsme vidéli, Ze zdkladni formou
poddvéni vysledka statistického Setfen{ je relativni Getnost
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znaku v pozorovaném souboru. Je ziejmo, Ze absolutni
Getnosti jsou mezi 0 a 7, takle plati nerovnosti 0 < n; < @
a pro relativni Cetnosti tedy 0 < f; < 1.

Posloupnost relativnich éetnosti je v naSem pripadé

bbb Eb44 4%
Usek posloupnosti, ktery jsme uvedli, je zcela nepatrny.
Kdybychom sledovali v dlouhém tseku péti let, Sesti, sedmi,
osmi, ... let vyvoj éisel /,, pozorovali bychom, Ze se stéle
bliz{ urcitému ¢islu na pf. 0,51, od néhoZ se liff na desetin-
nych mistech vidy vzdilenéjsich.

Cislo 0,51 dostdvame pro cely soubor, ktery predstavme
posloupnost prvku za celych dvacet let. Tento soubor je
vysitho f4du ne% soubory Gasteéné, jeZ tvoli posloupnosti
pozorované za krat&i éasové vseky. PovaZujeme jej za soubor
zékladni.

Relativni ¢etnost v zdkladnim souboru nazyvdme statis-
tickou pravdépodobnosti, kterou budeme oznatovati p

~ Zékladni soubor si budeme ptedstavovati jako soubor, ]ehoé
prvky jsou dobfe promichiny, cof znamend, Ze ve viech
jebo ¢dstech je relativni éetnost pozorovaného znaku pii-
blizné taz. Budeme nejprve pfedpoklddati, e zndme relativ-
ni Cetnost znaku ¢ v zdkladnim souboru ¢ili pravdépo-
dobnost p. Rozsah zdkladniho souboru je N.

Budeme briti nidhodné ze zdkladniho souboru vybéry
o r prvcich, tak jako bereme kulicky z osudf. Takové sou-
bory budeme nazyvat nihodné vybéry. Na vyhatém
prvku zjistime, mi-li pozorovany znak, a zase jej vrétime
do zékladniho souboru, takie se v ném p neméni. V ndhod-
nych vybérech rozsahu r prvkiu se bude vyskytovat rizny
podet prvki s pozorovanym znakem ¢, ktery oznatime x.
Budou vybéry, v nichZ nebude ani jeden prvek se znakem c,
tedy 2 = 0, v jinych bude z = 1, 2 ... a v nékterych z = r.
Délime-li tento pocet prvki se znakem ¢ rozsahem vybéru r,

dostaneme relativn{ Getnost ; Viech moZnych vybéra
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a tedy také hodnot = bude ( » |, nebot tolika zpisoby lze

kombinovat N prvki po r; pledstavime si, Ze tyto hodnoty
tvoif novy soubor. Chceme predeviim stanovit, jaké jsou
v ném relativn{ éetnosti jednotlivych hodnot x = 0, 1, 2

., 7, tedy konkretnich kombinaci s # prvky znaku c.

Z pottu pravdépodobnosti zndme pra.vdepodobnost Ze
nastane v souboru 7 pokusi pravé x-krit jev, jehoZ pravdé-
podobnost je p. Je déna t. zv. Newtonovou formul{

Pi{z) = (;) P, (36)
kde g =1—p.
Bude tedy celé rozdéleni detnosti uréeno viemi ¢leny P(z),
t.j.pro z=0,1,2, ...,7, coZ jsou jak znimo ¢éleny bino-
mického rozvoje

@+ =q +rpg? +(;) -l S
(37

+(;)p=q—~’+---+p',

jak se odvozuje v podtu pravdépodobnosti [10], [11] pro
pravdépodobnosti opakovanych jevi. Jednotlivé ¢leny maji
charakter statistickych pravdépodobnosti, jak je patrno
z odvozen{, nebot jsme je nedostali jako vysledky skuteéné
provedenych vybéri.

(5,2) Binomické rozdd¥leni &etnosti, jeho primér a roz-
ptyl. Rozdéleni Zetnosti, jehoZ tffdni Getnosti jsou imérné
¢lenim tohoto rozvoje, se také nazyvé rozdéleni Bernoul-
liho.

Jeho dilefitost neni jenom v tom, %e ud4dvéd nejpravdé.
podobnéjsi rozdéleni vybéri z osudi, nybrz vyst1hu1e typ
rozdélen{ relativnich detnosti, které dostdvidme pfi nej-
jednodusdich operacich ndhodného vybéru ve statistice. Tak
povaZuje na pf. biolog rozvoj (37) za teoretické rozdélen{
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relativnich Getnosti chlapci v ndhodnych vybérech o roz-
sahu 7 porodi. Pojistny technik na pf. povaZuje rozvoj (37)
za teoretické rozdélenf rotnich mér imrtnosti v ndhodnych
vybérech rozsahu r mu#ua téhoz véku, tfeba 26 roki. PFi
tom nutno zdirazniti, Ze tyto vybéry jsou briny stdle za
tychZ podminek, zde ze souboru mu%i stile stejného sloZeni
vzhledem k znakim, které mohou miti vliv na dmrtnost,
tedy vzhledem k povolini, zdravotnimu stavu a pod. Pfed-
poklad stéle stejnych podminek &ili stdlého p je podkladem
zdkladnim pfi odvozovani Bernoulliova rozdéleni; jinymislo-
vy provadéni jednoduchého ndhodného vybéru piedpoklida,
Ze zékladn{ pravdépodobnost p vyskytu znaku zistdvé kon-
stantni od vybéru k vybéru, v némz jednotlivé prvky jsou
vzéjemné nezdvislé, t. j. na zahrnut{ prvku do vybéru nem4
vyznamného vlivu zahrnut{ prvku pfedchézejictho.

Nejpravdépodobnéjdi potet z’ prvka, se znakem ¢ ve'
vybéru Tozsahu r najdeme, utvoiime-li pomér obecného
¢élena rozvoje, k predchézejicimu a pak k ndsledujicimu; tyto
dva poméry budou rovny nebo vétsf nez 1.

o1
T2 AP S il < prtp
z q= =

a stejné druhy pomér

z+1lgqg
r—zp=

> 1 ¢l x> pr—q.

Z toho plyne, Ze pro celd ¢&isla x je nejvétsi hodnota uréensa
nerovnostmi
—gS = pr+p
nebo vzhledem ku p+g=1
r+p—1Z @< pr+op,
takZe zanedbdme-li pravy zlomek, nejéetnéjsi hodnota poctu
prvki se znakem ¢ je pr. Jsou-li pr—qapr+p ¢éisla celd,

existuji dva stejné nejvétsf cleny rozvoje. [UkaZte, Ze prvni
dva éleny rozvoje (§ + 4)3 jsou stejné.]
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Odvodime si pro toto rozdéleni ¢etnosti prvni dvé charak-
teristiky, jimZz budeme iikati parametry, jefto jsou to
hodnoty v zdkladnim souboru, kde relativni etnost znaku
pozorovaného je rovna pravdépodobnosti p. Hodnotu pri-
méru v zdkladnim souboru oznaéime E(r) a dostaneme
podle definice, je-li x hodnota znaku

-3

z=0 z! (”

T

F—2r . r! XAl —T ___
Ae—ai Pl r= Z(z—l)!(r—z)!pq =

£=0

_ O
=2 T

nebot

—1
Z' ) ¢ =(p+g =1

z—1
Dostdvame tudiZ vysledek !
E(z) = rp. (38)

Kdyby hodnoty znaku byly —:;: {, je patrno, Ze bychom

dostali primér &(f) = p. Abychom odvedili v tomto roz-
déleni Getnosti hodnotu rozptylu o%(z), utvorfme soudet
&verci odchylek od priméru & = z—rp, takfe podle
definice bude

r (39)
= go( x) Pg (22 —2arp + 12p?).

Misto z? uZijeme idemntického vyrazu a?—= 2z + z(z— 1),
tak¥e prvnd ¢len miZeme pedti
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r ""

z=ox! (r—

I (r— 2)!
— Pt x 4r(r—1)p Z(———I T o —7)1

< pFi—t = rp 4 r(r—1) 7,
druhy élen je
T
2rp D, ( r) g . x = 2rtp?
z=0\7T
a tieti ¢len
rzpa Z ( ) pzqr—:r —_ rzpz
z ¢ehoZ plyne, Ze rozptyl
oz) =rp 47 (r— 1) p*— 2rp? L ript =
=rp—rp*=rp(l—p)=rpg. (40)
UvaZujeme-li odchylky relativni éetnosti znaku, od pravdé-
podobnosti vyskytu znaku %— p dostaneme prameér étver-
cu téchto odchylek, délime-li vyraz (39) étvercem 72, takde
piisludny rozptyl je din zlomkem o2%(f) = qu— Je tudiz

patrno, Z%e rozptyl absolutnich éetnosti roste s rostoucim
rozsahem r vybéru, kdeZto rozptyl relativnich éetnosti klesd
s Tostoucim rozsahem r vybéru.

Podotkneme jesté, Ze bychom dostali obdobné rozptyl pro
piipad, t. zv. hypergeometrického rozdéleni detnosti (str. 90),
jez vystihuje brani vybéri ze zdkladniho souboru tim zpi-
sobem, Ze se prvky nevraci zpét. Rozptyl pak je dén vyrazy

T 1 1
pg I_F resp. pg|-— )

Tento piipad pfechdzi v binomicky, je-li rozsah zdkladniho
souboru velmi velky N — oo. Také tyto vyrazy pro rozptyl
prechézejf pak na (40) resp. (40').
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~ Budeme déle zkoumati, zda neni mozno udati pro odchyl-

ky%—— p, tedy odchylky relativnich éetnesti znaku ¢ ve

. x . " . .
vyberech7 od relativni fetnosti v zdkladnim souboru p,

takové hranice, v nich bude vétSina vSech mo#nych vy-
sledki. K tomu cfli si napfed odvodime diileZitou vétu.

(5,3) Vita Bienaymé-CebySevova. Piedstavme si, Ze
méme napozorovdno mno#stvi hodnot statistické proménné
%y, Xy, ..., 7y s Telativnimi Getnostmi resp. v, v,, ..., v, takie
»+v%+... +n=1 Jeli jejich primér z a oznatime
zase odchylky z;, — z = £;, bude rozptyl

0 =& + bt ... +uél

Rozdélme nyni odchylky £; na takové, které nedosahuji
numericky urditého ndsobku smérodatné odchylky 7o, pfi
¢emZ 7>1 a na ostetni |&|=> 7o, Relativnl Getnost
prvnich odchylek oznaéfme P,, tak¥e relativni éetnost ostat-
nich bude 1— P,. MaZeme pak psiti rovnici pro rozptyl

14 l
02 =D Evi + 0, &,
i=1 j=l'+1

Kde se prvni soudet vztahuje na viechna &;, kterd nedosahuji
10, & druhy souéet na viechna &;, kterd se mu rovnajf a pre-
vySuji. PonévadZ méme viechny séitance obou souétd klad-
né nebo rovny nule, je

l
0,2 2> Z s
j=V+1

Plati tudif zfejmé nerovnost



Vzhledem k tomu, Ze jsme oznadili

]
z yy=1—P;
jel' 41
je také
1
6.2 > 1200.2(1— P) éili-T—2 >1—P,
a konedné

1
Pi>1—— (41)

coZ znamens, Ze relativni éetnost prvki, jejichz hodnota
znaku se bude odchylovati od priméru méné neZ o 7o,

| - .
je vétsinez 1 — o Tato véta se nazyvé kriteriem Bienaymé-

Cebysevovym.

Viimneme si jesté, Ze pravédpodobnosti odchylek podle
véty Bienaymé-CebySevovy maji povahu obecnou, kters
nez4visi nijak na tvaru rozdéleni &etnostf. Za to viak jsou
tyto pravdépodobnosti uréeny v tzkych mezich éasto ne-
postacdujicich, nebot je tu udins dolni mez stanovenim, Ze
pravdépodobnost odchylky v mezich 7-ndsobné smérodatné

odchylky je vétsi nez 1 — l Vznikd zase otdzke, jak

12
blizko je tato dolni mez skuteéné hodnoté pravdépodobnosti.
Tato otdzka mé prakticky vyznam, nebot je-li tato mez znaé-
né nize neZ skuteéni pravdépodobnost, musfme provésti
k dosaZeni uspokojivého vysledku zbyteéné mnohem vice
pozorovani, nez kdybychom znali skuteénou pravdépodob-

1
nost. Podle véty Bienaymé-CebySevovy lezi vic net 1 — =

z celkového poétu r prvka souboru v mezich z 1 v, (kde
oviem -7 > 1) a tato véta plati pro jakoukoliv mnoZinu
koneénych é&fsel, bez ohledu na to, jak byla ziskéna. Pro
nékolik hodnot 7 si sestavime piehled:
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r|1|1¢|~2|3|4_
1

==

0 ’ 0,56 0.750'0,889’ 0,937

Znéme-li tedy z a ¢,, miZeme hned fici, Ze vic nez 759,
&sel lezi v intervalu z 4+ 20;, ¢ili méné neZ 259, se lisi od 2
o vice nez 20, atd. '
Také vyplyva z véty B.-C., Ze pii rozsahu 7 = 4 budou
viechny prvky souboru v mezich z 4 20,, nebot jich tam
bude vic nez 1— 1, tedy ze étyP vice ne% tii étvrtiny.

5

4 >

, jr
L

1

0 S 10 5 290 25

Obr. 11. Hodnoty t, pro né% viechny prvky jsou v intervalu
x + To,.

Podobné pro r = 10 vidime, Ze budou vSechny prvky v inter-
valu x 4 3,160;, nebot jich tam bude vic nez 1— {4;
a pod. MuZeme si graficky zndzorniti obory, v nichZ jsou
podle véty B.-C. obsaZeny viechny prvky souboru; budou
vyznaceny kiivkou 12 = r (obr. 11).

(5,4) Teorém Bernoullifiv. Budeme nyni s hlediska kriteria
B.-C.uvaZovati zminénou jiz tilohu, kters je jednfm z uhelnych
kament moderni statistiky, totiZ najiti pravdépodobnost, Ze

odchylka relativnich detnost{ ';— P ‘ bude men3{ ne% libo-
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volné kladné &islo &. Zvolime tedy & = 7 o(f), kde o(f) = Vﬂ,
r

potom plat{ podle véty Bienaymé-Cebyfevovy, Ze pro
| & 1> 7 olf) bude P,<—cmp,< P4 nebot 1 "(’)

Muze tedy byti pravdepodobnost P, pro rostouci r pfi uréité
zvoleném ¢ libovolné . mald. Naopak pro pravdepodobnost

1— P, %e ——p|<ebudepla.t1t 1— P, >l——cnh

n.
1— P, >1—2% (42)
Tato pravdépodobnost se blizi 1, kdyZ r roste nad vSechny
meze. Odhad na pravé strané (42) miZeme provésti nezavisle
na uréité hodnoté p, nebot soudin pg nemiZe byti vétsi nez
}, vzhledem k tomu, Ze p + ¢ = 1, takZe bude 1 — P, >

1 R .
>1 — o Tento odhad je pfirozené slabii.

Tak jsme dospéli k teorému Bernoulliovu, ktery je jednim
ze zdkladnich pilifa statistiky. Vyraz (42) vyjadiuje teorém
Bernoullitiv jako vétu o mezni hodnoté nejjednodusdi formou.
Osvétluje’ otdzku, jak se bliZ{ relativni detnost znaku ve
vybéru o r prveich své hodnoté v zdkladnim souboru, t. j.
konstantni pravdépodobnosti P, kdyZ rozsah r roste a vy-
slovime jej takto:

Je-li p pravdépodobnost vyskytu znaku pro kazdy prvek
nahodného vybéru rozsahu r, pak se pravdépodobnost P,

odchylky %—p relativn{ detnosti znaku ve vybéru od

hodnoty p v zédkladnim souboru, kterd se rovnd libovolné
malému kladnému é&fslu ¢, bliZf k nule jakoZto limité, roste-1i
rozsah nihodného vybéru r nade vSechny meze. Pravdé-
podobnost 1 — P,, Ze odchylka relativni éetnosti znaku ve

73



vybéru ; od hodnoty p v zdkladnim souboru bude mens{

net ¢, se bliz{ 1 neboli jistoté.
Zpiisob, jimZ jsme piedli od rozdéleni ¢etnosti absolutnich

x k rozdéleni relativnich éetnostf % = f miZeme povaZovati

za transformaci soufadnic, kterd sesunuje k sobé tsedky
funkce P.(z) v poméru r:1. Primér transformovaného

rozdéleni je konstanta p a rozptyl o*(f) = (x) %’
nebot rozptyl se mé-

ni se Ctvercem isedek.

Rozptyl tedy klesé k nu-

le 8 rostoucim 7. Rozdé-

4 rn9 leni P,(f) je zndzornéno
v obr. (12) pro p=14;
pro r = 100 bylo moz%-
no zobrazit jeh kaZdou
druhou pofadnici. Uby-

vani rozptylu tu jasné

| |, vidime a souéasné se jevi,

]

1 2 J 4 o 3 6 9 muZeme Fei, zhudtovani

rozdélen{ &etnosti, ¢imZ

I je vyjéddiena podstata
o % L 0 Bernoulliho teorému.

il ‘ MuZeme jej také for-
it ‘ mulovati vétou:
L °o & o Relativni cetnost
Obr. 12. Zhustovéni binomického DRéjakeého znaku, zji-
rozd&leni ¢etnosti & klesajici rozptyl. 5ténd v ndhodném
vybéru rozsahur na
sobé nezdvislych prvkid, se bliZi hodnoté p v z4-
kladnim souboru a% na odchylku (chybu) ¢ napied
danou s pravdépodobnostf, kterd se miZe zvétso-
vénim rozsahu r pfibliZiti libovolné blizko éislu 1.
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V tomto smyslu tudiZ representuje nihodny vybér roz-
sahu 7 cely soubor viech prvki, odpovidajicich pojmu
uréujicimu statistickou jednotku, tim lépe, éfm je rozsah
vybéru r vétsi. Je to zdkladni véta o vétsi bezpeénosti delsi
statistické fady, kterd tvori v podstaté obsah t. zv. zékona
velkého éisla. Véta o vétsi bezpednosti deldi statistické Fady
dévé oprdvnéni principu statistické indukee; mohla by byti
oznalena také jako véta o vétdi bezpednosti zdvéru provede-
ného statistickou indukei na zdkladé ndhodného vybéru
o vétSim rozeahu neZ na zékladé vybéru o men3fm rozsahu.

Zskon velkého ¢éfsla souvis{ piimo s principem stejnotvar-
nosti pfirodniho déni, podle ného# za podobnych okolnosti
jev probfhé podobné. Predpokldd4d se tedy, Ze stejné skupiny
(komplexy) pii¢in maji za ndsledek stejné pochody. Aby-
chom vak z teorému matematicky odvozeného mohli éinit
zdvéry na skuteéné dénf, musime udinit jesté daldf krok.

Budeme se dovoldvat zkuSenosti, Ze v souborech, které
maji povahu naseho zékladntho souboru, pozorujeme sku-
teéné ziidka prvky o znaku s malou relativni cetnostl

Vyvodime z toho potom zaveér, Ze velké odchylky ——p

se budou u statistickych soubori rovnéz jen ziidka vysky-
tovat. To je podstatny obsah véty Cournotovy a jeho
formulace zdkona velkého &fsla.

Na konec ndm zbyvé urditi celkovou relativni ée'tnost
vBech téch prvka nadeho nového (myslenkového) souboru

rozsahu (lf), u nichZ se vyskytuje znak ¢ nejméné (rp— &£,)-
krit a nejvySe (rp + &g)-krat, neboli u nich% je relativn{
tetnost znaku ¢ v mezich od p—%’ do p —}—5—:. Pro prvni

piipad dostaneme hledanou celkovou relativni Getnost
P, (x— &y  + &), kdyZ seéteme vBechny relativni éetnosti
P,(x) pro hodnoty z v uvedeném intervalu. Pro druhy pii-
pad obdobné P, (p— z, p + z,) dostaneme seétenim piislug-
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nych hodnot P,(f); pfi tom je oviem P.(z) = P/}), %’ =

Vzhledem k tomu, %e vypodet jednotlivych élent je dosti
pracny a tedy také jejich soucet
1_+5|
P, (2 — & & + &) = 2 Pia) = [Pz + &) +
T—§,
+ P (z— &) +[Pr (@ +&—1)+ P (e—& + 1] +
+ oo+ [P (@ + 1) + P (z—1)] + Pi(a)
najdeme ddle — rovnice (52) nebo (563) — vyhovujici feSeni
PpribliZné.

Priklad: relativni éetnost narozenych chlapci v zdklad-
nim souboru je p = 0,513 é&ili 51,3%,. Pramérnd absolutn{
detnost chlapei narozenych roéné v misté, kde se rodf roéné
r = 100 déti, je tedy rp = 51,3; v misté, kde se rodf roéné
10000 détf, bude rp = 5130. Smérodatné odchylka é&ini
v prvém pipadé |/rpg = }/0,513 x 0,487r — 0,5)r = 5,

kdeZto v drubém pifpadé 50. Smérodatnd odchylka relativ-
nich ¢éetnosti chlapei viak klesd, nebot je v prvém pripadé

qu 95 = 0,05, tedy 59,, kdeito v druhém piipadé

jen 5promllle. Vysledek se povaZuje za tim pfesnéjsi, ¢im
mé menSi rozptyl a tedy také, éim md mensi smérodatnou
odchylku. Je z toho ziejmo, Ze ¢im jsou nihodné vybéry
vétsiho rozsahu, tim davaji vysledek blizsi hodnoté v zi-
kladnfm souboru.

(6,1) K¥ivky rozd®leni &etnosti. (Kiivka Laplace-
Gaussova.)

Lze Fici, 2¢ Bernoulli zaéal studovat binomické rozdéleni
detnosti a vyjadiil jednu jeho zvlditni vlastnost ve vété
Po ném pojmenované, kterd ukazuje, Ze vytkneme-li libo-
volné maly interval kolem hodnoty p a uréime si &islo
libovolné blizké jednotce, pak miZeme zvoliti soubor o dosti
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velkém poétu prvki, takZe relativni éetnost pozorovaného
znaku padne do zvoleného intervalu s uréenou pravdépodob-.
nosti. Nahraditi binomické -rozdéleni spojitou Idivkou se
podafilo Laplaceovi (1812), take bylo tplné déno soumér-
nou zvonovitou kfivkou e—*, jeji? pofadnice klesaji od
priméru tak, %e se jejich pfirozené logaritmy (se zdpornym
znaménkem) chovaj{ jako étverce vzddlenosti od primeéru
(viz obraz 13).

Obr. 13. Krivka Laplace-Gaussova.

Odvodili jsme si jiZ z binomického rozdéleni éetnosti spo-
jitou kiivku Laplace-Gaussovu, ¢ili normdlni ve zcela zv1ast-
nim pipadu, kde zdkladni relativni etnosti pfi alternativ-
nim znaku byly sobé rovny, tedy p =g = }. Lze viak
ukdzati, Ze obecné rozdéleni binomické (p + ¢)” se bliZi pro
velké r kiivce normédlni. Abychom tento postup naznadili,
vyjédfime ¢leny binomického rozdéleni (37) hodnotami y(&)
v jednotkovych intervalech tak, %e pro rozdil mezi primeé-
rem r = rp a Getnost{ = znaku ve vybéru rozsahu r zvolime
symbol £. Potom jednotlivé éleny rozdélen{ éetnosti budou

y(§) = AL s (43)

r!
(pr + &) (gr— &)
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K piibliznému vyjédieni faktoriel poutijeme Stirlingovy
formule

f — pRo—n
n! = n" V27m(1 +l2n+288n2+“')'
Ut#ijeme-li jen prvniho &lenu této fady, dostaneme pfibliz-
nou hodnotu, kterd se rovn4a presné hodnoté délené néjakym
¢islem mezi 1 a 1 +ﬁ. Stadi tudfZ vétdinou toto pfibli-

Zen{ pro n, kterd pfichdzejl v dvahu. S timto piibliZenim
pak dostdvime

(pr + &) = (pr 4§+ e +0)on (pr + ) =
= (p,.)pr+e-(1 + Z%)WITE 4 e—(?’+€)]/27p—r
a podobné
(g — &) = (g (1 — 5)4'—5*%_(«,_91/27,;,

takZe po dosazen{ do (43) a jednoduché vpravé bude pfi-
blizné

1 S E\—er+e+d) E\—ar—¢+ 1
= = 1 — 1— _ .
v V2mm( T ) ( qr) (44)

K osvétleni, jak se piiblizuje tento vyraz k (43), srovnivdme
odchylky § od primeéru se smérodatnou odchylkou ¢, =
= Vrpq, kter4 je Fddu Vr, nenf-li p ani ¢ prili§ malé. Musfme
tedy pfedpoklédati 7 tak velké, aby bylo moZno zanedbati
&

- ale l/é mus{ mfti takové konedné hodnoty, jaké se ndm

vyskytujf, kdyZ posuzujeme odchylky & srovndvdnim se
smérodatnou odchylkou.

MiZeme tedy vyraz (44), ktéry" napiSeme ve tvaru
y(§)=75=—=4.B,

Vaarpg
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zjednoduSiti s uvedenou pfibliZnosti, nebot

1 2 3

log A =— (Tp +&+ E)[ 2::1’2 L ¢1(§)]

1

log B=— (rq— &+ E) [—‘ g %— Fdsz('f)].

takZe '
_ 2
log y(6) V2mrpg = T 2% — 2f—m + =
& 5

kde P;(&) a D(§) jsou koneéné, nebot predstavujf souéty
kom;ergentn.{ch fad mocnin zlomku -—f—, ktery je libovolné
maly.

Je-li tudiZ r tak velké, Ze —f—tb(a je malé, a tedy zane-
dbatelné, dostdvime

e'
e 2nrpq.

1
y(&) = Vemrre

Vzhledem k tomu, Ze 0,2 = rpg, miZeme také psdti
|
Yy = —==2 %7, (45)
cr,V2n

co? je normalnf kiivka rozdéleni detnosti.
T—2x £
F A

= t m§ pak tvar

Ve smérodatné proménné p
. I

y(t) = V— —, (46)

Krivka j ]e symetrickd podle prumeru, do néhoZ jsme po-
lozili podatek soufadnic, ktery je tedy v bodé ¢t = 0 a této

79



hodnoté odpovidd maximdlni poradnice
4(0) = i — 0,39804.
V27t

Uvedeme si pi'ehled nékolika pofadnic v intervalech 0.50,:

£lo, = 0,5 1,0 1,3 2,0 2,5 3,0
y = 0,35207 0,24117 0,12952 0,05399 0,01753 0,00443
y/y(0) = 0,88250 0,606563 0,32465 0,13534 0,04394 0,01111

Podrobnéjii tabulku poméru pofadnic y : ¥(0) moino na-
jiti na pf. v [9]. Druhd derivace vyrazu (45) je

2 &
d_y=__1__ ﬁ_l)e 201’,
B~ Vanep o

z ¢ehoZ plyne, e kiivka m4 dva inflexni body pro & = + oy,
nebot’ nejblizs{ derivace v téch bodech od nuly ruznd je
tieti, tedy lichého stupné. Teény v téchto bodech kiivky
protinajf osu & v bodech £ = + 2¢,.

Momenty lichého Fddu kolem priméru jsou pro symetric-
kou kiivku Laplace-Gaussovu, jako pro kazdou symetrickou

kfivku, rovny nule, tedy p;1 = 3= ttz5=...=0. Pro
momenty sudého Fddu lze odvoditi rekurentni vztah [6]
Bar2i = (2l— 1) U.tz,ur,%;z (47)

takZe
Mr2 = gz Hz,4 = 30,4, Ure = 150.8, ... (48)

Jako jsme vidéli u histogramu, Ze celd jeho plocha pfed-
stavuje rozsah souboru, tak jej také zde zndzorfiuje plocha
ohraniéend kiivkou a osou z. Tato plocha je ddna pfi spo-
jité proménné integrilem

i
—J —irdt =1
Vﬂfe



vzhledem k tomu, Ze
+.w
j e dt = |2z
—0
Mdme-li soubor rozsahu 7, pak je rovnice normdlni kiivky

£

4 e 205 (49)

o\om
a maximdlni pofadnice pro £ = 0 je ¥,(0) =

yl&) =

_r .
py

Vzhledem k soumémosti kiivky, je édst ohrani¢end osou &

! +o
Obr. 14a. Useky plochy normAln{ kiivky Eetnosti.
a kfivkou v mezich od — oo do 0 rovna (viz obr. 14a) polo-

viné celé plochy, tedy 0,5. Cdst plochy od — o a% do
& = to,, kde ¢ je kladné &islo, bude

t
F(t) = VITT: f et dt = 0,5 + alt), (50)

kde jeme zavedli v
t

$a(t) =l—/—;—” f e—it dt. (51)
)
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Bude tedy plocha pésu (obr. 14b) mezi é = — o, a £ =

= +toy,
t t

0

—t

Tyto hodnoty miuZeme sestaviti do tabulky [6] pro
razné ¢, t. j. pro rizné hodnoty odchylky od priméru vy-
jédfené ve smérodatné odchylce jako jednotce. Tak je na pi.

Obr. 14b.

Gﬁ —t 06145 1 ) 2 3
o) 05 06827 08427 09545 09973
B..C. 0 05 0750 0,889

Hodnota &, = 0,67450,; se nazyvé také pravdépodobnd
chyba. Je patrno, Ze v mezich z 4 £, je polovina celého
souboru a tedy rovné% polovina vné téchto mezi. Je tudiz

tato hodnota kvartilovou odchylkou. Hodnota £, = )2,
se nazyvd modul. U%ivé se ji také nékdy za jednotku, v niz

se vyjadiuje proménni, takZe ¢ =
a,]/2
funkei

=9 ‘a dostdvime pak

Y
D(y) = Viz_z- f e—72dy, (53)
0
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kterd byvé tabelovina. Presvédéime se ovSem snadno, Ze
o(t) = D(y), provedeme-li substituci ¢ = yVE

Ve tretim f4dku byly pro srovnini uvedeny hodnoty vy-
plyvajici z teorému Bienaymé-CebySevova.

Z uvedenych éfsel vidime, jaké procento prvki souboru
s norméln{m rozdélenim &etnosti je v uréitych mezich od-
chylek od priméru.

Tak bude prvki:
68,279, s odchylkou | & | é o;, ostatnich je tedy 31,739,
95,459, ’s | I3 | < 20, . w o o» 4559
99,73%, ' | 3 l _S_ 3o, ’ »oon 0,27%

V souboru s norméalnim rozdélenim Getnosti podle toho
bude na pi. 0,1359, prvki s vétéfmi hodnotami nez z + 3o,
a rovné? tolik s men3fmi hodnotami nez = — 3o, ¢ili 0,279,
prvkid bude mimo interval 4 3o;.

Vlastni prakticky vyznam kfivky Laplace-Gaussovy se
jevi teprve pfi téchto daleko duleZitéjdich otdzkdch, kde
potfebujeme soucet velkého poétu jednotlivych relativ-
nich &etnosti, nebot méné nis zajimd otdzka, jakd jest
pravdépodobnost, Ze pfi 1200 vrzich kostkou padne préveé
xz = 180krdt Sestka, jako spiSe otdzka, jaki je pravdé-

podobnost, Ze nebude odchylka od priméru z = 200 vétsf
220

ne% 200 — 180 = 20. To vy¥aduje zjistiti soudet D, P(z) &ili
z=180

vypoditati podle Newtonovy formule (36) celkem 41 jed-
notlivych hodnot pravdépodobnosti P,(x) a secisti. Integraci
kifivky Laplace-Gaussovy dosahuje se zde dalekosdhlého
zjednodudeni. Pro tento t. zv. Laplacetv integrdl existujf
razné tabulky sestrojené pro rizné argumenty; proto je
tieba znaéné opatmosti pri jejich uZivdni a predeviim Fid-
ného seznimeni se s nimi.

Znizornime si hodnoty funkece F(t), probthd-li promenmi. ¢
cely obor redlnych ¢isel; dostdvdme tak k normélnfmu roz-
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déleni cetnosti souétovou krivku, kterd je zndzornéna
v obr. 15. Jeji pofadnice je v stupnici pétkrit zmenSené

e % « - o 3 B 3 3 2 %

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

8
N

3 3

8 3

2 4 6 8 0 12 # 16 18 20 22

Obr. 15. Soudtové kiivka k normélnimu rozdsleni &etnosti.

proti pofadnici piislufné normalnf kiivky nahore. Pomoci
soudtové ldivky se snadno urduje, jak jiZ vime, medidn
a kvartily.
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(6,2) Normélni rozdé&leni &etnosti kvantitativniho znaku.
Odvodili jsme Laplace-Gaussovu kfivku normélntho rozdé-
leni &etnosti, pomocf nihodnych vybéra, z nichZ kaidy

vykazuje uréitou relativni éetnost znaku% = | a pochopili

jsme tak vznik této kiivky na zdkladé binomického rozdé-
len{ éetnostf. Normalni rozdéleni v3ak vznikd také, pro-
vedeme-li mnohondsobné méfeni kvantitativntho znaku na
jednom predmétu (fada méren{ néjaké délky) nebo pfi mé-
fen{ uréitého kvantitativnfho znaku na ruznych pfedmétech,
je jsou prvky jednoho statistického souboru (na pt. délka
listd uréitého stromu). Pro vyklad, jak vznikd normdlni
rozdéleni, v prvnim piipadé si miZeme pfedstavit, Ze vy-
sledek ka’dého méfeni zavisi na velikém podtu t. zv.
elementdrnich piiéin, z nichZ ka%d4 je s to zpusobiti né-
jakou elementdrni odchylku od skuteénosti. Tyto odchylky
jsou v obou smérech stejné pravdépodobné a vzéjemné
nezivislé. Je to tedy analogie s ndhodnymi vybéry kouli
z osudf se stejnou pravdépodobnosti pro bilou i éernou nebo
analogie hdzeni mincf. Takovy vyklad byl sestrojen pii-
vodné pro teorii chyb pfi méfeni; pfendSel se pak také na
druhy piipad, jim% se zabyvdme ve statistice. Je vlak také
jiny vyklad, ktery snad lépe vystihuje skutecnost, takZe se
ho muZeme pfidrZeti. Vychdz{ od hypotesy, Ze ka¥dd hod-
nota kvantitativniho znaku je souétem mnoZstvi nezndmych
a nezdvislych séitanci. Na pf. délka néjakého predmétu
(listu) se sklidd z délky velkého mnoZstvi nezévislych sou-
&astek (bunék). Také tudiZ kaZdd jednotlivd odchylka je
soubtem mnoZstvi malych nezndmych velitin, elementdrnich
odchylek. Rozdéleni téchto souétd je blizké normélnimu
i kdyZ by rozdéleni séitanci nebylo normaln{. (Tak si mi-
Zeme vysvétlit, e se vyskytuje norméilni rozdéleni éetnosti
také pro kvantitativni znak ve statistickych souborech.)

(6,3) Pravd¥podobnostni stupnice. Souétovou kfivku
patifci k normélni kiivee lze zndzorniti pifmkou, zvolime-li
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vhodnou stupnici pro pofadnici. Souvislost pravidelné stup-
nice relativnich Cetnosti v procentech se stupnici t. zv.
pravdépodobnostni rovnéZ v procentech je vyznaéena nomo-
graficky v obr. 16, kde jsou patrny body pfimky odpovida-
“jief bodtm souétové kiivky. .

V této stupnici je zndzornéna soudtové kiivka rozdéleni
¢etnosti na str. 29 (obr. 4b). Podle toho, jak se odchyluje
od pfimky, miZeme posou-
diti, Ze pozorované rozdé-
lenf Getnosti se li¥f od nor-
maélniho.

Norméln{ kfivku lze rov-
néZ prevésti ns primku,
zvolime-li v pravoihlé sou-
stavé na ose tisecek kvadra-
tickou stupniciana ose po-
fadnic logaritmickou stup-
nici [7, str. 19].

(6,4) Poissonovo roz-
d¥leni &etnosti. (Expo-
nenciela Poissonova.)
L4 Abychom z binomického
o bk rozdélen{ detnosti odvodili

r. 16. Pfevod pravidelnéstupni. JeSté jiné kfivky rozdélend
(?el;lasl?upn?ciggvdépoedoblslosfm. Cetnostf, budeme hledati

pro funkei

|
« 3 8 st8tzt 3 0

_— r! Z,
y=z (r—a)! 4

vhodny vyraz, ktery by ji vyjédfil pfiblizné v téch pfi-
padech, kdy zékladni pravdépodobnost vyskytu pozorova-
ného znaku p je mald, ale tak, Ze rp = A je éfslo koneéné
pro libovolné veliké 7.

Predevifm je

(r—r!xﬁz rir—1)(r—2)...r—=z +1).

F—z
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Déle pifme
A 2
p=-—a tedy ¢ = 1—7,
takZe bude tedy

(=) (e

Priblizny vyraz dostaneme pro velks r, zanedbidme-li veli-

¢iny Fddu %, takZe pfedeviim soudin prvnich z — 1 &initeld

.i(x—l)

v zévorkdch, ktery je mezi 1 a 1 — 5

» poloZfme
roven priblizné 1.

Déle miZeme misto |1 —%)r kldsti pfibliZné e—4, cok je
limita, k ni{¥ vyraz spéje pro r - . Koneéné ¢g—2 spéje

pro velkd r k 1, nebot ¢g—*= [(l—%)_ ]7, coZ spéje
z .
k (e')7, a tedy pro velks r se; bli#{ k nule. Z toho vieho

tudiZ vyplyvd, Ze miZeme piiblizné kldsti

e-_l lz
por (54)

tento vyTaz se obylejné oznaluje symbolem y(x) a nazyvd
se exponenciela Poissonova, uddvajici pravdépodob-
nost, Ze se vyskytuje z-krdt pozorovany znak, ktery patii
mezi tak zv. FHdké jevy, jejichZ pravdépodobnost p je mald.
Bortkiewicz jej nazval zdkonem malych é&fsel.
Pravdépodobnosti, Ze se objevi pozorovany znak praveé
0,1,2,... krit, jsou diny jednotlivymi ¢leny fady

2 3 .
e—‘(l +1+%!- +%+)
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Ackoliv jsme predpoklidali pfi odvozovéni Poissonovy
exponenciely, Ze = je malé vzhledem k 7, dostdvdme k roz-
déleni cetnosti, vyjédienému touto exponencielou, klademe-li
za = vSechna celd &fsla od 2= 0 do z = r, jednoduché
a duleZité vysledky pro prumér a smérodatnou odchylku
Pro. velk4 r plati pFiblizné

e—"(l—|—}.+§!—+...+—§!—)=l, (55)

nebot soudet v zavorce je pfibliZné roven e?. Jednotlivé
&leny pravé strany jsou tedy relativni éetnosti. Vynisobime-li
kaZdou z nich pFisluSnou hodnotou znaku 0, 1, 2, ..., 7, do-
staneme prumer
lr
0 +4+ 2 -l- -|- o R Ty
e—Di) ~
1 (56)
=21 +2 + + =4
(r—1)!
nebot soudet v zévorce je pro velkd r piibliZné tyZ jako
v rovnici (55).
Podobné dostaneme pro druhy moment obecny

Fz2—6_1(0+}-+27~2+ + .. +( lr])!)
tak¥e rozptyl

Uz,2 = ,u’z,2 — z?
bude

- i
e = Ao (1+21+ +..+(r_1)!) 2,
coZ lze také psiti

_a 12 lr_
Pz = e l+l+-2—!+...+—-.+
- 12 2r—2
_{_pe—l(] + 4 +g +--. +—)_;_z;
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vidime tedy vzhledem k (55)
=A+A2—22= 4 (57)

Je tedy rozptyl roven primeéru. Vzhledem k tomu, %e
A=rp, je to tedy hodnota blizkd rpg, kterou jsme nasli
pro normilni rozdéleni éetnosti, nebot g se lisf velmi malo
od 1.

Hodnoty Poissonovy exponencidlni limity (54) byly tabe-
loviny pro riznd 1 a z; lze je najiti na pi. v tabulkich [8].
Pribéh jejich je znidzornén na obr. 17 pro 1 = 0,5, 1, 2, 6.
Je jasné vidéti, Ze od vplné

o — nesoumérnosti pfechizeji
s T kfivky pro rostoucf Ak tva-
o N - ru stile soumérnéjSimu.
ar S (6,5) Pearsonitv systém
310 1 kfivek Setnosti.Vidéli jsme,
T T Ze lze odvoditi z binomic-
<Y REN kého rozdéleni Getnosti &ili
o . z formule Newtonovy (36)
R NLRE T Ll cely systém kfivek rozdeé-

leni Cetnosti. Mohou viak
Obr. 17. Exponenciela Poissonova, byti odvozeny jesté obec-

néjsi systémy. Predstavme
-gi, %e¢ zdkladni soubor koneéného rozsahu N obsahuje
k prvku, majicich pozorovany alternativni znak a N
prvki, které jej nemaji. Vyjmeme-li z tohoto zdkladniho
souboru ¢dste¢né soubory o rozsahu r prvki, miZeme tak

udiniti celkem (11\_’) riznymi zpusoby, ¢ili mi%eme dostati
tolik raznych vybéri. Kaidy z téchto vybéru md urdity
potet z prvki s uvafovanym znakem. Kladné celé ¢islo x
je v intervalu od 0 do r, kdy: piedpokléddme k> r.
Abychom stanovili, kolik muZe byti ruznych vybért, jez
maji uréity pocet z prvku s pozorovanym znakem, uvédo-

mime si, fe je celkem (’;) skupin, jeZ obsahuji z riznych
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prvki z danych % prvki s uvaZovanym znakem v zdkladnim
souboru, a ke ka?dé z téchto skupin lze pfifaditi (1’\.7——2]:)
riznych skupin tvofenych ze zbyvajicich r — x prvku, které
nemaji uvaZovany znak a dopliuji skupinu na celkovy roz-
sah vybéru r. Vidime, %e tedy bude hledany podet riznych
vybért ¢ili absolutni detnost (’;) (1;’: :) Relativni Get-
nost jejich dostaneme, délime-li posledni{ vyraz celkovym
pottem riznych moZnych vybéri rozsehu », takZfe bude
vyjddrena funkef

f(z) = L (k) (N - ) {58)

(1;7) zf\r—=

pro hodnoty 2=20,1,2,...,7; jsou to postupné za sebou
jdoucf &leny koneéné fady hypergeometrické. Z této funkee
vy3el K. Pearson, aby odvodil t. zv. Pearsonuv systém kfivek
rozdélen{ etnosti, v ném? jsou kiivky (45) a (54) zahrnuty
jako zvldstni piipady [6], nebot také binomickd funkece (36)
je zvldStnim piipadem hypergeometrické, kterd v ni pfe-
chdzi pro nekonedny rozsah zdkladniho souboru, takZe

N = o0, k= 0, ale jejich pomér %: p je konstantni a ko-
neény.

Vhodnou volbou typu kfivky je pak moZno s postaduji-
cim pribliZenim vyjidfiti statisticky pozorovand rozdéleni
Getnosti. Tato volba je tu usnadnéna tim, Ze bylo odvozeno

— pomoci{ momentiis — kriterium, které umotiiuje rozhod-
nouti se mezi moZnymi typy pro vhodnéjsi.

(6,6) Pélyove vyb¥rové schema pro jevy vézané.
K urdité funkei hypergeometrické jsme vedeni, providime-li
ze zdkladntho souboru o N prveich, z nichZz mé %k prvki
pozorovany znak, vybér rozsahu r tak, Ze vyjmeme prvek
a zjistime, mé-li pozorovany znak. V kladném piipadé se
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potet prvki s pozorovanym znakem v zdkladnim souboru
zvétdi o 1 + A; nemél-li prvek pozorovany znak, zvétdi se
o 1 + A podet téchto druhych prvki v zdkladnfm souboru.
V okamiiku, kdyZ jsme vynali r prvki, bude miti zdkladni
soubor celkem N + rA prvki.

Bylo-li mezi nimi 2 prvka s pozorovanym znakem a tudiZ
r — x ostatnich, je v zdkladnim souboru % 4 24 .prvkia
s pozorovanym znakem & N —k + (r— z) A4 ostatnich.
Pravdépodobnost vyskytu pozorovaného znaku je na za-

é4tku v zékladnim souboru JEV = p a opacnd —Nlc q;
mén{ se po vynéti kazdého prvku do vybéru, tak¥e po vynéti
. k+2xA4 N—k+4+(@r—=x)4
-téh ; .
r-té OleN-{—rAIesP N 14

Pravdépodobnost, Ze prvnich z prvkid bude miti pozoro-
vany znak ve vybéru rozsahu r, bude jako sloZend pravde-
podobnost déna soudinem

k k+4  k+(@—1)4 N—k N—k+4
N N+a ‘N+@—1)AN+zd N+@+1)4ad
—k+(r—x—-l)A.
N+ (Fr—D4
Zavedeme-li ozna.éeni ;iV = ¢, prechézi posledn{ vyraz na tvar
P P+é p+(x—1)6 q g+6
T1+6 1+(z—1)0 14286 1 +(zx41)0
g+r—x—1)4
I+ (r—1)0

Pravdépodobnost, Ze bude ve vybéru téhoZ rozsahu 7 jinych
x prvku se znakem pozorovanym, bude déna tym? vyrazem,
jen pofadi jednotlivych faktord bude jiné.

Kombinaci, v nichZ se miZe vyskytnouti mezi r prvky z

8 pozorovanym znakem je (;), takZe celkem pravdépodob-
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nost, Zze mezi r prvky vybéru provedeného ze zékladniho
souboru, ktery se uvedenym zpisobem méni, bude = prvkia
8 pozorovanym znakem, je

f(z’r) ="
X

PP+0)...[p+(x—1)bl¢glg +4]...[g + (r—2z—1) d]
I46J +20]...101 + r—1) 8]
Je-li pravdépodobnost p mald, ale pro velkd r je rp = A
koneéné ¢islo, a pfi kladném ¢ oznadime 76 = d > 0, plati
priblizné

i
flz,r)= l'}. A4+d)(A+2d)...(A +2—1d) (1 +d) ¢

z! (59)
coZ se nazyvé zikonem Pélyovym a je zobecnénim exponen-
ciely Polssonovy (564), kterd z ného vyplyvd jako limita pro
d —

Pro uvedené schema vybérové to znamens, ze 4 = 0 éili
redukuje se na piipad schematu Bernoulliho o konstantni
pravdépodobnosti p. )

Jiny piipad dostaneme pro 4 = — 1, ktery znamend, e
prvek se vyjme do vybéru a rozsah zdkladntho souboru se
tim vidy o jeden prvek zmenSuje, coZ je pripad Pearsoniv,
odpovidajfci koneénému souboru zdkladnimu, do néhoZ se
vynaty prvek nevraci zpét.

Zékon Pélyuv uvddime vzhledem k jeho obecnosti a také
proto, Ze se osvédéil k vystiZen{ piipadd, kde se nejednd
o jevy nezivislé, nybri néjakym zpisobem vazané, jako je
piipad dmrtnosti vlivem nakaZlivych nemocf, nebo smrti
cestujicich ndsledkem nestésti na drahdch a pod.

(6,7) Rozvoje v Fady. (Rada Brunsova.) Prakticky
problém vyjddieni pozorovaného rozdéleni Cetnosti analy-
ticky je také velmi obecné feSen pomoci fady, jejimZ prvnim
¢lenem je funkce Laplace-Gaussova jako vytvoiujicf a dalif-
mi ¢leny jeji derivace.
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Omezime-li se jen na prvni dva éleny, od nuly rizné, do-
stdvame vyjddieni

_ _ Uzs [3E . &
16) = PO — 9() 225 (_a, —a,s)’ (60
kde
1 25; (3.5 53) — ")
(p(f) - O'IV2TZ € (5) 0'33 (P

tak?e z pozorovaného rozdéleni éetnosti musime stanoviti
prvni tfi momenty, abychom uréili potfebné tfi konstanty,
jez se ve vyrazu vyskytuji z, oz, s 5.

(Rada Poisson-Charlierova.) Také jiné funkce mohou
slouziti k podobnym rozvojim v fadu. Zvldsté jednoduchy
a pro vystiZeni nesymetrickych rozdéleni Getnosti vhodny

je rozvoj pomoci exponenciely Poissonovy, ktery uvedeme
také bez odvozovani

f(x) = p(2) + $(pz,e — ) 4% y(a). (61)
y(z) znadf exponencielu Poissonovu (54) a druhd diference je

A y(a) = p(z) — 2y (x—1) +p (x—2).

Na rozdil od Pearsonova systému kfivek nemime zde
kriteria, které by ndm pomohlo rozhodnouti, zda méme po-
uZiti fady Brunsovy nebo Poisson-Charlierovy pro rozpo-
jitou proménnou z, takZe musi rozhodnouti statistik sdm
podle vhodnosti a ddelnosti.

Prakticky vyznam rozvoju vytvofenych pomoci jinych
funkef je omezen pozadavkem rychlé konvergence rady, aby
bylo moZno se omeziti jen na nékolik mélo ¢leni.

(6,8) Vicevrcholovia rozdéleni etmosti. Nékdy se vy-
skytuji soubory, jejichZ rozdéleni Getnosti mé dva vrcholy
(¢ili dvé maxima) jako v obr. 18a nebo vice vrcholi. Vznik
takového rozdéleni detnost{ se vysvétluje tim, %e soubor
zahrnuje prvky nestejnorodé podle nékterého znaku, takZe
bychom dostali dvé riznd rozdéleni éetnosti, kdybychom
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podle ného soubor roztiidili. Pfedstayujeme si tedy, Ze vy-
slednd kiivka rozdéleni ¢etnosti{ vznikla superposicf dvou
jednoduchych kiivek; pfi tom by oviem mohla vzniknouti
také kiivka jednovrcholovd (obr. 18b).

'Za Celem oddéleni obou jednoduchych kiivek je moZno
pouZiti pro nékteré tvary dvojvrcholovych rozdéleni d&et-

a) b)
Obr. 18a, b. Dvojvrcholové rozdéleni detnosti.

nost{ kiivek normilnich, takZe pak dané rozdéleni je vy-
jddFeno rovnicf
’ _(z—z) ’ _ (=
rfle) = —j=e ¥% 4+ —T—e uu,
1-0,]/27: 20z} 27

kde &fsla 7, a 7, uddvaji, v jakém pomeéru se vyskytujf v celko-
vém rozsahu r prvky prvntho a druhého souboru slozkového.
Konstanty vypoéitime pomocf momenti celkového rozdé-
len{ Cetnostf.

Uloha: Vypotitejte konstanty pro jednoduchy p¥ipad, kdy
oba vrcholy spadaji do tého mista, takle z, = x, = f"a:,l-
V tomto pfpad® je rozdéleni symetrické, takZ¥e momenty
lichého stupnd kolem praméru se rovnaji nule, tedy Bgq =
= p,3 = #y5 = 0 & ostatni jsou vzhledem k rovnictm (48) po-
htupné

r=r1+1
Thz2 =" 19.* + 7240,°
Thyy = 3(n 104 + 7330,4)
Thyg = 15(r110,% + 7940.°).

94



Reenim t&chto &ty rovnic je moZno urditi ry, ry, ,6,, 30, nebot
10, 8 ,0,? dostaneme jako dva kofeny jedné rovnice druhého
stupns.

(6,9) Priklady.

1. (Normélni rozdé&leni &etnosti.) Vyjadiime skupinové

rozdéleni &etnosti dané v sloupci (1) & (2) pomoci kiivky
Laplace- Gaussovy Pouil]eme k tomu &ésti jeji plochy, danych

13—1: u—u

vyrazem F(t) = Von f e dt, kde ¢t = = “vzhle-
z a“
—cn
dem k (15) a (17).
xg ng U ugny ulng U —a
N 2) (3) 4) (5) (6)
17 14 —3 — 42 126 —2,095
22 121 —2 —242 484 —1,095
27 335 —1 —335 335 —0,095
32 349 0 0 0 0,905
37 150 1 150 150 1,905
42 29 2 58 116 2,905
47 2 3 6 18 o)
z 1000 —405 1229 ’
u,—u
t = F(t) 4 F(t) r.AF()
Oau
(7) (8) (9 -(10)
—2,1140 1—0,9827 0,0173 17,3
—1,1049 1—0,8654 0,1173 117,3
—0,0959 1—0,5382 0,3272 327,2
0,9132 0,8195 0,35677 367,7
1,9223 0,9727 0,1532 153,2
2,9314 0,9983 0,0256 25,6
) 1,0000 0,0017 1,7
1,0000 1000,0
% = — 0,405 z = 20,975
,u'u'2 = 1,229 by g = 0,982
Byg = 1,065 o0y = 0,891

Vysledek v sl. 10. davé t. zv. teoretické rozddéleni Eetnosti.
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2. (Poissonova exponenciela.) Podet umrti %en starSich
85 let, pozorovany denn& v obdobi t#i let je uveden v (1) a (2)
sloupei tabulky rozdé&leni 8etnosti. Vzhledem k jeho nesymetric-
kému tvaru se pokusime o vyjddieni exponencielou Poissonovou.
Potfebujeme k tomu cili zjistit prim&r rozdsleni 4. Celkovy
rozsah je 7 = 1086.

Polet umrti

denna Poéet dni
£ ng - Ty xfing p() r y(x)
(1) (2) (3) 4) (6) (6)

0 364 0 0 0,30360 329,7
1 376 376 376 0,36179 392,9
2 218 436 872 0,21568 234,2
3 89 267 801 0,08576 93,1
4 33 132 528 0,02559 27,8
5 13 65 325 0,00611 6,7
6 2 12 72 0,00122 1,3
7 1 7 49 0,00025 0,3
z 1086 1295 3023 1,00000 1086,0

A=z =1,1924

,u’:,:'2 = 2,7836

Bre = 1,3618

3. (Rada Poisson-Charlierova.) Pryskyinik (Ranun-
culus) je rostlina s korunou zpravidle péti¢etnou, vyskytujf
se viak i piipady s korunou vicedetnou. Pozorovédnim 222 kvt
bylo zji§téno dole uvedené rozdé&leni etnosti. Pro jeho analy-
tické vyjadienf pouZijeme fady Poisson-Charlierovy (61). Potre-
bujeme vy&islit koeficient druhého &lenu a dalsi postup je
patrny z tabulky vypoé&ti.

A=a =063l
Wyg = 1,315
typ = 0,917

$pgpa— A =c = 0,143
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Podet listka  Cet-

v koruné nost,

x; n; u; un; u*ng w(u)

(1 (2). (3) (4) - (5) (6)
5 133 0 0 0 0,53262
6 55 1 55 55 0,33497
7 23 2 46 92 0,10588
8 7 3 21 63 0,02243
9 2 4 8 32 0,00359
10 2 5 10 50 0,00051
z 222 140 292 1,00000
4 yp(u) A% p(u) cd? p(u) y r.y
(7 (8) (9) (10) (11)
0,53262 0,53262 0,07616 0,6088 135,2
—0,19765 —0,73027 —0,10443 0,2305 51,2
—0,22909 —0,03144 -—0,00450 0,1014 22,5
—0,08345 0,14564 0,02083 0,0433 9,6
—0,01884 0,06461 0,00924 0,0128 2,8
—0,00308 0,01576 0,00225 0,0028 0,7
' 222,0

Ve sloupei (8) urfena hodnota yp(u) pro znak w = 5, aby se
docililo souétu relativnich &etnosti 1; diference pak byly po-
éitény tak, jakoby to byla hodnota 'y (5), nebot vliv této
apravy je zanedbate]n)

Uloha: Vyjadfete pomoci fady Poisson-Charlierovy rozdélem
fetnosti pouZité v pfedchozim ptikladu.

(7,1) Aplikace a zobecnéni Bernoulliova teorému. (Od

Bernoulliova teorému k zivérim o skuteéném
pribéhu jevi.) Laplaceovym integrilem jsme ziskali
duilezity prostiedek k Fefeni nékterych uloh praktické statis-
tiky, jez se Casto opakuji. Proto umoffiuje statistikovi
ohromnou tsporu préice a ¢asu. Nesmime vak nikdy zapo-
minati, e pro koneény rozsah souboru r znamen4 jen pfibliz-
nou formuli, jeji% meze chyb nelze oby&ejné ani dosti pfesné
odhadnout. Piedeviim muZeme vhodné pouiit Laplaceova
integrélu k takové formulaci Bernoulliova teorému, jeZ by
usnadnila jeho praktickou aplikaci. Zikladn{ problém
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Bernoulliiv jest v uréeni pravdépodobnosti P,(z), Ze v ndhod-
ném vybéru rozsahu r bude prdvé x prvka s pozorovanym
znakem alternativnim je-li p jeho relativni éetnost v zdklad-
nim souboru. Tato pravdépodobnost je uréena Newtonovou
formuli (36). MiZeme pak snadno uréit pravdépodobnost, Ze
¢etnost x znaku ve vybéru ze zdkladntho souboru o kon-
stantni relativni éetnosti p se odchyli od priméru rp nejvyse
o + &, Pro dosti velkd r je hledand pravdépodobnost

Pr (E—Eoyi + Eo)
dana Laplaceovym integrdlem
Yo

9 ) )
D(ye) = V—;fe—y dy pro y,= o
0

Vorpg

Bernoulliiv teorém dostaneme z toho malou zménou pro-
ménné. UvaZujeme misto Getnosti x znaku jeho relativni

cetnost | = % a ptime ‘se, jakd je pravdépodobnost, Ze

relativni Getnost znaku ve vybéru m4 uréitou hodnotu f.
Oznadime-li tuto pravdépodobnost P.f), bude ziejmé

P,(f) = Py(z). Déle je “— Eo i 752 = p—z, pileme-li

2y = E‘l. MuzZeme tedy udati pravdépodobnost, Ze relativni
T

¢etnost znaku ve vybéru se bude odchylovati od relativn{
detnosti v zakladnim souboru nejvyde o z, nebot je opét
déna Laplaceovym integrilem

P, (5_5", = fé’

r

24

V2rpq

)= P, (p—zyp +zo)=¢(
éili .
Pr(p—20,0 +2)=® (zo VE,I‘TQ) (62)
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Na pravé strané této rovnice je funkce z,, ktera s rostoucim »
spéje k 1 pfi kazdé hodnoté z,, nebot @(o0) = 1. Plati tedy
pro pevné z,
lim P, (p—2¢, P +20) = 1, (63)
r—w
co? je vyrazem Bernoulliova teorému, ktery znovu vyslovime:
Je-li rozsah  ndhodného vybéru dosti velky, je pravdé.
podobnost, Ze relativni éetnost alternativniho znaku v ném
se odchyli od své relativni éetnosti v zédkladnim souboru
oméné ne? z, libovolné blizka 1, at je 2, jakkoliv malé.

Pravdépodobnosti velmi blizké ‘1 se také iikd méné
piesné ,,skoro-jistota‘“. Potom muze pfedchazejici véta zniti:
Je skoro jisto, Ze relativni ¢etnost bude libovolné blizko
statistické pravdépodobnosti, je-li jen r dosti velké.

Je dileZito si uvédomiti, Ze vyvody aZ potud byly pro-
vedeny jen matematickymi divahami z oboru t. zv. kombi-
natoriky. Proto nemiZeme za tohoto stavu nic #eci o tom,
jakd Cetnost znaku ¢ by se ve skutecnosti objevila, kdyby-
chom vzali r prvki ze zdkladniho souboru rozsahu N.

Mohli bychom dostati relativni (':etnost% = 1, kdybychom

vzali prvky vybéru z jedné dsti zdkladniho souboru, ktera
m4 jen prvky se znakem ¢. Kdyby v3ak byly viechny prvky
se znakem ¢ v jiné ¢dsti zdkladniho souboru, dostali bychom
Pri téZe relativni detnosti p v zdkladnim souboru vysledek

0

- = 0 pii platnosti viech formuli, jeZ jsme si odvodili.
Abychom mohli se svymi vyvody pokrofiti k néjakym za-
vérim o vztahu mezi ; a p museli jsme udélati dodateény

predpoklad, Ze zdkladni soubor rozsahu N je dobfe promi-
chén éili prvky se znakem ¢ jsou v ném vice méné stejno-
mérné rozdéleny. Tomu promichéni jsme rozuméli technicky,
tedy asi tak-jako vznikne beton pedlivym promichdnim
cementu, Stérku, pisku a vody. Podati pro pojem dobrého
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promichdni ryze matematickou definici je oviem tkol zcela
jiny. Byly takové definice sestrojeny a zaloZen na nich cely
pocet pravdépodobnosti. Tak na pf. Misesova definice vy-
chézi od zdkladniho souboru nekoneéného rozsahu zvaného
kolektiv, ktery m4 tfi vlastnosti: 1. Prvky tvoii posloupnost
nepravidelnou. 2. Relativni ¢etnost f; znaku c spéje pri
neomezeném poctu prvka k pevné mezni hodnoté p; pied-
pokldds se tedy, Ze existuje limita lim f; — p, zvand pravdé-

=
podobnost. Rikdme, %e relativni Getnost f; spéje ku p
stochasticky a tato konvergence ve smyslu teorie pravdé-
podobnosti ¢ili stochastickd je charakterisovdna vétou
Bienaymé-Cebysevovou a Bernoulliovou. 3. V ka%dé posloup-
nosti libovolné odvozené ze zikladni, je t4%Z mezni hodnota
relativni éetnosti.

Tim, %e v definici pravdépodobnosti predpoklddime né-
jakou limitu relativni Eetnosti, idealisujeme pozorovanou
skuteénost k tdelu definice. V nékterych smérech je to
analogickd idealisace jako piimka nebo koule v geometrii
¢i hmota a sfla ve fysice.

Piesvédéili jeme se, Ze lze jen matematickou cestou do-
spéti k zdvéru, Ze relativni Getnost vybéru ¢ili jednotlivych
kombinacf 7-té tFidy bude tim mensi, éim je podet & prvku
se znakem c¢ vzddlenéjsi od priméru z = rp. Dokonce
muZeme snadno pomoci integralu Laplaceova uvésti ¢isla
udévajici, Ze celkovéd relativni éetnost vybérd, u nichZ je
odchylka £ = z— rp v mezich 4 2¢, je rovna 0,9545 a tedy
celkova relativni éetnost téch piipadi, v nichZ £ je mensi
ne%z — 20, a v nichZ je vétsi nez + 20, jerovna 1—0,9545 =
_=0,0455. Relativn{ ¢etnost pfipadi, v nich je

|E| > 30, je 0,0027, pro || > 40, je 0,000063 atd.

Od téchto ryze matematickych vysledki nds prevddi ke
skuteénostem svéta nés obklopujfciho véta, kterd je vy-
sledkem nafich zkulenost{ a moZno Fici skoro axiomem
denntho Zivota, t. zv. véta Cournotova. Tato véta konsta-
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tuje, Ze ziidka se stane, abychom vynali nihodné (t. j. bez
zvli$tniho vybirdni a hleddni) z promichaného zikladniho
souboru prvek se znakem, jehoZ relativmi cetnost v ném,
éili pravdépodobnost, je velmi mald. Kdyby v mnoZstvi
10 000 zrnek hrachu bylo jedno &erné, pak ziidka vyjmeme
ndhodné z promichaného mno#stvi pravé to &erné zrnko.

Odvodili jsme pak, e vétSi odchylky cetnosti x (resp.

relativni detnosti ; v ndhodnych vybérech od jeji hodnoty

7P (resp. p) v zdkladnim souboru maji pfi dostatecéné velkém r
velmi malou relativni éetnost v souboru rozsahu , viech

mo#nych vybéri rozsahu r ze zdkladniho souboru rozsahu N.
Soudime tudiZ, %e ve statistickych souborech dostatecné
velkého rozsahu se vyskytuji také ve skuteénosti jen velmi
ziidka vétdi odchylky relativnich Getnosti od odpovidajici
jim statistické pravdépodobnosti. Tato véta byva nazyvina
zdkonem velkych ¢isel a je jednou z téch, které vyjadiuji
princip velkych disel.

Nafe védéni spotivajici ra principu velkych &isel nenf
prosto jisté subjektivni libovile. Vidime to, chceme-li Tici,
do které hodnoty mime povaZovati relativni éetnost za
.,velmi malou®, takZe pozorovany znak se ve skuteCnosti
objevi jen ,,velmi zfidka‘ nebo jakou hodnotu relativni
¢etnosti mdme nejvyse pripustiti, abychom mohli oéekivati,
%e se pozorovany znak ,prakticky neobjevi‘‘. Rozhodnuti
nez4visi jen na absolutni velikosti pravdépodobnosti a na-
zoru badatele, nybrz také na stupni dileZitosti, jakou by
pro ného subjektivné mohl mit nepravdépodobny jev, kdyby
pfece nastal.

V praksi se ustdlila zvyklost, Ze za mez pravdépodobnosti,
na které se je§té béfe zietel, se voli celkova pravdépodobnost
odchylek, které pfresahuji -4 30,. NaSli jsme, Ze pravdeé-
podobnost odchylek vétSich neZ trojndsobek smérodatné
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odchylky je déna éislem 0,0027 = 3}5. Toto ,,pravidlo tif
sigma‘‘ je nyni velmi populdrni. Kdyby oviem zdvisel nis
vlastni Zivot na vyskytnuti se jevu, ktery m4 tuto pravds-
podobnost 0,3%,, nezdila by se ndm jisté iplné zanedbatel-
nou. Zavadi se také v posledni dobé jisty decimélni systém
meznich pravdépodobnosti a sice 59, pro optimisty, 2%,
a 1%, pro pesimisty.

(7,2) Poissonovo zobecn&ni teorému Bernoulliova.
Uvazujme vybér prvku se znakem alternativnim, které majf
rizné zékladni pravdépodobnosti. Mdme tedy r zdkladnich
soubori, které maji relativni detnosti pozorovaného znaka ¢
a dopliky na jednotku postupné p;, ¢;; Pa o5 -+ Prsqr-
Zobecnéni vztahu (62), které podal Poisson (1837), spoéivd,
v tom, %e se vezme z ka%dého z téchto zakladnich soubori
jeden prvek a urdi se pravdépodobnost P,(z), Ze vybér
bude mit x prvki se znakem ¢. Klademe-li zase

z = rf, je Pix) = P,(f),
kde P.(f) znac¢i pravdépodobnost, Ze dostaneme vvbeér roz-
sahu 7 8 relativni éetnosti f. Poisson dokizal, Ze také pro
toto rozdéleni P,(f) plati vztah (63) o mezni hodnoté, v ném#
p musi byti prumér &sel p,, p,, ..., pr, takie v Laplaceové
integrdalu bude hranice
24"

Vo=g5/—0———

V2kzlm (1— pr)
(7,3) Primér a rozptyl rozd&leni Zetnosti vzniklého
tvofenim soulti z nékolika nihodnych promé&nnyeh.
— (Bernoulliiv problém jako zvld3tni pfipad.)

V jednom zdkladnfm souboru jsou hodnoty, jichZ nabyvé
kvantitativni znak, oznaleny é&fsly =z, z,, ..., x;, jimZ od-
povidd rozdéleni relativnich detnosti p, (2,), P, (%,), ..., P (@),

l
ta.kieZpl(x.-) = 1. Tak se stdvd znak ndhodnou promeén-
i=1

1
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nou. Primér je podle definice

xl P1(%y) + 2o (py (%) + o0 + Tipy(25) = lepl (7). (64)

i=1

Tato hodnota, jakoito parametr zdkladniho souboru se
oznaduje Sasto zvlaitnim symbolem E(z), jehoZz jsme ji%
uZili; je obdobnym na pf. znaménku integraénimu a odliduje
se tim jasné od prumeéru jako charakteristiky vybérové.
Budeme ji nazyvati oéekdvana hodnota; vyskytuji se v poétu
pravdépodobnosti také ndzvy stiedni hodnota nebo mate-
matickd nadéje. V druhém zdkladnim souboru budte hod-

noty kvantitativnibo znaku g,, 9, ..., ¥m 8 rozdélenim cet-
nosti p,(y;), p,(yz), voes Do(Ym)- Ocekava.né, hodnota této n4-
hodné proménné je

€= 2 Yyipa(Yi)- (65)

i=1

Odvodime nyni o¢ekdvanou hodnotu souétu dvou néhod-
nych proménnych. Vezmeme nihodné z prvniho zédkladniho
souboru jeden prvek. Pravdépodobnost, Ze hodnota znaku
bude z; je p,(x;). Obdobné bude p,(y;) pravdépodobnost,
Ze z drubého zékladnfho souboru vezmeme nshodné y;.
Pravdépodobnost, Ze se soucasné vyskytne znak z; & yy,
je podle pravidla o sloZené pravdépodobnosti ddna souéinem
P1(2:) Polyr) = pir, & to je tedy také pravdépodobnost, Ze
dostaneme urcity soudet x; 4 yi.

Pro souet obou ndhodnych proménnych chceme najiti
ofekdvanou hodnotu jako primér. Sestavime si tedy hod-
noty pravdépodobnosti ¢ili relativnich Cetnostf v nové
vzniklém zékladnim souboru, pro jednotlivé moZné péry
hodnot z; a y; do této tabulky

X, Zy ...2

Y Pu Pa ---Pn

?{2 Ps2 Pyz -+ Prs

ym Pim Pom -+ Pl
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Soudet pravdépodobnosti v prvnim sloupci je p,; + By, + ---
«eo 4+ Prm = Py (x,), nebot je to pravdépodobnost hodnoty
znaku z, at’ ¥ nabude kterékoliv z moZnych hodnot. Podobné
je tomu v ostatnich sloupcich. Soucet pravdépodobnosti
v prvnim #4dKu je pyy + Py + --. + Pn = Pa(y), nebot je
to pravdépodobnost hodnoty znaku y, at z nabude které-
koliv z moZnych hodnot. Utvoiime-li primeér podle definice,
dostaneme
Cz +y) = (v, + Pyt - (@ + Ym) P +
+ (xy + 4) Py + --- + (X3 — Ym) Pam—+

....................................

+ (Ze + ?/1) y o +... 4+ (-’U[ + ?/m) Dim-
Kdyz roznisobime a pak seéteme hodnoty znaku z v kazdém
tddku, kdeZto hodnoty y seéteme v kazdém sloupei, dosté-
véme
C(z + y) = 21, (2) + 20y (73) + .. + TPy (@) +

+ 1P (Y1) + YePa(¥s) + - T+ YmPalYm)-

Z toho je vzhledem k (64) a (65) patrno, Ze
=z + y) = E=) + E(y),

coz lze snadno rozsifiti na libovolny koneény pocet séi-
tancl:

Cz+y+2z+..)=CE@) +Ey +E@E +... (66)
Obdobns véta plati pro otekdvané hodnoty rozptylu. Podle
definice je )

o(z) = €[z — E(=)
a oznadime-li x — &(x) = £, bude
o¥(z) = €(&%) = &py(2y) + &0y (%) + - + &py (%)
a podobné pro y — E(y) = 5
o*(y) = €(?) = m’Pa(¥1) +nPa(%a) + -+ + P2 (Ym)-

Pro soudet obou nihodnych proménnych muiZeme psati
rozptyl opét pomoci hotejsi tabulky
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o*(z+y) = E(&+n)? = (& +mP pu+t - - (E1+0n) Pim =
= (62425 402 Pu + (6328 1+15%) Pr2 + -
- et (512+2E17]m+77m2) P1m +

+ (&2 +28m+m®) Py + (62 +28me+7e?) Pie + -
oo (62 +2Emm+1m®) Pim-
Secteme opét étverce £2 v kazdém fadku a étverce 7* v kaz-
dém sloupci a dostaneme
@ +y)=&2n(@) + ... +8p(m) +
+ 1P (%) + -+ + P2 (Ym),

o*(z + y) = o*(z) + o*(y),
nebot soudet vSech souéini Z&gpi; se rovnd nule. O tom
se snadno presvédéime, jeito jej dostaneme provedenim
soudinu soudti

¢ili

] m
2 Emu() - 2 mipa(e)

a kaidy z téchto souétd je roven nule, nebot je to prvni
moment kolem aritmetického prameéru.
Také zde plat{ obecné

2z +y+z+..)=0z) +0*(y) +0*@k) +... (67)

Podobné bychom odvodili )
o*(z — y) = o*(z) + a*(y)- (67)

Bernoulliiv problém se jevi jako nejjednodudsi zvldstni
piipad tvofeni sou¢tu. Vznikd, kdyZ se pravdépodobnosti
P (i), Po(Ye), P3(2j), ... vztahuji na alternativu, takfe se
hodnoty kaZdého znaku redukuji na dvé, jeZ oznaéfme 1, 0.
Potom je

n)=pl)=...=p p0)=p0)=...=¢
Pravdépodobnost, ¢ v nihodném vybéru bude z prvka
8 pozorovanym znakem ¢ je tdZ, jako pravdépodobnost, Ze
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soudet jednotek bude x a tedy podet nul r — z. Vysledky,
jez jsme nadli, odpovidaji pravé odvozenym vétém, nebot
bylo &(x) = rp, 6%(z) = rpg pro rozdéleni &etnosti P,(x).

Pro odekdvané hodnoty plati jeité daldi véty, které stadi
uvésti:

%) €)= a,

kde a je konstanta. Z toho divodu také
B) CE[E(2)] =E€(=),

¥) Caz) = a E(x).

Ocekdvand hodnota souéinu dvou néhodnych proménnych
na sobé nezdvislych se rovnd souéinu jejich oéekdvanych
hodnot. :

0) E(zy) = E(=) E(y).

Dvé nihodné proménné jsou na sobé nezdvislé, zistdva-li
rozdéleni Cetnosti jedné proménné stile totéz, at druhd
proménns nabyvé kterékoliv hodnoty. Rikd se také, Ze jsou
stochasticky nezdvislé.

Plati déle analogick4 véta jako (5) mezi obecnym druhym
momentem a druhym momentem kolem aritmetického pri-
méru ' .
€) E(z*) = (&) + [E(=)]%

(7,4) Zakon velkych &isel. Muzeme nyni odvoediti podle
Misesa daldi obecnou vétu, kterd zahrnuje jako zvladtni
piipady teorém Bernoulliiv i Poissonovo zobecnéni tvoiic
soucdst vét vyjadfujicich princip velkych éfsel.

Odvodili jsme si ofekdvanou hodnotu a rozptyl rozdéleni
pravdépodobnosti vzniklého tvofenim souéti ndhodnych
proménnych. Hledejme nyni tyto parametry nikoliv pro
soucet nshodnych proménnych, nybrz pro jejich primér.
Vyjdeme od r zikladnich souborti a vezmeme z kazdého
z nich jeden prvek; budeme na nich sledovati (pro jedno-
duchost) znak alternativni, ktery bude vyznaten 1 a 0.
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Celkovy soucet hodnot znaku bude tedy soudtem jedﬂotek
na pf. z. Budeme tvofit priméry tim, Ze souéty x délime
podtem prvkia r, tedy f= ;.'Pi*echod od pivodnich zai-
kladnich souborii k novému se znakem f oznaéujeme jako
tvoreni praméru.

Hleddme pravdépodobnost P,(f), e z r prvki bude z

prvki s pozorovanym znakem, takZe dostaneme z nich
‘pramér f. Tato pravdépodobnost priméru souvisi vztahem

P,(f) = Py(z) = Pylrf)
8 pravdépodobnosti P,(z) souttu z, jak j jsme jiZ konstatovali

(str. 98).
Prumér rozdéleni pravdépodobnosti P.(f) je

€N =3/ P =3 Py = =7 D (e
Rozptyl
2 _ 2 — r — G(x) > _
a2 (f) =2 (f — @M P(f) = O |——=) Pya)=
1 z r
o () (69)
— 22

Znaéi tedy prechod od P,(z) ku P,(f) sesunut{ isetek
(obr. 12) v pomeéru r: 1. PonévadZ pro r zédkladnich soubora
jsou otekdvané hodnoty &(z,), ..., €(z,) a tedy podle (66)
E(z) = C(z,) + €(2,) + ... + E(a,), bude vzhledem k (68)

@(/) _ 6(11) + @(xz) —+... + G(xr) )

r
Podobné miZeme psati vzhledem k (67) a (69) rozptyl
a2 (f) = o*(z)) +0%(2,) + ... + a’z(x,.).

/'-2
Zavedeme-li predpoklad, Ze rozptyly 6%(z;) téch jednotlivych
rozdéleni detnosti maji horni hranici o2, Ze tedy o?(%;) < o?
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pro ¢t =1,2,...,r pak z posledni rovnice plyne, Ze
e
2
@h= —
¢ili lim 62(f) = 0.

r—o
Rozptyl rozdéleni pravdépodobnosti P.(f) spéje s rostou-
cim r k nule privé jako v piipadé Bernoulliové. '
Pravdépodobnost, Ze f bude v mezich L z, kolem prumeru,
bude vymezena zase nerovninou
a?

P (G(f) — 2o, (1) +2z) 2 =1 —z_oz

¢ili _
r]-in:DPr (€(f) — 20, E(f) +20) = 1.
MuZeme tedy vyslovit vétu:

Pravdépodobnost, Ze priamér r velidin, z nichz ka?dd
podlébé néjakému libovolnému rozdéleni pravdépodobnosti,
le#{ v libovolné malém intervalu u své odekavané hodnoty,
je libovolné blizka 1, kdy% r je dosti velké. Pfedpokladem je,
%e rozptyly o%(z;) jednotlivych rozdéleni maji uréitou horni
hranici, nebo jejich souéet roste slabéji nez r2. Lze také Fici
struénéji: Pri velkém r je skoro jisto, Ze priamér é&isel, kterd
podléhaji néjakym r rozdélenim, bude ptibliZné roven své
otekdvané hodnoté.

(8,1) Odhad parametrd zikladniho souboru podle p¥i-
slufnyeh charakteristik vyb&rovyeh.

Dosud jsme se zabyvali hlavné otdzkou, co miZeme fici
o relativni éetnosti f pozorovaného znaku v ndhodnych vy-
bérech, znime-li jeho relativni etnost p v pifsluSném z4-
kladnim souboru, z ného% byly vzaty. Odvodili jsme velmi
uzZite¢né véty o rozptylu alternativniho znaku v ndhodnych
vybérech.

Pri statistické praksi vSak je castéji tfeba usuzovini
smérem’ obrdcenym. Ze znalosti charakteristiky v jednom

-
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nebo nékolika pozorovanych vybérech mime odhadnouti
neznsmou hodnotu pisludného parametru v zdkladnim sou-
boru. K tomu cili hleddme odpovéd hlavné na tyto éty¥i
typy otdzek: '

1. Jakd je pravdépodobnost uréité hodnoty neznimého
parametru?

2. Jaky je tudif rozptyl jeho hodnot?

3. Kterou hodnotu mame podle pozorovini uréitého na-
hodného vybéru povaZovati za nejblizii a tedy nejlepdi
hodnotu neznimého parametru?

4. Lze povaZovati dva nebo nékolik souborii za nidhodné
vybéry z téhoz zdkladniho souboru?

Statistikovym iikolem tedy je predeviim, udati na zdkladé
pozorovaného vybéru meze, v nichZ je nezndmy parametr
zdkladniho souboru, ¢ili stanoviti jeho rozptyl a najiti,
kterou hodnotu lze pro tento parametr poklddati za nej-
lepsi.

(8,2) Meze zakladni relativni &etnosti. Ponévadi se
v tomto oddilu zabyvédme jen znakem alternativnim, budeme
Tediti naznafené tikoly pro relativni éetnost f a ji odpovi-
dajici parametr p.

Refeni ném zase usnadni Laplaceiv integral, ktery uddva
pravdépodobnost «(t), Ze odchylka éetnosti  od priméru
z = rp bude v mezich + tg(z), éili s pravdépodobnost{

¢
x(t) = 2[4y (70)
V2n
0
plati nerovnosti

—toa@) S x—rp< Fto(x). (71)

Znamend to, %e v souboru, ktery mi za prvky viechny
kombinace 7 prvka z celkového poStu N, a m4 tedy rozsah

(1:7 ), existuje zcela uréité relativni éetnost takovych kombi-
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nacf, v nichz potet prvka s pozorovanym znakem se ne-
odchyluje od 7p vice neZ o ¢ o(x) dolit nebo nahoru. Uréitymi
nerovnostmi (71) je v daném souboru stanovena pravde-
podobnost (70); také obrdcené, predepifeme-li si uréitou
pravdépodobnost, (70) plynou z ni pfimo uréité nerovnosti
(71); Tyto nerovnosti miZeme psdti také v jiném tvaru, pfi-
éteme-li na kazdé strané rp

p—to(@) S x < rp +to(x)
nebo

D B p 12D 12)

—th</<p+ zl/f’q

Tim je tedy relativn{ éetnost 7 = f seviena do uréitych
mezi pii daném p, ¢, r, N, nebot smérodatnd odchylka o(x)

je bud V;pg, nebo rpq(l ——;r—), nevraci-li se pfi provadén{
vybéru prvky do zdkladnfho souboru koneéného rozsahu N.

Jedné se ném nyni o to, abychom odvodili pifpustné

meze, v nich% musf byti p pfi uréitém, daném ; =1

Dolni hranice (72) je _to® _ f—p a horni hranice
¢

+U—1(_x) = f—p. Jejich &tverec je tyZ, a dosadime-li

v ném za g(z) druhy obecnéjdi vyraz, mame
1 1
2 (1 — o) [— — —) = (f — p)2.
#p (1 p)(r N) (f—p)

To je rovnice druhého stupné pro p a jejim fefienim dostd-
vidme dva kofeny
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p—/+{t2(——1‘)(——— e

l//(l—/) . ———)2}={1+t2(7—}v)},

které tvoii horni a dolni mez pro p. Tento vysledek miZe
byti zjednoduSen predevsim tim, Ze klademe vyraz v déliteli

(73)

ptibliZné roven jedné, nebot' vzhledem k ¢ = ——E———_—
r
V’” (1 _N)
bude-
L1
1+t2(l_.l_)= 1+ _"—N_= 1 +_'?_
r N r r’pq
| - mfi—g)

2
a velidiny fidu ;— jsme pfi odvozovéni kiivky Gaussovy

zanedbdvali, takZe také zde miZeme zistati v obdobnych
mezich piibliZnosti.

Dostali jsme tak pro relativni ¢etnost v zdkladnim sou-
boru nerovnosti, jimiZz je seviena pfi znimé relativni det-
nosti vybérové f

o)

—te<p<f+ 22 (——l) (———ﬁ+ to,
—Vf“—” (G—5)+ _(7_F)2'

Je-li rozsah r tak velky, Ze sta¢i prihliZeti k veliéindm Fddu

(74)

kde

1
i a zanedbati veliéiny ré,du —, dostaneme pfibliZné ne-
r
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rovnosti

f—t]/fa—n L Dsesirifn-n(t-3)

(75)
a pro zdkladni soubor nekoneéného rozsahu N = oo éili
pro piipad vybéru s vracenim prvku

f—tl/’—”r_”gpgf+tl/’——‘lr_’3. (76)

Je zfejmo, Ze nerovnosti (76) jsou inversi nerovmost{ (72),
nebot p a } si vyménily misto. Nerovnosti (76) tedy uddvaji
hranice, v nichZ je seviena pravdépodobnost znaku p pii
dané relativni éetnosti f a uréité zvoleném ¢ s pravdépodob-
nosti «(t). Velky prakticky vyznam-této inverse je v tom,
ze dostdvdme i pfi nezndmém p dobré pfibliZeni pro a(t)
z tabulky Laplaceova integralu, nahradime-li p ve vyrazech
pro smérodatnou odchylku hodnotou f, kterou jsme stano-
vili z vybéru. PouZijeme pak zase véty Cournotovy, abychom
piedli od matematickych vysledki k zdvérim o skuteénosti.
Nejprve si stanovime uréitou nejmensf hranici pro pravdé-
podobnosti, na né% jeété chceme bréti zietel. Potom povaZu-
jeme hodnoty znaku nebo odchylky, jejichZ celkové pravdé-
podobnost je mensi, za ,,velmi ziidka se vyskytujici* nebo
»prakticky se nevyskytujici“. Tyto nejmensi hranice se
v literatufe nazyvajf také , fiducidlni meze*, nebo ,,interval
konfidence*‘. Rozhodneme se na piiklad, %Ze nebudeme pfi-
hliZeti k pravdépodobnostem 0,0027 == 1 — «(?); tato hra-
nice odpovidé hodnoté ¢ = 3. Tim fikdme, %e odchylky od
pruméru vétsf neZ 4 30, pozorujeme v nihodném vybéru
z dobfe promichaného zikladniho souboru ,,velmi ziidka“
nebo ,,prakticky nikdy“. Potom uréime pomoci této hod-
noty ¢ = 3 meze pro p v nerovnostech (74), (75) nebo (76).
Koneéné pak vyvodime zavér, ktery je obricenim Courno-
tovy formulace zdkona velkych éisel a odpovidd na otédzku,
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v jakych mezich je nezndmy parametr p takto: Pfihodi se
,,velmi zfidka‘‘ nebo ,,prakticky nikdy*, aby pravdépodob-
nost pozorovaného znaku byla vné uréenych hranic (pro
t = 3), byl-li vzat ndhodny vybér rozsahu r ze zdkladniho
souboru dobfe promichaného. Piedpokladem je, Ze r je tak
velké, %e uZiti Laplaceovy formule je pfipustné.

(8,3) PfibliZnd hodnota parametru p. Nyni mime déiti
odpovéd na druhou otdzku: Kterou pfiblizZnou hodnotu
mime nejlépe prijmouti pro parametr p. Obyéejné se po-
vazuje za nejlepsi ptibliZnou hodnotu pro p relativni Get-
nost f nejéastéji pozorovand, t. j. ta, kterd md v zdkladnim
souboru nejvétsi relativni éetnost, nebo primér viech hod-
not f, které se vyskytuji. Obé cesty, o nichZ se bliZe zminfme
a% v druhém dile, vedou zde k témuZ vysledku, Ze za nej-
lep&i pfibliznou hodnotu parametru p bereme pozorovanou
relativni detnost f. Trochu jiny vysledek dostaneme, kdy%
vyjdeme od nerovmost{ (74), nebot tam vidime, Ze se od-
chylky nepoéitaji od f nybrz od

1 1 1
2 — — — — ==
refz =) ()
coZ nds muZe vésti k hodnoté opravené druhym é&lenem,
ktery vymiz{ pro f = } a je tim vétsf, éim je f vzdilenséjsi

od % a éim je vét3f L. Tato oprava posunuje vidy pfibliZznou
hodnotu f bliZe k 4. MiZeme si uvésti pro N = oo nékolik

¢éisel pro ilustraci. Pro r =100, ¢t = VlO dost4vdme pn
pozorovaném f

0,10 020 0,30 0,40 0,50 0,60 070 0,80 0,90
opravenou pribliZznou hodnotu pro parametr p
014 023 032 041 0550 059 068 0,77 0,86.

Tfeba%e nemii¥eme stanoviti jednoznaéné pribliznou hod-
notu pro p, ponévadz stoji v cesté obtffe vyplyvajici z po-
vahy problému, piece je opravdovym tspéchem matema-
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tické teorie, Ze muZeme dosfci za uréitych podminek velmi
cennych odhadd parametru tim, Ze lze zkoumati a od-
hadnouti rozptyl resp. smeérodatnou odchylku hodnot,
z nichZ jsme jednu zjistili ndhodnym vybérem.

Otekdvans hodnota &(f) relativni detnosti f = %, kterd

je primérem jejich hodnot, zjiténych ve viech moZnych
vybérech rozsahu r je rovna pfisluSnému parametru p v zé-
kladnim souboru. Jako pfibliZnou jeho hodnotu dostdvdme

x
relativni Getnost — Z pozorovaného nihodného vybéru,

kterd je mu tim bliz3f, ¢im je r vétdi. Potfebujeme tedy vy-
jadFit ofekdvanou hodnotu rozptylu §(o2) pomoci pozoro-
vanych hodnot pfibliZnych. Vime jiz (str. 69), Ze odekdvand

hodnota rozptylu relativnich detnosti je %q, jakoto hod-

nota rozptylu v zikladnim souboru. Znime v3ak pro p a ¢
jen pfibliZné hodnoty f a 1 — f. NemiZeme vziti za pri-

bliznou hodnotu rozptylu jednoduse %f(l —f), kterd by

vyplyvala, kdybychom kladli za p pfibliznou hodnotu f.
O tom se presvédéime, kdyZ si vypoditdme, jakd by byla

otekdvana hodnota soudinu ; 1 —; daného vysledkem
pozorovani. Stanovime tedy otekdvanou hodnotu vyrazu
xr 22 =z x . x o
—— == —[1——] Ocekdvané hodnota — je p; oleka-
r 7 r r r

. a* | . Pq
vand hodnota T Je podle véty (y) rovna " -+ p%, nebot

druhy moment kolem priméru je %q a Ctverec obekdvaného

priméru, ktery je totofny s primérem v zikladnim souboru
je p*
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Bude tudiz celkova otekdvanid hodnota uvaiovaného sou-

¢inu podle (66)
1
p—%—zﬁ=p(l—p)—¥=m(l——)

r

a je odli¥nd od souéinu pg. Kdybychom pﬁjali%(l —%)

za piibliZnou hodnotu ofekdvané hodnoty pg, dopoustéli
bychom se tedy jednak chyby systematické, jez se jevi

r—1 , jednak druhé chyby v tom, Ze existyje

v souéiniteli "

odchylka mezi zvlitni pozorovanou hodnotou; nihodné

proménné a jeji otekdvanou hodnotou p. Systemaiickou
chybu miZeme opravit tim, %e vezmeme za pfibliZnou hod-

notu ; r,l —;_x—(l —;), nebot jeji ofekdvani hodnota je
pak pravé pg. Z toho tedy vyplyva, fe
li(l _i) _r—lp (1)
rr r r r

Dali otédzkou, kdy lze povaZovati dva nebo vice soubori za
ndhodné vybéry z téhoZ zékladniho souboru, budeme se
zabyvati v druhém dile. Zde se omezime jen na konvenci,
které se ujala dnes ve statistice. Dostaneme-li pro jednu
charakteristiku, v naSem piipadé pro relativni detnost ze
dvou ruznych vybéri hodnoty f, a f,, povaZujeme souhlas
mezi nimi za dobry, kdyZz rozdil |f, —/,| je mensi neZ
smérodatnd odchylka této diference podle (67') tedy
Va;,z + 012, aza uspokojivy, je-li mensf neZ dvojndsobek,
nékdy i trojndsobek jeho smérodatné odchylky.

Presahuje-li rozdil trojnisobek smérodatné odchylky, ne-
povatuje se souhlas za uspokojivy a& vznikd domnénka, Ze
Ize najiti vysvétleni této odchylky zvldstni pficinou, nikoliv
ndhodnym vybérem.
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(8,4) Pearsonovo kriterium 2. Podle vysledkd, jeZ jsme
dosud odvodili, miZeme stanovit meze, v nichZ je relativni
éetnost v zdkladnim souboru p seviena, zvolime.li si za
pipustny interval odchylek délku 4 3¢,. Tak pro tabulku 1.
nadeho pifkladu (str. 29) mame pro hodnotu ttidniho znaku
¢y = 75 relativni etnost f; = 0,141, takZe smérodatnd od-
chylka oy = 0,021 a tudiz meze jsou f; - 0,063. Tak si
muiZeme vypoditati meze pro parametr p; kaidé tiidy
z pozorovaného rozdéleni éetnosti.

Klademe si viak dile otdzku, jak bychom vystihli, do
jaké miry se liS{ rozdélen{ pozorovaného souboru jako celek
od zékladniho souboru, nikoliv jak se lisf jednotlivé ¢etnosti
od pHsluinych parametri. V odpovéd na to sestrojil
K. Pearson t. zv. kriterium y2.

V zikladnim souboru jsou statistické pravdépodobnosti
hodnot znaku kvantitativntho resp. t¥idnich hodnot znaku
Py Dgy -+ - P1- VYbér rozsahu r, ktery by mél tytéz relativni
cetnosti, by vykazoval tfidni ¢etnosti », = rp,, ...,y = rpp.
Tyto detnosti porovndvdme s pozorovanymi rf; tak, Ze
tvorime jejich rozdily; étverce rozdili pak vyjadiime v po-
méru k teoretickym éetnostem »; a se¢teme. Tak dostaneme
vyraz .

o5 Ch—rp 7
i=1 TP

Viechny &tverce rozdili se séitaji a je zfejmo, Ze &fm jsou
rozdily obojich Setnosti v&tsi, tim je véta{ y2; jsou-li obé roz-
délent shodn4, je 2 = 0. Uvedeny vyraz miZeme také psdti

v tvaru

_Um—w_(‘m )

D Py
nebot

2 l f -

2: ——2f§+p) 21;:—'_—21- +r,
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vzhiedem k tomu, Ze

! 1
2h=2p=1
i=1 i=1

Vidime, %e je to charakteristika, vztahujici se k uréitému
vybéru rozsahu », kterd ndm poddvd zhufténou informaci
o tom, jak se tento viybér v celku lif{ svym rozdélenim cet-
nosti od odekdvaného. Pro kaidy vybér bychom dostali

pravdépodobné jinou hodnotu, tak¥e ze viech l;’) hodnot

bude utvofeno rozdéleni cetnosti této charakteristiky.
K tomuto rozdéleni cetnost! se utvofi souétovd kfivka
Fy(x*) integraci obdobné jako jsme dostali Laplaceiv
integrél (53) nebo (50), kterd vSak zdvisi jeSté na druhé
veliéing I — 1, kde I je potet tFid.

Z nf se tedy dovime, jak4 je pravdépodobnost, Ze pfi uréi-
tém 7 a danych hodnotdch p; dostaneme vétsi hodnotu pro
%%, ne% je pozorovani. Je to tedy pravdépodobnost, s ni%
miZeme otekdvati horsi souhlas s teoretickym rozdélenim,
neZ je pozorovany.

Piesvédéime se, jak vystihuje v piikladu 3. str. 97 teore-
tické rozdéleni éetnosti pomoci dvou éleni fady Poisson-
Charlierovy rozdéleni pozorované tfm, Ze vypotitdme cha-
rakteristiku 2.

— rp:)2

o oomo rpi [m—rpi] (s —rpe)? %
5 133 1352 2,2 4,84 0,04
6 55 51,2 3.8 . 14,44 0,28
7 28 225 0,5 0,25 0,01
8 7 96 2,6 6,76 0,70
9 2 28 08 0,64 0,23
0 2 07 1,3 1,69 241
z 222 2220 3,67
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Vidime, Ze y% = 3,67 a podle pifsludné tabulky Elderto-
novy mu odpovidd pro I —1=175 Fy(y%) = 0,60, coZ je
pravdépodobnost, %e dostaneme v ndhodnych vybérech
vétsi hodnoty x2, ne% je pozorovani; bylo by to tedy pti-
blizné v 60 piipadech ze 100. Takové vystiZeni neni pifli§
dobré. OvSem v tomto pfipadé se uplatiuje pfili§ vliv
poslednich dvou mélo obsazenych tiid; pifsluind éisla rpg
ve jmenovateli pak pili§ zvySuji hodnotu #2, jak vidime na
posledni tiidé a neni to tedy jen vlivem rozdili. Proto
a také z divodi spotivajicich v odvozeni, jez predpoklida,
%e odchylky od ofekdvanych éetnosti vyhovuji normdlnf
kiivce, se obytejné krajni tfidy madlo obsazené spojuji
dohromady, aby detnost byla aspoi 5.

Spojime-li tedy posledni dvé tfidy, bude pak »?= 1,1
a jemu odpovidd pro I — 1 = 4 pravdépodobnost Fy(y?) =
= 0,78. Z toho miZeme usuzovati, Ze bychom dostali pfi-
bliZzné v 78 pi{padech ndhodnych vybéra ze sta fadu pozoro-
vanych éetnosti, jeZ ddva skupinu odchylek od teoretického
rozdéleni tedy 2, jeZ je méné pravdépodobné neZ pozoro-
vané; méli bychom tedy odekdvati zhruba v kaZdém stu
nshodnych vybéra 78krat horsf souhlas s teoretickym, neZ
je pozorovany, vyjidfeny charakteristikou y2= 1,1.

(8,5) Ptiklady. 1. Rodni mfra timrtnosti 60letych osob byla
v ndjakém rozsdhlém souboru zji§téna a uvedena v tabulce
amrtnosti gg, = 0,0287. Jakd je pravd§podobnost ndhodné od-
chylky mensi neZ + z, = 0,01 roéni miry pozorované v souboru

rozsahu » = 2500 a mensi neZ 4 z, = 0,006 v souboru rozsahu
r = 10 000.

Tuto pravd&podobnost udavé Laplaceﬁv integrél, jehoZ horni

mez urdime ze vztahu y, = z, 2_ =z, 2_f(Tr——f)’ kde bude

z, = 0,01, » = 2500, f = 0,0287, 1 — f = 0,9713. Tak dosté-
viame y, = 1,339 a tedy ¢(‘y,,) = 0,997 a stejnou hodnotu
méme v druhém piipads.

2. Mezi 1369 671 narozenymi chlapci bylo 58 744 mrtv®
narozenych a mezi 1 285 086 déviaty 44 224 mrtv® narozenych.
Vypodéitejte podle pohlavi procento mrtv® narozenych, které je
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primérem za nékolik let, z nichZ jsou tato &isla thrnem uddna,
pak rozdil obou procent a jejich rozptyl. Jaké jsou zavéry
z t&chto &isel? _
Mrtv® narozenych mezi chlapcei bylo 4,3209,, rozptyl je 0,0179,
2 » 133 déVéaty ” 3’44l%l ” ” 0’016%
Rozdil téchto procent je 0,879%, » 0,0239%,.
Mezi chlapei a dévéaty je skutednd rozdil v embryonalni imrt-
nosti, coz se potvrzuje také rozsdhlejSim jinym statistickym
materidlem.
3. Pravidelné zkouSky obsahu popela v uhli (Pearson) daly
primér z = 16,999, a smérodatnou odchylku ¢, = 2,66%,.

Kolik vagoni z dodévky 250 vagoni bude miti obsah popela
mezi 12 a 209,? Meze zkoumaného intervalu, vyjédiené ve

smérodatné prom&nné budou #, = W = — 1,88 dolni
a ty = W = + 1,13 horni. Plocha kfivky Laplace-

Gaussovy mezi pofadnicemi pFisluSnymi tdmto mezim je
47,00 + 37,18 = 84,18 procent. Bylo by podle toho 250 x
X 0,8418 = 210 vagonit s udanym obsahem popela; skutetn&
jich bylo 211. .

4. Znazornime-li si graficky, jaké procento impregnovanych
drevénych sloupt, zasazenych do suché pudy uhnivé v jednotli-
vych letech, dostaneme p¥ibliZng norméaln{ kfivku. Sestrojime-li
si k nf soudtovou kfivku, bude to kfivka %ivota t&chto sloupi.
Srovnej s obr. 15. Pomoci ni snadno vidime poloas — t. j.
dobu, kdy uhnila polovi¢ka sloupii, vedeme-li rovnob&Znou

usetku s osou rokd, ve vydi 509, je potom z = 12 roki;
podobnd &as &tvrtinovy z; = 10,5 jakoZ i minimiln{ Zivot, t. j.

&as, kdy uhnije prvni sloup z fady soudasng postavenych x, = 6
a maximdlni z; = 18, kdy uhnily vSechny.

5. Pfi tfid¥ni cihel bylo zji§téno za cely rok 709, cihel
1. jakosti. PFi poslednim vyvéZeni z pece bylo v 10 000 kusech
jen 689, 1. jakosti. Lze povaZovati tuto odchylku za nahodilou?
Relativni getnost f = 0,7, 1 —f = 0,3 tedy

oy = J/0,7 x 0,3: 10 000 = 0,0046.

Vzhledem k tomu, %e odchylka 29, pfekrafuje znaén& interval
+ 3oy = 1,389, ktery za normélnich podminek kiivky Laplace-
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Gaussovy je prekroéen s pravdépodobnosti 0,0027, nepovaZuje
se v praksi za odchylku nahodilou.

6. Ve skldrnd se zjisti, ¥e automat na vyrobu lahvi dal pk
ptejimaci zkousice 29, vadnych lahvi ze 4000 kusi udé&lanych
pii zkouSce. Jaké bude asi mezni procento vyméta pfi plynulé
vyrobd? Vezmeme tedy ze pfibliZnou hodnotu oekdvané hod-
noty f = 0,98, 1 — f = 0,02, tak¥e

oy = /0,02 X 0,98 : 4000 = 0,223 procent,
tak¥e mez pro vyméty je pravdspodobnd 2 4 3 X 0,223 = 2,7

procent.

7. Urdité kiiZeni hrachu dalo 5321 Zlutych a 1804 zelend
zrnka. Podle hypotesy Mendelovy je ofekdvany polet zelenych
zrnek 269,. Lze povaZovati tuto odchylku od ofekidvané hod-
noty za vzniklou jen ndhodnym vyb&rem?

Odchylke pozorovaného vysledku od olekdvaného je & = 23.
Smérodatné odchylka o, = /0,25 x 0,76 x 7126 = 36,6. Po-
ndvad% odchylka & je jen asi 0,60;, mohla vzniknouti zcela
dobfe jen ndhodnym vybérem.

8. Za viceleté obdobf se objevil ve statistice détskych sebe-
vraZd roéni prameér z = 1,96. MiZeme uvésti jako piiklad po-
uZiti Poissonovy exponentiely tento jev & nepotiebujeme znéti
explicitnd r a p. Tak dostaneme pravdépodobnost, Ze se v jed-
nom roce nevyskytne ani jedna sebevraZda, pek Ze se vyskytne
v jednom roce jedna, dvs, atd. Z rovnice (54) dostdvéme
v(0) = 0,141, (1) = 0,276, p(2) = 0,271 ¢(3) = 0,177, y(4) =
= 0,087. Soudet t&chto pravddpodobnosti je 0,952, takZe na
viiechny ostatnf dohromady zbyvé 4,89, coZ je pravddpodob-
nost vice ne% ¢tyf piipada d&tskych sebevraZd v roce. Nejvstsi
pravd®podobnosti maji pfipady £ =1 a z = 2, mezi nimi¥
leZi priimér, a to blife k z = 2 hlavns v dusledku toho, Ze (3)
je vStdi neZ (0).

(9,1) Lexisova teorie. Vdimli jsme si, ¥¢ pro teorém
Bernoulliiv a teorii s nim souvisejici aZ na zobecnéni
Poissonovo je podstatnym znakem, %e pravdépodobnost p,
kterd je podkladem relativnich Getnosti ziskanych pozoro-
vénim, je konstantni. Pozorované statistické soubory byvaji
sloZeny z prvkdu mnohotvirnéjéich a sloZitéjich neZ odpo-
vidé schematu Bernoulliovu. Zekladatelé matematické statis-
tiky, i Laplace, povaZovali totoZnost pozorované statistické
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fady s fadou Bernoulliovou za samoziejmou. Teprve Lexis
ukézal nepostaditelnost dosavadnich ivah & podal jasnéjsi
pohled na povahu statistickych fad. PouZivani smérodatné
odchylky (40) pro rozbor pozorovanych tad diva piflis
hrubé vysledky, které jsou tim vzddlenéjsi od skutecnosti,
¢im jeji podklad se vice liSf od podkladu typické binomické
fady. Kolisdni numerickych hodnot pozorovaného znaku na
prveich souboru se nefid{ jednoduchymi zékony jako schema
Bernoulliovo, pisobi-li na statisticky studovany jev ruSivée
vnéjsi vlivy, a proto potiebujeme miru k hodnoceni zjisté-
nych rozdili. Tuto miru ddvd Lexisova teorie fad. Lexis
a soutasné Dormoy, formuloval otdzku, jak uréit miry
podobnosti nebo rozdflu ‘mezi strukturou statistické rady
pozorované a piislufné binomické.

Tomuto uréeni slou?{ srovndvani{ rozptyla resp. smérodat-
nych odchylek fad, s nimiZ se potkdva statistickd prakse;
k nému u#{vé Lexisova teorie tff typa statistickych fad jako
norem. Metoda rozboru pak spoéivd v tom, Ze pozorovany
soubor se rozloZzi na éistedné soubory, v nichi by mohly
byti zkoumdny zmény relativni &etnosti znaku. Hledisko
pro odvozeni téchto édsteénych soubord neni déno jen
vieobecnymi zdsadami, nybri uplatnénim statistikovych
zkuSenost{ a znalost{ védntho oboru, do néhoZ spad4 studium
pozorovaného souboru, jako% i podrobné znalosti pivedniho
materidlu a jeho prameni. K objeveni a vysvétleni podstat-
nych zmén lze pak proniknouti pfedevsim statistickym
uménim, které poméhd zvoliti vhodny védecky postup.
Tyto vSeobecné +ivahy dédle objasnime na pozorovaném
materidlu. Nyni se sezndmime s uvedenymi tfemi typy fad,
odpovidajicimi jednoduchym schematim ndhodnych her.
Srovnivinim s nimi je osvétlovdna ndhodnd strénka ve
statistickém dénf.

1. S prvnim typem fad jsme se jiZ sezndmili. Je pied-
stavovan fadou, jejiZ zdkladni pravdépodobnost p vyskytu
pozorovaného znaku je konstantni a nazyvd se Fadou
Bernoulliovou. Jeji oéekdvand hodnota primeéru podle (38)
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je G(z) = rp a obekivand hodnota smérodatné odchylky
(40) teoretického rozdéleni &etnostf{ byla odvozena ve vy-
razu o(z) = (rpg)}; ofekivani hodnota smérodatné od-
chylky piisluSného rozdélenf relativnich &etnosti je dina

i
vyTazem (%q—) a otekdvand hodnota primeéru je p.
UvaZme nyni, e nezndme hodnotu pravdépodobnosti p,
nybr# jen pozorované hodnoty relativnich éetnosti f; = ;‘

z n vybéri rozsahu r prvkd.

Musime pak vziti za pribliZnou hodnotu parametru p
zlomek, ktery je primérem pozorovanych hodnot f;

— 1 1
f=-‘n—(/1 +fot--- ‘|"/n)=r_ﬂl‘(1'1 + x4+ ...+ xa)

a za této hypotésy je obekivans hodnota E(f) = p a také
otekivand hodnota kazdé jednotlivé relativni é&etnosti
G(f;) = p. Déle olekidvand hodnota

(i —pr =2, (78)

nebot je to primér étvercu odchylek relativnich éetnostf
z vybéru rozsahu r od jejich priméru, éili rozptyl vyjaddieny
pomoci hodnot zdkladnifho souboru.
Dile je
_ 1 n 2 pq
—_ S — s — — 22
Cf—pr=—3 c‘r:[g (fs p)] = (19
vzhledem k tomu, Ze

F—p=r =P +la—P) + -+ — D] =

1 n
=—2(i—p) (80)

ni=1
a obekdvané hodnoty souéini E(f; —p) (f; — p), kde i k4
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jsou rovny nule, jeZto obekdvand hodnota kazdého &initele
se rovng nule. Zbyva tedy n &tverci a oéekdvand hodnote

ka%dého z nich je podle (78) rovna qu Z toho je patrno,
Ze kaZd4 relativni éetnost f; je pribliZnou hodnotou s roz-
ptylem . p_q_ a jejich pramér f je pnbhinou hodnotou, kterd,
je bhiéi ve smyslu teorie pra.vdepodobnostl 8 mendim roz-

pg. 1
ptylem el

Statistickdé fada pozorovanych relativnich Cetnosti md
tedy projevovat rozptyl —pri kolem hodnoty zdkladntho

souboru p.

Znéme viak jen pribliznou hodnotu f parametru p, tak¥e
musime zkoumati rozptyl pozorovanych relativnich etnosti
/s kolem jejich priméru f;; pfi tom musime miti na paméti,
Ze budou hrdti svoji roli uvedené jiz dvé odchylky (str. 115).

Abychom stanovili oéekdvanou hodnotu tohoto rozptylu,
vypotitime si nejprve olekdvanou hodnotu &tverci od-
chylek od prfibliZného priméru f, takZe

Cfi—Nt=Clfi—p)— f—p)=
P P oG (T
==+ —26(—n) (—»)

nebot oc¢ekivané hodnoty étverci znéme podle rovnic (78)
a (79) a otekdvanou hodnotu posledntho souéinu stanovime
za predpokladu, %e vybéry jsou na sobé nezivislé, tekZe
dosadime-li tam z rovnice (80) vidime, %e n — 1 ofekdva-
nych hodnot souéinii, kde 7 = j, je rovno nule a zastivé

1
jediny — (f; — p)?, jeho? otekévans hodnota je 7-?7%'
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Je tedy ‘
)2 — n _i .
€h—fr =2 (1—
Ponévad? rozptyl fady empirickych hodnot kolem jejich
1< —
priméru je — > (i — /), bude -také
=1

1S, m_M 1),
G7gm—m—70—7) (81)

Vzhledem k (78) je zfejmé 2} otekdvanou hodnotou pri-

méru &tverci odchylek pozorovanych relativnich &etnosti
od p.

1< P
- EPAC R
¢ " igl(f i— D) ’

Tojerozptyl fady Bernoulliovy, ktery budeme oznatovat oz

Pro piibliZnou hodnotu op? tedy staéf vzhledem k rovnici
(81) briti vyraz

1 n _

Z (l i f )21

n— 11'=1

jehoZ olekdvand hodnota je privé op?.
Méme tudiz dva vyrazy pro pfibliZnou hodnotu rozptylu

op?. Jednak tvofime t. zv. hodnotu potitanou fA—1) ;— h

jednak t. zv. hodnotu méfenou o2 Za predpokladu stélého
gloZeni v zdkladnim souboru a nezdvislosti prvkia nihodné
vybiranych, mohou se tyto dvé hodnoty mdlo lifit, takze
jejich podil (nebo jeho odmocnina)

2 O

Q p

musi byti blizky jednotce. Rikime pak, Ze statistickd fada

— Uf’,
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mé normélni rozptyl, je-li @ = 1. Pozorovéni je pak repre-
sentovéno schematem Bernoulliovym, jestliZe seskupeni re-
lativnich Setnosti f; kolem jejich priméru f odpovid4 bino-
mickému rozdéleni.

MiZeme jej také vyjddiit podrobnéji
[0=D_ g n =110 (g

r )

1 3 —
@@= migl(fi—f)z :
kde

n

Z -—f)’

2 —

Gy* = n

2. Druhy typ si pfibliZime pfedstavou n zalidnénych
‘okresli, v nichi pozorujeme tmrtnost z-letych (na pi.
30letych) mu¥i; tato pravdépodobnost je v katdém okresu
jind, ale konstantni. Pripad si znizornime modelem, se-
strojenym z n osudi O,, O,, ..., O,. Stild pravdépodobnost
vytaZeni ¢erné kulitky z osudi O, budiz p,, ..., a z O, budiZ p,.

T

O | P-4
Oy | P2 Py ---Dq

On | Pn Dn.. - Pn
Z kaZdého osudi vytéhneme 7 kulidek; otekdvany prumér
pottu éernych kuliek z i-tého osudi je tedy rp;. Oznatme
Pt P + «+ P

pramér pravdépodobnosti p =

Vezmeme-li z ka?dého osudf né.hodny vybér r kulitek,
bude celkovy olekdvany primér podtu &ernych kulidek
mezi nr vytafenymi rp, +7py + ... + 7pn = nrp.

JestliZe je nrp olekdvany primér poétu dernych kulicek
v ur tazich, je rp ofekdvany prumér v r tazich, jeZ uéinime
vidy z jednoho osudf{ nihodné vybraného. Tato hodnota
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otekdvaného priméru je totoZnd s oekdvanym primérem
podtu éernych kuliek ve vybérech r kuliéek fady Bernoul-
liovy s konstantni pravdépodabnosti p.

UvaZujme nyni, jak velky bude rozptyl. Rozptyl ve vy-
béru r kuliek z osudi O;, kde pravdépodobnost Serné je pi,
je ddn vyrazem rpig;. Je to prumér étverci odchylek od
pruméru vybérového z osudi O;, jenZ je rp;. Hleddme viak
primérnou &tvercovou odchylku od hodnoty rp misto od
vybérového priméru rp;. Chceme tedy stanovit obecny
druhy moment kolem poédtku v rp, ktery se podle rovnice (5)
rovnd drubému momentu kolem aritmetického priméru
zvétSenému o Ctverec rozdflu mezi primérem a zvolenym
potitkem. Je tudiZ dén vyrazem rpyg; -+ (rpi — rp):.

Kdybychom vzali z jednoho osudi O; takovych ndhod-
nych vybéri na pi. N, byl by oviem ofekdvany primeér
souctu étverci odchylek od rp vétdi N-krit, tedy

Nrpgi + N7*(pi — p)*. (83)
Utvolime soudet vyrazi (83) pro viechna osudi, pak do-
staneme

Nr _Zlmq; + N T”ZI(IR —p)3 (84)

cot je obekdvany prumeér souétu étverci odchylek od rp
pro n osudi, z kaZdého z nichZ jsme vzali N mi.hod.nych
vybéra rozsahu r kuliéek.

Celkem méme Nz vybéri a ponévadZ hleddme primérnou
étvercovou odchylku od hodnoty rp, pripadajicf na jeden
vybér, kterou oznadéime Sr2, musime déliti jejich pottem
posledni vyraz (84), ¢imZ dostaneme

r < r2 &
Sit= — D pigi + — 2. (pi— p)*.
ni=1 ni=1

Soudet v prvaim ¢lenu na pravé strané rovnice viak
miiZeme upraviti poloZfme-li p; = p + (p; — p), & vzhledem
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k pi +¢=1 tedy ¢i= q— (pi — p). Potom soudin
Pigi = pg — (pi —P) (P — @) — (i — P)*
a soucet jejich
- n n
2. pigs = npg — 2 (B — P, (85)
t= i=
jeZto
n
(»— q)Zl(pe —p)=0,
j=
vzhledem k tomu, Ze
n
2 (pi—p) =0,
i=1
nebot

. P+ P+ .- + Pn=np.
Na zékladé (85) bude tedy

82 =

i — p). (86)

Oznaéime-li Sp? rozptyl vybéru o rozsahu r z hypotetic-
kého souboru spoéivajictho na schematu Bernoulliové
s konstantni pravdé podobnosti p, kterd se rovnéd pru-
méru danych pravdepodobnosti Prt+Pet- + P mi-
Zeme posledni rovnici psaitl

812 = St + 7 i — p)?

a vidime, Ze rozptyl Lexisovy fady je vétsf neZ fady Bernoul-
liovy, spodivajiei na pravdépodobnosti p.

Pifsluiny vyraz pro Lexisovy fady relativnich éetnosti
dostaneme délenfm pravé strany rovnice (86) étvercem roz-
sahu vybéru 72, takZe potom .

' 1

1__
ot=opg® + Z (pi — p)%
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pro velkd r pak se uZfva pfibliZné

’ v 1 <
or't=05"® + 7,21 (ps — p)? (87)
a piSeme-li
1 n
72:1(1%‘ — p)* = op?,
bude

o = og® + o (88)

Druhy ¢len na pravé strané této rovnice se ¢asto nazyvé
podstatnou komponentou kolisdni. Jiny zpisob vy-
kladu podévé analysa rozptylu, o nf¥ pojedndme pozdéji.

Pii pozorovanych statistickych faddch bude tedy sméro-
datnd odchylka vétdi neZ smérodatnd odchylka vypoétend
z prumérné relativn{ Getnosti znaku, kterd vystihuje n4-
hodné kolisini bez vlivii rusivych.

Schema osudi s riznym slofenim nidm tedy zobrazilo
rozptyl fad, ktery se tim vice lifi od normélniho, &im se
zékladn{ pravdépodobnosti téchto osudi od sebe vice lisi.

Rozptyl o2 viak nemiZeme podle rovnice (87) poditati,
jeito nezndéme pravé hodnoty p; resp. p, které se v ni vy-
skytuji a musime uZiti pfiblizné hodnoty rozptylu

kid —
2 (f—fr
p=
n
Stanovme tedy ]e]i otekidvanou hodnotu.

Priméru p = —Zp. odpovidd empiricky stanoveny

Ni=1
prumér f= ;Zf.-. Zavedeme si k FeSeni naseho tkolu
i=1
identitu : ~
ti—f=(li—p) + (i —p) — (f—»),
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‘tak¥e jeji dtverec bude
(h—Hr=i—pP +@m—p +(f—p2 +
+2(fi—pi) (2 —p) —2(fi —p) (f —P) —
—2(pi—p) (f —p)-

Abychom stanovili odekdvanou hodnotu &(f; — f)? uvédo-
mime si, Ze

€)= pi, €fi—p) =0, €)= p, &f —p) =0,
podle rovnice (78) je

€ — pir = B2
- 1<
Ponévads f —p = ;ZI (fi — 24, je dile
i<

— 1 »
Clfi—p) (f —p) = @[— (fi—m) Z (fi— ps)] =
= G:—‘— (i—m)?= P; q‘

nebot’ odekdvans hodnota ostatnich n — 1 élen, v nich% se
indexy lifi, se rovnd nule.

Ef—pr= 65[2 (f— pa)] =

[GZ(/:—Pt)z +2¢ 2 (fi — ) (/I_P/)]

i=1,j=1
kde ¢ % j ; éleny, kde by bylo ¢ = 4, se v tomto druhém
soudtu nevyskytuji.
Ocekdvand hodnota jednotlivych éleni v druhém souctu
ge rovni nule a fedy i celého souétu, takie

G(f—pr= o @‘Zl(/i —p)t= 1% Z
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Muzeme tudiZz psiti celkem

€ — 17 =BL4 i—pr + ZM‘ 2BR

Zmu n
CEZU.—/)’— +Z(p.—p)=
n_zpeqe 221’-%

i=1 i=1 _
+;i r  m
Piqi n
_rn—10
=—0 ;T t_Z:I(Pi—ﬁ’)z-

Tento vysledek jesté miZeme upraviti, pfSeme-li p; =

= p + (pi — p), take potom ¢; = g — (p; — Pp), & soucet
je jako na str. 127.

iglm":nm—@—q);l(pc—?) Z(p. PR,

jetto prostfedni len se rovné nule, bude

n
2. Pids = npg — noy?
a konetny vysledek tedy je

— lpq nir—1)+1
€ ng:(l—f)2 — ot %%

a pri dostatetné velkém 7 se uzivé obydejné vyrazu

G(O’y = »—1

B o (89)
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Jsou-li véechny pravdépodobnosti v zékladnim souboru
gobd rovny p, = p,= ... = Py = P, pak je 0,2 =0 a do-
stdvdme jiz zndmy vysledek

y_"—1m
C(o?) o

Obé hodnoty smérodatnych odchylek se srovndvajf utvo-
fenim podflu. Oznaéme o; smérodatnou odchylku fady
relativnich &etnosti pozorovanych ve studovaném souboru.
Za predpokladu konstantni pravdépodobnosti p je pro pi-
sludné rozdéleni Bernoulliovo t. zv. teoretickd hodnote smé-

Pq 3
rodatné odchylky og= (T) .

Podil L = :—’ se nazyvé Lexisiv pomér nebo koeficient.
’ B

Také se nazyvd v teoreticko-statistické literature koefi-
cient divergence (podle Dormoye). Misto smérodatnych
odchylek rozdéleni relativmich detnost{ bychom mohli po-
uZiti smérodatnych odchylek rozdélenf absolutnich éetnostf,
nebot!

o, = roy a také Sp= rop.

Lexisiv pomér je tfm vétsf, ¢fm se vice odchyluje (diver-
guje) statisticky zkoumany jev od dénf nihodného.

Riké se, Yo fada pozorovanych relativnich Setnost{ mé
rozptyl normélni, je-i L =1, nadnormélni (super-
normélni), jeiL>1a podnormélnf (subnormélnfi),
jeli L< 1. |

Vzhledem k (89) musime tedy pii zkoumdnf rozptylu
n—1 pg,

r

pri demZ za qu musfme vzfti pfibliZnou hodnotu 1C r—/)'

grovnivati empirickou hodnotu ¢2 s vyrazem
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Lexisiv koeficient pak bude

Q2'=1 _l_n(r—l)—}—lapa:n—lﬂ

bl
nr n T

(90)
nebo piibliZné

Q2=1+u,,2:n;1%- (91)

Méme tedy v koeficientu divergence dilezity prostfedek
k Feenf nejvyznamnéji vlohy statistiky, spodivajicf v zjiste-
nf, zda miZeme souditi na pfitomnost zmén v zikladnich
podminkéch vyskytu znaku nebo na stéle stejné, tedy kon-
stantni, plisobeni a sloZen{ zdkladnich podminek.

Nen{ sice absolutnim kriteriem, ale dobrym voditkem
k posouzen{ kolisan{ vyskytu znaku, jak u hromadnych jevii
fysikdlnich, tak sociglnich.

V praktické statistice se velmi casto vyskytuji fady, které
daleko piesahuji miru ofekdvaného rozptylu. Za piiklad si
zvolime statistiku dmrti s nadnorméilnim rozptylem, jejiz
rozbor provedeme podle Misesa k objasnéni uvedené teorie.

Ve stété se 45 miliony obyvateli byla na pf. cifra Gmrt-
nosti obyvatelstva, t. j. podet umrt{ pripadajici na 1000 oby-
vateld v desitiletém obdobf, v ném% stejnomeérnost Zivotni
trovné nebyla rufena néjakymi pozoruhodnymi vnéjsfmi
jevy, zaznamendna v téchto promilech 28,0, 27,8, 27,2,
21,5, 26,9, 27,2, 27,3, 274, 27,2, 27,6.

Tyto relativnf &etnosti napliuji ddivem svou stélosti toho,
kdo na né pohliZ{ bez znalost{ matematické teorie statistiky.
Skuteéné difvéjsf statistikové byli v iZasu nad mimofddnou
stabilitou lidskych poméri, jevici se ve statistice. Dojdeme
viak ke zcela jinému zdvéru, vypotitdme-li skuteény roz-
ptyl a srovnime jej s ofekdvanym podle Lexisovy teorie.

Prumér uvedenych deseti &isel je 27,41 promile, tudi%

f=0,02741. Rozptyl pak dostaneme o2 = 0,000 000 0949.
Oéekdvand hodnota rozptylu fady Bernoulliho bude 6% =
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/ (1 — f ). n—1 , kde koeflclent

né.hod.ného vyberu podle (82), a hod.nota. p je nahrazena
pribliznou hodnotou z pozorovini, takZe pro r = 45 000 000
(pramérny pocet obyvatelstva v uvaZovaném desetileti)

}=0,02741, n = 10 dostaneme o¢? = 0,000 000 000 533
a Lexisiv pomér je L = 13,34. Pfesahuje tedy skutedné
pozorovand smérodatni odchylka ofekdvanou teoretickou
vic nez 13krite.

Naznaéme, jak moZno provésti rozbor tohoto vysledku.
Lexisova teorie tu srovnavé prubéh roéni imrtnosti s deseti
vybéry, z nichZz kaidy vznikl provedenim 45 milioni tahu
z osudi, v ném? je stdle mezi 100 000 kuli¢kami 2741 éernych
a 97 259 bilych. Kdyby na zaditku kaZdého z uvaZovanych
roku pfidel kaZdy obyvatel stdtu pied toto osudi a vytahl
z ného svij los Zivota nebo smrti, museli bychom olekdvati,
%e \imrtnost v tomto obdobi vykdZe rozptyl op? ktery je
178krét mensi neZ skuteéné pozorovany. Tento obraz ne-
vystihuje hru o Zivoté a smrti pfiléhavé, nebot ze zkuSenosti
vime, %e mnohé piiéiny smrti plisobi soucasné na fadu lidf,
jako na pf. nepiiznivy vyvoj povétrnosti v néjakém zimnfm
nebo letnim mésici, endemické onemocnéni atd. Vzhledem
k tomu bychom se pfibliZili skuteénosti lépe, kdybychom
predpoklédali, Ze za cely soubor prijde k osudi mensi cdst
a kazdy se otdZ%e po osudu celé skupiny, kterou zastupuje.

vyplyvé. z teorie

Je ziejmo, Ze podle vzorce %q- L : ! bude tato oceké-

vand hodnota rozptylu tolikrdt vétsi, kolikrdt bude podet
nezévislych jednotlivych piipadi r mensf. Kdybychom tedy
predpoklddali v naSem piipadé, Ze pro kaidych 178 oby-
vateld bude taZen spoleény los, ktery rozhodne o Zivoté
nebo smrti celé jejich skupiny, dostali bychom tiplny souhlas
mezi pozorovénim a otekivanim. Zda lze v konkretnim pfi-
padé povaZovati vysvétleni silné nadnormilntho rozptylu
solidaritou jevi za piipadné, je tieba ddle zkoumati. Bylo
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by nutné, aby rozsah skupiny solidarity (178) zustdval
zachovdn, kdyZ pozorujeme jiné analogické Fady, na pf.
z jinych desftiletf. Kdyby to nebylo v dostadujici mife
splnéno, bylo by tfeba hledati jiné teoretické vysvétleni.
V tomto piipadé lze je podati pomoci podstatné komponenty
kolfséni. Ponévad% se pravdépodobnost dmrti rok od roku
méni, jedn4d se o druhy typ Lexisovy fady, ¢ili pomér ¢ernych
a bilych kulidek je kaZdy rok jiny. Potom, jak vime, je
obekdvand hodnota rozptylu déna vyrazem (89), &ili k éislu
nahofe vypodéitaného rozptylu pristupuje dalsi sloZka, kters
nezdvisi na 7, nybrZ jen na kolisdni pravdépodobnosti od
jednoho roku ke druhému. V tom, Ze podstatnd komponenta
kolisdni nezdvisi na r, v nafem piipadé na poétu obyvatel-
stva, médme kontrolu teorie, nebot pfi kolfsin{ pravdeé-
podobnosti imrt{, ndsledkem hospodéiskych nebo klimatic-
kych poméri v celém stité, musi se tato komponenta vy-
skytovati v pfiblizné stejné vydSi v jednotlivych vétdich
oblastech stdtu.

3. Tietim typem jsoufady Poissonovy. Jejich schema
si predstavime tak, Ze ndhodny vybér rozsahu r se sklidd
z prvka, z nich? kazdy byl vzat z osudf jiného sloZeni;
pravdépodobnost vyskytu pozorovaného znaku je tedy
u kazdého prvku vybéru jind, takZe schema miZeme napsati
takto

0,0,...0,

P Pg---Pr
P Ps---Pr
Py D2 .- Pr

kde p je pravdépodobnost vytaZeni ¢erné kulicky z osudf Oy.
Oznadime-li primér téchto pravdépodobnosti p, pifeme

p= Pt P —l— o TP Odekdvany primér podtu &ernych

kulidek ve vybéru rozsahu 7, jeho? kaZdy prvek je z jiného
osudi, je rp a rovné se obekdvanému priméru poétu éernych
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kuli¢ek, bereme-li ndhodny vybér rozsahu r z jednoho osudi
o konstantni pravdépodobnosti p.

Odvodime nyni rozptyl poétu fernych kulitek v fadé
Poissonové. Rozptyl pro osudf O, je dén vyrazem S;? = rpqx,
kdyby byl cely vybér z ného vzat. Vezmeme-li jen jeden
prvek z ného, poloZime r = 1. Jsou-li pravdépodobnosti
Py, Py +--» Pr 0 s0bé nezdvislé, pak plati véta o séftdni roz-
ptyla (67), tak¥e celkovy rozptyl

Sp2=82+82+4... + 82 (92)
Dostévdme tudiZ pro nds nihodny vybér

Spt =@ +pts + -+ + Pty = Prge
k=1

a tento vyraz opét upravime tak, Ze poloZime

=P+ (Pr—P)
9 = ¢ — (P — D),
takZe
g = g — (pe — P) (p — @) — (P — P)?
a tudiZ soudet
T r
D Peqi = rpg — 3 (P — D),
=1 ¥<1
nebot

S m—p) =0.
k=1

Pro rozptyl teoretického rozdéleni poétu éernych kulicek
ve vybérech rozsahu 7 podle schematu Poissonova dostdvame
tedy

St = rpg— 3 (P — )"

k=1

Je tedy rozptyl i'aidy Poissonovy mensf ne% rozptyl pi-
sludné fady Bernoulliovy s konstantni pravdépodobnosti
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rovnou pruméru proménné pravdSpodobnosti:
. r
8p? = 8g* —> (; — p)*. (93)

Obdobnou rovnici pro rozdéleni relativnich etnost{ lze
snadno napsati jako v piipadé fad Lexisovych

-

o5t = 032——2i (P — PP (94)

- (9,2) Koeficient nestilosti. Vedle Lexisova koeficientu
zavedl Charlier koeficient nestélosti nebo disturbaéni, ktery
rovnéz méff vnéjd{ vlivy plsobicf na zménu pravdépodob-
nosti v zédkladnim souboru. Definuje jej

0— Vorr —op® (95)
r
Jeho piibliznou hodnotu dostdvime, klademe-li
P2
misto ¢z2 pribliZnou hodnotu Zg'—l]‘),
misto og? » ’ fa r_ N
a misto p A

Jako piiklad si zvolime pomér pohlavi Zivé-narozenych
déti, coZ je velmi probddanym predmétem statistického
Setfeni. Bylo minéni, Ze Fady téchto ¢&fsel odpovidaji po-
mérim nshodné hry o konstantni pravdépodobnosti, tedy
fadé Bernoulliové. Pfesto méme vysledky konkretnich &etfen,
kde se objevuje rozptyl podnormélni, coZ je v praksi statis-
tické Fidkym pifpadem. Tak byly na pf. ve Vidni (Wien) po-
zoroviny ve 24 mégfcich let 1908 a 1909 tyto relativn{ éet-
nosti chlapct mezi celkovym podtem %ivé narozenych:
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0,5223 0,56125 0,5141 0,5246 0,5126 0,5136
0,5187 0,5213 0,5105 0,5203 0,5124 0,5141

0,5143 0,5093 0,4904 0,6097 0,5140 0,56089
0,5129 0,5275 0,5178 0,5130 0,5177 0,5027

Jejich primér je f= 0,514 a rozptyl o = 0,0000533.
Celkem se tam narodilo v té dobé 93 661 déti, takZe pri-
mérné pripadid na jeden mésfc r = 3903 déti. Ve smyslu
Lexisovy teorie se nyni ptdme, jaky je otekdvany rozptyl
pfi konstantni pravdépodobnosti p, ktery by odpovidal
24 vybéram rozsahu 3903 z osudi st4dlého sloZeni, kde mezi
ka¥dym tisicem losi je 514 oznadeno znakem c¢ (chlapec).
Vypotitéme tedy tento rozptyl podle formule 1—)} En—l:
kde n= 24, r = 3903, p = f = 0,514 a dostaneme ¢2=
= 0,0000613, takze pro Lexisiv pomér dostdvame L = 0,93,
tedy rozptyl je podnormdlni. To nasvédéuje tomu, Ze piipad
neodpovid4 osudf téhoZ sloZeni, nybri jsou tu édsti obyva-
telstva, jimZz pifslud{ rozmanité pravdépodobnosti porodu
se znakem c.

V podobném statistickém Eetfeni, provedeném na pt. ve
Svédsku, byl zji¥tén rozptyl ponékud nadnorméilni, kdeito
na pi. pro pofet dvojéat v poméru k jednotlivym porodim
ge projevil rozptyl silné podnormélni. Kdy% byla pomoci
&sla L konstatovéna existence rusivych vlivi na statistické
fady, je .pak tkolem statistikovym, patrati po pifiéiné po-
ruch. Obecnou metodu k tomu dévd teorie korelace.
Na zékladé uvaZovdni predlofené Fady lze dospéti jen
k uréitym zédvéram o povaze rudivych vlivi, jim? je vystaven
statisticky pozorovany jev. Podle teorie Lexisovy vznikaji
tyto poruchy tim, Ze pravdépodobnost pro vyskyt znaku
se méni. '

Ulcha. Méme schema deseti osudi, z nich% ka%dé obsahuje
15 kulidek, ale mé postupn® mezi nimi 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12 bilych. Primér pravd&podobnosti téhnouti bilou kulitku
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je 0,56. Tvoime pokusem nadhodné vybdry po 10 prvcich tak, e
z kaZdého osudi vytdhneme jednu kuliéku, pak je zase vrétime
do osudi a vytdhneme novych deset kulitek. Porovnejme
potom ¢&isla L pro 200, 500 po piipads 1000 vybéri, abychom
si pomoci tohoto kriteria zjistili stupefi shody, po p¥fipadé
neshody pozorovéni s tim, co ofekévame podle teorie.
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