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2, Sest chlapct a Sest divek ma vytvofiti kolo, v n&m¥ by se
chlapec a divka stfidali. Kolik jest moZno sestav, aby kaZdy
chlapec vedle ka¥dé divky stal pouze jednou? (Naznadte si
6 chlapcti jako Sest vrcholi pravidelného Sestiuhelnika vepsa-
ného do kruhu, na obvod soustfedného kruhu o mensfm polo-
méru tymZ zpiusobem naznadte si Sest divek, takZe kazda jest
uprostied mezi dvéma sousednimi chlapei. To jest prva skupina;
druhou obdrZite otoenim mensiho kruhu o 120 stupid; jak
obdriite tfeti a posledni skupinu? Upravte tento postup pro
pét para!)

3. Ulohu 8 tohoto odstavce lze uva¥ovati i v prostoru; podet
cest, jimiZ se lze dostati z bodu (0; 0; 0) do bodu (m; n; p) jest

(m Y n+ p) (m + ") IR+ P! yreste, kolik jest
m—+ n n min!p!

moZnych cest z bodu (0; 0; 0) do bodu (4; 4; 4)! [(142) = 495.]

13.
RADY.

Radou nazyvéme posloupnost éisel vytvorenych dle jistého
vytvarného zdkona a spojenych znaménkem kladnym nebo
zdpornym; i o sledu téchto znamének budeme predpoklddati,
Ze se F{di dle jistého pravidla. Vytvarny zdkon mazZe byti
dén dvojim zpisobem; explicitné; na pf. a,=2n—1,
viechny éleny budteZ spojeny znaménkem kladnym; piSme
n=1;2;...;10, tak obdrZime fadu 1 +3 4+ 5+ 7+ ...
...+ 21. Jiné explicitni pfedpisy jsou a,,=-7lb—, viechna zna-
ménka budte? kladnd, nebo necht se znaménko kladné sti{idd
se znaménkem zipornym: tak vznikaji rady

11 1
I+ 5+ g+ bt

1 1 1 1
l—-—2—+—3—'—z+---i7+---,

z nichZ dfive uveden4 se jmenuje harmonickd. Predpis, jimz
byla déna posloupnost ¢isel Fibonacciovych ap=an—14 an—2
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(viz odst. 5) nazyva se rekurentnim; jiZz v uvedeném odstavei
jsme se zabyvali fadami z téchto ¢isel sloZenymi.

Lidé velmi zdhy se zabyvali fadami bud objevujice nové
vysledky teoretické nebo Tesice nékteré zajimavé priklady:
ty vlastné se stavaji schrinkou objevenych teoretickych vy-
sledkid. I my jsme jiz nékolikrite k feSeni uzili na pi. fad
geometrickych (viz odst. 5, nebo v pfedchozim odst. pt. 8).

1. JiZ Archimedes dovedl selisti aritmetickou fadu
1+243+4 ...+ n=34n(n+ 1); tak vlastné dovedl jiz
se¢isti obecnou fadu aritmetickou: .

o+ (@, +d)+a,+2d+ ... +a,+n—1d=
= na, -+ 4n(n — 1) d = §n[a,+ a, 4 n — 1d] = in(a, + a).
2. RovnéZ znal jiZ soudet prvnich = élend fady 12 4 22 +
-+ 324 ...+ n?; kritce dojdeme k cili takto: Sec¢téme
téchto n rovmic:

(1—1P=0=1—3.124+3.1—1,
2—1P3=DP=22-3.2243.2—1,
3—13=28=33-3.324+3.3—1,
n—1P=m—1PF=n?—3n*4 3n—1,

vysledek jest, zna¢ime-li S, = 12 + 22 4 32 - ... + n%:
0=n3—38,+31+243+ ...+ n)—n,
odkudZ snadno vypocéteme
Sp=1{nn+ 1)(2n 4+ 1).

3. Soucet tfetich mocnin S, =13+ 24+ 3P+ ... 4 nd
znali jiZ odvoditi geometrickou tdvahou Arabové. Tento
gsoudet lze odvoditi takto: VSimnéme si, Ze 13 4 23 = 9 =
=142 1P+ 284 3=36=62=(1+ 2+ 3)3, (B +
+ 2394+ B+ 43)=100=(1+ 2+ 3+ 4)2; i naskytéd se
otdzka, neplati-li obecné 13 284 3P 4+ ...+ n¥= (14

2
+2434 .. Fn)=4nn4+ 1= (n%z— l) . Pripust-
me, Ze tento vzorec jest sprdvny pro n, pak

Sps1=1n2n+ 1)+ (o + 1P =1}(n+ 1) (B3 + dn 4 4) =
62



2
= ot 2t 2= (" T F)]
ale to jest niS piuvodni vzorec, v némz jsme misto n psali
n -+ 1; plati-li tedy pivodni vzorec pro =, plati i pro n + 1.
Ukézali jsme, Ze plati pro n = 2; 3; 4, plati tedy i pro
4 4+ 1 = 5, ponévadz plati pro 5, plati i pro 5+ 1 = 6, ¢ili
plati pro viechna celd, kladna x.

Uvedme nékteré priklady k uvedenym vzorciam.

4. Mam 200 K, prvni K proddm za 1 hal., 2. K za 2 hal,,
3.K za 3 hal, ..., 200. K za 200 hal. — z{skdm &i prodéldm
pii tomto obchodé? Celkem obdriim 1+ 24 34 ...+
+ 200 = 4 . 200 . 201 hal. = 201 K.

Jaky jest stav pri podobném obchodé se 199 K?

5. (Stard némeckd tdloha.) Na nejvyssi pFicce Zebfiku sedf
1 holub, na druhé 2 holubi, aZ na nejnizsi 50. pficce sedf
50 bolubt, kolik jest jich celkem? (1275.)

6. Kolik jest vSech moZnych ¢tverci na Sachovnici?
Ctvercti o strané 1 jest v prvn{ fadé 8, ve vSech ostatnich
rovnéz po 8, tedy vSech téchto étverci jest 82 Ctverct
o strané 2 jest v prvni fadé 7, ¢tvercu o téze zékladné v druhé
fadé rovnéz 7 atd., celkem 72. Jest tedy vSech &tverci
824 724 62450 42+ 324 22 12=14.8.9. 17=§o4.

7. Uka#te podobnou tvahou, Ze viech obdélniki na’&a-
chovnici jest 83 4 7 + 634 534434 334 23 I3 =
(4 .8.9)2 = 362 = 1296.

8. Jiz v Ahmesové udebnici probleskuje znalost soudtn
n &lent geometrické fady a 4 aq + ag® +ag®+ ... + ag 1=

=a 7 _11. Ahmes tesi tuto tlobu: 7 osob m4d po 7 koékéch,

q —
z nichZz kazdd zaddvi 7 mySi; kaizdd my$ zniéila 7 klasa,
z nich? by kazdy dal 7 mérek zrni: kolik jest kterych tvora
a véci a jaky jest celkovy jich soudet? 7 4 724 73 4 74 4
5

+ 7= 777—-—11 = 19607.

9. Nesdetné variant md tloha, kterou vymyslili Indové:
Jde o odménu, kterou si vyzddal na krdli vyndlezce Sachové
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hry. — Za prvni pole chce jedno pSeniéné zrno, za druhé 2,
za tfeti 4, za &tvrté 8 atd.; kolik 24d4 celkem? Zad4: 1 +
+ 224234 ... 4 28 =204 __ ], my zaslouZilému vyni-
lezci priddme jesté jedno zrno. Cislo vyjidiené mocninou 294
unikd svoji velikosti jakékoliv lidské predstave; jaks taks lze
sl piiblizné toto ¢islo predstaviti takto: Svételny rok neni
doba, nybrz driha, kterou urazi svétlo (rychlost 300000 km
za vt.), tedy za rok jest to 9,5 . 1012 km, ¢ili 9,5 . 10'7 cm. Na
jeden centimetr podle sebe lze poloZiti 4 pSeni¢nd zrna, tedy
podél délky svételného roku 38 . 10'7 zrn; ono mnoZstv{ zrn
1ze tedy poloZiti podél drahy dané podilem 284 : 38 . 107, t. j.
asi 4,9 svételnych roki. — NejbliZi stdlice k Slunci jest alfa
Centauri vzdilens asi 3 svételné roky.

10. Podet obyvatelstva na zemékoli odhaduje se na 2 mili-
ardy. Stala-li se o pllnoci néjakd piihoda, kterou objevi do
¢tvrt na jednu jediny ¢lovék a jenZ ji béhem piisti tvrt-
hodiny sdéli opét jednomu ¢lovékovi a tito dva béhem pii§t
¢tvrt hodiny daliim dvéma lidem atd., kdy o této udélosti
budou védét viichni lidé na svété? Stane se tak za x étvrt-

L op1 o 930108 _ ao.
‘hodm. 2 =2.10%, z—1 —0~—,30103_31, = 32;
tedy asi po 8. hodiné réno.

C?;sla. rostouci dle geometrické rady s podilem vét3{ jedné,
rostou, jak z poslednich dvou pifkladi vidno, velmi rychle.
Jmenuji se téz éisla lavinovd, rostou jako Fitici se lavina.
S pokusy sestrojiti co nejvétsi éisla, setkdivime se jiZ u nej-
starich orientdlnich ndrodi; ziejmé jest tu snaha néjakym
zpusobem zndzorniti si ¢islo nekoneéné velké, nebo nekoned-
né velkou délku ¢i nekoneéné dlouhy éas.

Listy lekninu zapliuji plochu nddrZzky tak, Ze denni pfi-
ristek jest roven véerejsimu stavu. Jaka &ast plochy byla za-

rostla den pfed dplnym rozSifenim se lekninovych listd po
hladind nadrZky?! (Polovina.)

11. RovnéZ ve starovéku — a to Rekové — se setkalis dru-
hym pi{padem geometrickych fad, t. j. s konvergentnimi fa-
dami. Tak nazyvdme rady, jeZ, a¢ maj{ nekoneéné mnoho

64



¢&lenu, prece jen majf koneény soucet. Tento pifpad nastdvs,
kdy o podilu geometrické fady ¢ platf: — 1 < ¢ < 1. Prvni
setkdn{ Feckych filosofi a matematikd s témito fadami ne-
bylo pravé nejitastnéjsi. Zénon eleatsky (490—430 pf. Kr.)
uéil, Ze existuje podstatny rozdil mezi smyslovym vniménim
a skuteénosti; smysly utkvivajf na povrchu véci a neproni-
kaji k podstaté a jadru jejich. Zkritka: svét je subjektivni
vytvor nasi mysli. Smysly na pf. konstatuji, Ze Sip let{, ale
uvahou lze zjistiti, e tomu tak neni. S8ip by musil proletéti
polovinu dréhy, pak polovinu zbylé drahy a opét polovinu
nové zbylé drihy a tak do nekonecna, a to nenf moZné: ve
skutecnosti se §ip ze svého mista ani nepohnul. Zenon ne-
védél (i nechtél védéti?), oznaéime-li Cas potfebny k prole-
tén{ poloviny drihy ¢, Ze ¢asy potfebné k proleténi dalsich

polovin dréhy jsou 4¢ 4+ 1t 4 1, jichZ soudet jest =t

3
T—%
— Podobné by bylo moZno dokdzati, ze rychlonohy Achilles
nedohoni Zelvu plazici se pfed nim ve vzddlenosti sto stop,
aé jeho rychlost jest dvandctkrate vétsi.

Archimedes (287—212 pt. Kr.) mél viak jiz spravnéjsi
predstavy o konvergenci geometrické fady: Pri studiu plochy
paraboly a jejiho téZisté sedetl fadu

1 4

1 1
1+T+E+"'=ﬂ=?'

T
12. Stanovte hodnotu nekoneéného soucinu pzl'/ al/al/ava —
Lze psdti p = SgHi+E+.+1

Jakub Bernoulli po8atkem XVIII. stoleti podita takto:

p? = al/aVaVaV;..—., takie p2 =ap a p = a.
Tohoto matematika piimo fascinovala konvergence nekone&-
nych fad, jak sv&déi jeho latinské verse, jeZ zde uvaddime v pii-
zvuéné metrice:
Jako ma fade nemajic konce konefny soudet,
v Clenech pak bezmeznd mez mé kone¥nou pfec,
pravé tak vidi8 Nejvyssi vile v nejmensf véci
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spér, le¢ zmizela mez, jeZ prv’ pfiddna byla.
Vidéti v nejmen&im malé, fekni, jaké to rozkos,
natoz pak spatfiti Jej, bytost Nejvyssi v malém!
13. Z neséetnych slovnich tiloh o konvergentnich faddch
uvedme tuto: Do kruZnice jest vepsén trojihelnik o vrcho-

lech 4, B, C a thlech «, 8, 7. Pak jest AB = 2y, BC = 24,
CA4 = 2f; tyto oblouky rozpulme body C,, 4,, B,. Tak
vznikne trojuhelnik o vrcholech A4,, B;, C), proti nimz lei
oblouky o velikostech g+ v, v 4+ «, f + «, takie thly

nového trojibelnika jsou o, = ${(8 + 9) = R — &, B, =

=R—4f, n=R—4y
Opakujeme-li konstrukei, ziskdme trojﬁhelnik A,, B, C,,

jehoz whly jsou x, = R — 3o, =R— 3R+ — 22 ,
i B3, 7. Opakujeme-li tuto konstrukei n-kréte za sebou, jest

podobné

R R
ﬁn=R—-§-+z‘ :E +2n+1,
takZe pro ustaviéné rostouci » jest
R R R o

Podobné i fo = yo = 60°. BliZime se tedy stdle opako-
vanou konstrukef rovnostrannému trojihelntku. Vypoétéme
jedté, kde jsou vrcholy vyslednfho trojuhelnika. Po n-té
konstrukei jest: Ad4d, =2y + o«, A 4dy,=2y, 4+ &, ...,
—
Ap 14, =2yp_1+ oap—1, sectenim téchto rovnic dostaneme
Adp=2(y+ N+t - T+ @t +opt... +
+ 6n—1). Aviak odvodili jsme &; = R — }&, xy = B — }a,

v Op=R—}an_1 & znatime-li 4, 3=+ o, + ... +
+ oy—1, jest po seéteni poslednich rovnic Ay — o + ox,, =
=nR—344,_; a odtud: A4, ;=2nR+ }(x —oax,) +
+ 4(y — ya) a podobné, B,_; a C,_;. Nutno rozezndvati dva

prpady: 1. » jest sudé; pak 44, 1 ~ {(x—on) + $(y —
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— 7n); 2 7 je liché: Adg 3~ 180° + §(x — o)+ $(y —
— ¥»). PonévadZ pro n ustaviéné rostouct jest o = f =

= Yo = 60°, jest v prvnim piipadé Ad, = x4 $y —
—120° = (180 — f§ —y) — 120" = §(y —f) a v druhém
piipadé A4, = §(y — B) + 180°, takie vysledné trojuhel-
niky (oba rovnostranné) jsou vlastné dva. (UvaZte divod.)

O konvergenci geometrickych fad viz v odstavei nésledu-
jlefm.

14.

ARITMETICKA PARADOXA A SOFISMATA.

Matematickymi sofismaty nebo paradoxy nazyviame zfej-
mé nespravné vysledky odvozené zdénlivé sprivnym zpua-
sobem. Skoleny ¢tensf snadno nalezne chybu; vidy se jedn4
o nesprévné, nebo nelplné pouZiti nékteré matematické
poucky.

1. Budiza 5= b,a + b = ¢, pakjesta=c—b,b=c—a.
Jisté jest a(c — a) = b(c — b), odeétéme na obou strandch
ab: vyjde ném a(c—a-—b)=b(c —b—a). Kritime-li
nyni ¢ — a — b, obdriime a = b, coZ jest v rozporu s pfed-
pokladem. Jest totiZz ¢ — a — b = 0, a nulou déliti ani kra-
titi nelze.

2. Budiza® — b = ¢® — d, @ = ¢ a predpoklddejme b : a =

b2 d?

=d :c. Pri¢téme na obou stranich — = —; na obou
4a®  4c?
strandch dostaneme tiplné ¢tverce, po jichZz odmocnéni jest
b d b
4 —p-=0— 5 Pri¢téme nynf na obou strandch i
d

= 25 ¢im# obdrzime @ = ¢. Pfi odmochovani jsme totiZ

zapomnéli, Ze nutno psiti
b d
“—z—ik—%)
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