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M N

do 1699 22 2
1700—1799 23 3
1800—1899 23 4
1900—1999 24 5
2000—2099 24 5
2100—2199 24 6
2200—2299 25 0
2300—2399 26 1
2400—2499 25 1

velikonoce jsou pak bud 22 +- d + e bfezna nebod + ¢ —9
dubna. Nejnizs{ mozné datum jest 22. brezna, t.j.d = e = 0;
Ize snadno ukdzati, Ze v dobé 1600—2499 nastalo nebo na-
stane v letech: 1693, 1761, 1818, 2285, 2353, 2437. I datum
nejblize vySsi jest vzdcné, 23. III. byla velikonoéni nedéle
posledné v r. 1913.

O nejzaz$im datu pak plati: Vyjde-li d = 29, I = 6, takZe
velikono¢nf nedéle by méla byti 29 4+ 6 — 9 = 26. dubna,
voli se vidy datum 19. dubna; tak tomu bude r. 1981.
Vypotéteme-li viak d = 28, e = 6, a je-li mimo to zbytek
pii déleni 11 (M 4 1) tficeti mensi neZz 19, jsou velikonoce
18. IV, nikoliv 25. IV. Nejzazsi datum 25. dubna jest velmi
vzdcené: bylo na pi. 1886, bude 1943 a pak aZz v r. 2038.
Stfedovéky vers o tomto datu pravi: Usque Marcus pascha
dabit, Antonius pentecosabit, totus mundus vae clamabit,
t. j. AZ na sv. Marka (25. dubna) budou velikonoce, na sv.
Antonina (13. VI.) svatodusni svitek, zabéduje cely svét.

V r. 1848 byla velikono¢ni nedéle 24. dubna.

12.
ULOHY Z KOMBINATORIKY.

Slovem kombinatorika v tomto odstavci budeme rozumséti
néco vice nez obvyklou nauku o permutacich, variacich

a kombinacich; budeme miti na zfeteli jakékoliv fadénf da-
nych piedméti bud viech danych nebo nékterych z nich.
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Stopy kombinatoriky lze postihnouti jiz u Reki; k velikému
rozkvétu kombinatoriky piispél v X VIII. stoleti pocet prav-
dépodobnosti; v posledni dobé zijem o kombinatoriku
(v uz8im slova smyslu) mizf. — Méloktery problém, jimiz se
zabyvdme, prilikal tolik zvuénych matematickych jmen,
jako nékteré z iloh, jimi% se budeme zabyvati.

1. Chovanky pensiondtu denné se prochédzeji; jak je
sestavime do pdru, aby kaZdd s kaZdou béhem uréitého
poctu dni se mohla prochdzeti a to jen jednou? Nutno roze-
zndvati piipady dva: pocet
chovanek jest bud sudy nebo
lichy, druhy pripad pfevedeme
ihned na prvni, pfibéfeme-li
k chovankdm je§té vychova-
telku, s kterou zbyvajicf divka
vytvori dalsi par. Méjme tedy
2n divek. Rozdélme obvod
kruznice na 2n—1 dilka,
délici body (n=4) budtez 4,,
Ag, Ay, Ag, Ag, A,, Ag. Stied
kruZnice oznaéme 4,. Spojnice

Obr. 3. AzAg 4,4, 4,44, nimudivajf

tfi pary; uéitime 4,4, | Ay4,,

pak 4,4, ndm uddvd Stvrty par. Otoéme nyni kruznici a s ni
pevné souvisicim polomérem tak, aZ polomér prejde do bo-
du 4,, pfi tomto otdéeni poloha pivodnich délicich bodi zia-
stala nezménéna. Spojnice 4, 4,, A,4,, AgAq, AgA, ndm pak
uddvaji piry, v pichz 8 divek jde na prochizku druhy den.
Tak pokradujeme, aZ se polomér opét vrati do polohy z4-
kladn{, nade% seskupen{ pdra se poéne opakovati. Dikaz, Ze
kazdy den jde ka%d4 divka pokazdé s jinou, jest jednoduchy;
plyne z toho, Ze spojnice uddvajici piry kteréhokoliv dne,
jsou riznobézny se spojnicemi, uddvajici piry pro jiny den.

2. Timto zpisobem lze seskupiti 2n Sachisti hrajici v tur-
naji, v ném? kazdy hréé s kazdym béhem za sebou jdoucich
2n — 1 dnf jen jednou; je-li podet Sachisti lichy, doplnime
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jich potet my3lenym hrédem — jmenujme jej mistrem Ima-
gindrnim — m4-li kdo z hrdéd s timto mistrem hrati, mé
toho dne volno.

Av3ak 8 naSim feSenim by pravovérn{ Sachisté asi spoko-
jeni nebyli, ni¢eho jsme totiZ neustanovili o tom, kdo m4
kameny bilé a kdo éerné. S timto Fefenim bychom vystaéili
tenkrdte, hral-li by kazdy hra¢ s kazdym hrdéem dvé partie
— pak by se vlastné turnaj rozpadl v turnaje dva; mél-li
hri¢ A4,, pii hie s hritem 4, kameny bilé, m4 v druhém
utkdni s timto hrdéem kame-
ny cerné. Ale takové turnaje
trvaji — zejména prFi vétSim
pottu hrdéu — piili§ dlouho
a proto nejsou oblibeny. Uva-
Zujme na pf. deset hrdéa
A, A4, ..., A, Viimnéme si
Pripojeného obrizku (obr. 4),
na ném? jsou zakresleny pary
pro prvoi dva dny; spojnice
tvofi uzavieny tah. Prvni den
hraje A4, jako bily s 4,, druhy
den hraje A; s A4, jako Gerny,
ktery minulého dne jako éerny
hril s A4,,. Podobné tomu jest ddle, az projdeme vSemi
vrcholy uzavieného tahu. Jest tedy pro prvnf dva dny tento
potad A4, 4,, AA,, AgA,, AgAs AjgAy; AjA,, Agdy A4,
Agd,o, 4,4,, pri ¢emZ hraé uvedeny na prvnim misté hraje
jako bily. Podobné stanovime pofadi hraéh pro treti ctvrty,
Pro pity a Sesty, sedmy a osmy den. O devitém utkdni
nutno rozhodnouti bud dmluvou nebo losem. Je-li pocet
déastniki lichy, pozvéme opét mistra Imagindrniho, oznaé-
me jej 4,. Ten hraje postupné s hrac¢i A,, 4, A, A, ...,
pii ¢em# hradi se sudym indexem maji figury éerné, hraéi
8 lichym indexem bilé. Ve skutetnosti nehraji a ztriceji sudi
jednou ¢éerné a lisf jednou bilé figury. Ale posledni utkani, jak
se snadno piesvédéime, jest tak upraveno, Ze vidy hraje sudy
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hri¢ s lichym, takfe v tomto utkini jest moZno tuto ne-
rovnomérnost odstraniti, sudi hraji jako ¢erni, 1iS{ jako bilf.

3. Kirkmann predlozil r. 1850 v zdbavném ¢asopise tuto
tlohu: Patnédct divek chodi denné na prochdzku, jak jest je
seskupiti ve trojice, aby béhem tydne kazda divka kazdy den
§la s dvéma jinymi divkami, s kaZdou pak peuze jedenkréte?
Ulohou zabyval se na pf. Cayley, Sylvestr, Burnside; znime
raznd fefeni této tlohy, z nichZ nejsnadnéj§i pochdzi od
B. Peirce. Ozna¢me jednu z divek p, ostatni a,, a,, a,, a,, a,
Qq, g, by, by, by, by, by, by, b,. Pak sestava pro prvni den jest
Paby, byasq, beaa,, biasae, bbyby. Refeni pro dalif dny obdr-
#{me, zvétsiime-li indexy o 1, pfi emZ misto 8 piSeme opét 1;
tymZz zpusobem stanovime pofad pro tfet{ a dalsi dny.
(Dukaz viz na pr. Ahrens: Mathematische Unterhaltungen
und Spiele, II, str. 104.)

Pocet vSech trojic fesicich na8i dlohu jest 5 X 7 = 35,
kdeZto pocet viech moznych trojic jest (1°) = 35 . 13 = 455;
i nadhodil Sylvestr tlohu, moZno-li téchto 455 trojic roz-
vrhnouti ve 13 systémi tak, aby kazdy systém byl feSenim
Kirkmannovy ulohy — tedy aby divky po cely étvrtrok
mohly se prochézeti podle danych podminek; zd4 se, Ze tento
poslednf poZadavek splniti nelze.

4. S naukou o permutacich souvisi rozfeSeni ilohy obsa-
zené ve hie Boss Puzzle (hra s knofliky, Fiinfzehnerspiel,
Taquin), kterd v letech sedmdesétych minulého stoleti jako
epidemie zachvitila cely svét. Seydleriv ¢ldnek o této hie
v Casopise pro pést. matem. a fysiky, roé. X, jest ohlasem
tohoto zdjmu i u nds. Hra vypads takto: V dfevéné ploché
skiince jest Styfikrdte Gtyfi pole, v nichz

jest umisténo patndct desticek oznade- 11 2] 3| 4
nych éisly 1,2, 3, ...,15. Posledni misto T
v posledni fadé ponechdvime volné; po- 5| 6| 71 8
sunovanim desticek pres toto volné a |—|—-

v daldim vidy uvolnéné jedno misto jest 9110|1112
z libovolného uspofddani desticek prejiti | 13114115

v toto schema IR
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Zéhy hraci zjistili, Ze z nékterych podateénich postaveni lze
predepsaného postaveni dosici, z jinych pak nikoliv. Nutné
a postadujicf podminky, dle nichZ by se z podédteéniho posta-
venf poznalo, zda lze k predepsanému postaveni prijiti ¢i
nikoliv, stanovil Sachovy problémista S. Loyd; a ku podivu:
ihned ustal vysoko zvifeny zdjem o tuto hru.

Nutno se predevsim zminiti o tom, co nazyvame inversi
v dané permutaci na pt. péti prvka a, b, c, d, e; prvek b
poklddéme za vySSi ne? a, ¢ za vy$si nez b ia, podobneé prvek d
jest vy5& neZ oba predchozi, prvek e jest nejvyssi. Piichdzi-li
vy&&{ prvek v dané permutaci pfed niZ§im, pravime, Ze tvori
inversi; na pf. v permutaci 5, 3, 4, 1, 2, tvori 5 inversi viadi
viem prvkim, 3 pak jest v inversi vaéi 1, 2, jest tedy v dané
permutaci 4 + 2 = 6 inversi; pravime, Ze dand permutace
jest sudé; je-li podet inversi lichy, jest permutace lichd. —
Kterd permutace nemd Zddnych inversi? (Zdkladni: pocitd-
me ji k sudym). Kterd permutace md nejvy33i pocet inversi
a ktery? (Permutace psand v opa¢ném sledu viéi zdkladni.)
Je-li prvka =n, jest poéet inversi v takové permutaci

m—1)+ (n—2)+ ...+ 2+ 1=(;).

Loydovo kriterium pak zni: Nutnou a postacujici pod-
minkou FeSitelnosti dlohy jest, aby zdkladni postaveni bylo
sudou permutaci ¢isel 1,2, 3, ..., 15.

5. Velmi stard jest tato dloha; budeme ji zviti ulohou
o 15 Turcich a 15 kiestanech. Z téchto 30 muZi mé byti
15 popraveno, o jejich osudu mé se rozhodnouti ndhodou.
Postavi se do fady, kaZdy devdty bude popraven, pii ¢emz
dojdeme-li konce fady, poitdme znovu. Kam jest umistiti
ktestany, aby byli v8ichni zachrdnéni? O jejich umisténi lze
rozhodnouti pokusem: NapiSme si vedle sebe 30 &4rek,
vyskrtnéme kaidou deviatou — poétitajice uvedenym pred-
pisem — na mista vySkrtnutych prvnich patndcti Gdrek
umistime Turky. Postaveni pak jest toto: 4K, 57, 2K, 1T,
3K, 1T, 1K, 2T, 2K, 3T, 1K, 2T, 2K, 1T *)

*) 4K, 5T, ... znadi, Ze stoji vedle sebe 4 Lkiestané, pak
vedle nich (dole) 5 Turka atd.
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Tvrdivé se, Ze tato wloha pochdz{ z 1. stoletf po Kr., jini
na pf. Ahrens (Unterhaltungen, II. dil, 123 a n.) jest viak
minéni, Ze hra pochdz{ aZ z poédtku druhého tisicileti po Kr.,
vyskytujic se v nejrozmanitéjiich obméndch. Jedna —
velmi jednoduchd — pochazi od némeckého basnika Sevce
Hanse Sachse. — Velmi zajimavé znéni této tilohy zndme
z Japonska. Statkdr jest po drubé Zenat, s prvni i druhou
pani mé po 15 détech. Macecha touZi, aby celé jméni otcovo
piipadlo jednomu z jejich déti; i uprosi manzela, aby véc
ponechal ndhodé. I sestavi viech tticet déti a odpocitdva do
desfti; dité, na néz padne deset, musi z fady vystoupiti a jest
z dédictvi vylouéeno. V krdtké dobé jest vyloudeno 14 déti —
vesmés nevlastnich. Zbylé patndcté si vyprosi, aby se pocalo
potitati znovu, rovnéz do desiti, aviak pocéinaje od ného
a smérem opa¢nym. Macecha jista svym vitézstvim svoluje
— a ejhle: postupné odpadnou vechny jeji vlastni déti.
I toto usporddéni lze zjistiti pokusem a jest:

2v, 1n, 3v, 5n, 2v, 2n, 4v, 1n, lv, 3n, 1v, 2n, 20, 1n.

Zpét potne se poéitati od nevlastniho ditéte stojiciho na
misté 14.

I touto ulohou zabyvali se vynikajici matematikové
Euler, Cesaro a nejdikladnéji Busche, jenZ v Mathema-
tische Annalen, roé. 47, fesil tuto tlohu: BudiZ ddno na
obvodé kruhu n bodd oznadenych 1; 2; 3; ...; n. Vyluéujme
zpusobem popsanym kazdy d-ty bod, pii ¢emz d muZe byti
rovno, vét$i nebo mensi nez n. Tdzeme se, jaké poradi mi
v zdkladni poloze bod 7-ty, jenz bude vylouéen jako e-ty.

Ceské verse této tlohy jest tato: Rychtat vede k odvodu
30 branci, mezi nimi své tfi syny; odveden jest ten, na néhoZ
pii odpotitivani padne deset; mé-li byti odvedeno 27 branci,
kam umisti své syny, nemaji-li byti odvedeni? (Na 17., 25.
a 28. misto.)

6. Némecky matematik Jakob Steiner fefil tuto ulohu:
V roviné jest dino n pfimek vesmés mezi sebou ruznobéz-
nych, z nich% Z4dné tfi neprotinaji se v témZ bodé. V kolik
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oblast{ déli tyto pfimky rovinu? Oznaéme toto éislo pro
n pi{mek a,, pripojme dalsf pi{fmku spliiujici uvedené pod-
minky; pivodnich n pfimek protne ji v # bodech, prochizi
tedy n -+ 1 dosavadnimi oblastmi délic kazdou na dvé ddsti,
plati tedy ap+1 = an + n + 1. PoloZme n = 0;1;2;3;...;
n—1,a,=1 a seéteme tak vzniklé rovnice, tak obdrzime

=14+ 142434+ ...F+)=mr+1)4+1=
= {n* 4+ n+ 2).

Steiner Fefil podobnou tlohu i pro prostor. Méjme # rovin,
jichZ pruseénice jsou vesmés mezi sebou riuznobéZné; prostor
se pak rozpadd v 4, = }(n® 4+ 5n + 6) oblast{.

Uvedeme jeité dvé tlohy sloZitéjsi.

7. Pidi n dopisi & » prisludnych obélek; kolikerym zpuso-
bem mohu vSechny dopisy zasunouti nesprivné? Znaéme
dopisy a,, a,, ..., a,, obilky pak 4, 4,,..., 4, hledany
podet oznatme x,. UvaZujme nejprve dopisy a,, a, a obdlky
A,, A,; kolik jest pfipadi, Ze a, se dostane do 4, a a, do 4, ?
Jest jich x,_g; kolik je dédle piipadi, Ze a, se dostane do 4,,
kde%to a, se neoctne v 4,? Téchto pripada jest z,—;. Tedy
pocet viech piipadd, kdy a, se octne v 4,, jest 2,3 + zz—s.
Podet pripadd, kdy se octne a, v A, Ay, Ay, ..., Ay jest
stejné veliky, jest tudiz z, = (n —1)(2p—1 + 2n—g). Délme

tuto rovnici n! a poloZme %‘ = &g, pak predchozi rovnicilze
pséti ve tvaru
1 1
b= (1 ——) bnt + ~ aa
n n
nebo téz

En — g =— %(fn—l - £n—2)'

Pifme nyni » = 3;4;...; n, ndsobme tak vzniklé rovnice
a obdriime:
(— 1)"(52 — '51)

‘5 —En—l 3.4.5.
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ponévadi & = 0, & = 4, jest £ — ép—1 = (_nl_) Dosad-

me postupné za n = 2; 3, ...; n, seCteme-li jest:

takze

na pf. pro n = 6, jest
1
=720 ( . 1 !

2131 T4 5T 6

8. UvaZujme mriZ vzniklou m rovnobezka.mi 8 osou Y
a n rovnobéZkami s osou X; tyto rovnobéiky mohou byti,
ale nemusi byti od sebe stejné vzdaleny. TdZeme se, kolikerym
zpusobem lze se dostati z bodu (0; 0) do bodu (m; n), je-li
dovolen pouze pohyb mfizovymi body od leva napravo
a zdola nahoru a to o libovolny pocet dilcu.

)— 325.

(O.n) (m-1.n){m.n)

00) (mA.0im0)
Obr. 5.

Prisludna éisla pro body (m — 1;0), (m —1;1), (m —1;
2)) A (m_ lv n) znacme Cm—1,00 Cm—1,1, ..Cm—l,Z; L)
Cm—1n, 8 SeSt'rojme fadu /m—l(x) = xm_-l(cm—l.o + Cm—1,1% +
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+c¢m—1,222+...). Kolikerym zptisobem lze dosici jednotlivych
miizovych bodd na piimce x = m? Do bodu (m;0) dojdeme
pouze z bodu (m—1;0), tedy cmo = cm—1,0- Do bodu (m; 1)
Ize dojiti jednak z bodu (m — 1;0) jednak z bodu (m —1;1);
jest tedy €m1 = cm—1,1 + Cm—1,0- Podobné do bodu (m; 2)
Ize dojiti jednak z bodu (m — 1; 0), jednak z bodu (m — 1; 1)
a posléze z bodu (m—1; 2); jest tedy ¢ 2 = cm—1,0 + Cm—1,1+
+ ¢m—1,2 atd. Sestrojme novou fradu

fm(z) = =™ (cm0+cmlz+ cmZx +..0)=

™[ cm—1,0F (Cm1,0 + Cn—1,1) T+ (Cm—1,0 + Cm—1,1+

Cm—1, 2) ¥® —

2 em—1,0(1 + 2:—{- 1’2 4+ .. )+ en—a1x (14 2422+
)+Cm—1235(1 z+ 224 .0)+ . ]—

zm—1 (Cm—-l 0+ Cm—1,1Z + Cp—1, 2132 yoa(l + o+

+ a4 ) =altatatt .. /m—1 x).

Bez ijmy obecnosti 1ze pfedpoklédati, Ze | z| < 1, a fadu
v zdvorce pokliddati za nekoneénou, souéet této nekonedné

II+II+II

1
geometrické Tady jest T—> takie lze psdti fu(xr) =
=7 d x/m_l(a:). Napidme tuto rovnici prom — 1, m — 2,
., 1 a zndsobme tyto rovnice, vysledek jest
xm
fm() = HT_T),,.fo(it),

kde f,(x) se vztahuje na body poloZené na ose x =0, do
jejichZ bodit lze se dostati pouze jednou; jest tedy

1
l—=z

’

@) =1+ 2+ 22+ ...=
takZe
zm
fm(x) = (—l—_w
Koeficient pfi (m 4 »)-té mocniné v rozvoji pro zlomek
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mn
T—zm jest tedy éislo uddvajici, kolikrdte predepsanym
zpisobem lze prejiti z bodu (0; 0) do bodu (m; n). Tento
koeficient uréime takto: V zdkladech se binomickd véta
dokazuje pouze pro celé kladné mocnitele, pripustme
formaln{ jejf platnost i pro zdporné mocniny, pii ¢emz defi-
nujeme

(—m\: (=m)(=m—(=m—=2)...(—m—n+0)

n | 1.2.3.....n
_(_l)nm(m—{—l)(m+2)...(m+n—1)_
- 1.2.3.....n B

. fmt+rn—1
)

Jest tudiZ koeficient (m + n)-té mocniny rozvoje pro
xm
(1 — z)m+1

ddn vzorcem
= (5[4

Na pf. z levého dolnfho rohu (mista al) na Sachovnici lze se
dostati do pravého hornfho rohu (mista h8) celkem

8+8)_ 16\
8 )= \8)™
=9.10.11.12.13.14.15. 16 = 518 918 400 zpisoby.

PFiklady. 1. Kolikrate v tomto schemat¥

dobrou
obroun
brouno
rounoc

= z™(1 — z)—m—1

1ze &isti dobrou noc?
5+ 3y [s) _
[(*57)=(3) = o0
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2, Sest chlapct a Sest divek ma vytvofiti kolo, v n&m¥ by se
chlapec a divka stfidali. Kolik jest moZno sestav, aby kaZdy
chlapec vedle ka¥dé divky stal pouze jednou? (Naznadte si
6 chlapcti jako Sest vrcholi pravidelného Sestiuhelnika vepsa-
ného do kruhu, na obvod soustfedného kruhu o mensfm polo-
méru tymZ zpiusobem naznadte si Sest divek, takZe kazda jest
uprostied mezi dvéma sousednimi chlapei. To jest prva skupina;
druhou obdrZite otoenim mensiho kruhu o 120 stupid; jak
obdriite tfeti a posledni skupinu? Upravte tento postup pro
pét para!)

3. Ulohu 8 tohoto odstavce lze uva¥ovati i v prostoru; podet
cest, jimiZ se lze dostati z bodu (0; 0; 0) do bodu (m; n; p) jest

(m Y n+ p) (m + ") IR+ P! yreste, kolik jest
m—+ n n min!p!

moZnych cest z bodu (0; 0; 0) do bodu (4; 4; 4)! [(142) = 495.]

13.
RADY.

Radou nazyvéme posloupnost éisel vytvorenych dle jistého
vytvarného zdkona a spojenych znaménkem kladnym nebo
zdpornym; i o sledu téchto znamének budeme predpoklddati,
Ze se F{di dle jistého pravidla. Vytvarny zdkon mazZe byti
dén dvojim zpisobem; explicitné; na pf. a,=2n—1,
viechny éleny budteZ spojeny znaménkem kladnym; piSme
n=1;2;...;10, tak obdrZime fadu 1 +3 4+ 5+ 7+ ...
...+ 21. Jiné explicitni pfedpisy jsou a,,=-7lb—, viechna zna-
ménka budte? kladnd, nebo necht se znaménko kladné sti{idd
se znaménkem zipornym: tak vznikaji rady

11 1
I+ 5+ g+ bt

1 1 1 1
l—-—2—+—3—'—z+---i7+---,

z nichZ dfive uveden4 se jmenuje harmonickd. Predpis, jimz
byla déna posloupnost ¢isel Fibonacciovych ap=an—14 an—2
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