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DODATEK.

(Gaussova rovina.

Redlné body na piimce lze piifaditi redlnym é&islim —
fikdme, %e mnoZstvi redlnych bodd na piimce je
jednorozmérné. Naproti tomu mnoZstvi imagindrnich bo-
di na piimce je dvourozmérné, nebot tyto body jsou
piifadény éfslim komplexnim, kde redlnd i imagindrni ¢dst
mohou nezivisle na sobé probéhnouti vSechna ¢isla redlna.
Chceme-li ,,zobraziti‘‘ toto mnoZstvi na redlny tdtvar tak,
aby imaginirnimu bodu na pfimce odpovidal redlny bod
tohoto utvaru, musime vziti dtvar dvourozmérny; tedy
rovinu nebo jinou plochu. Nejjednodussi je zobrazeni na
rovinu, nebo na kulovou plochu. VE&imnéme si jen zobrazeni
na rovinu.

Volme v foviné k sobé kolmé osy
y %,y 8 potdtkem O (obr. 22) a po-
vaZujme bod P (z; y) za obraz kom-
plexnfho éisla z = x + iy. Body na
ose x jsou obrazy redlnych ¢éisel,
body na ose y obrazy ¢isel ryze ima-
gindrnich. Timto zpisobem jsou
imagindrni body piimky (s kom-
@ plexnimi soufadnicemi) zobrazeny

na reilné body roviny. Pii tom

nutno se vystifhati pfedstavy, Ze imagindrn{ body pimky
vypliujf rovinu. Zde jde o pouhé ,zobrazeni, oviem
zobrazenf velmi zajimavé, nebot operacim s imagindrnfmi
elementy na piimce odpovidaji redlné operace v roviné, jiz
zoveme pak Gaussovou (nékde té% Cauchyovou rovinou).

Vedle soufadnic pravothlych s vyhodou se pouZivd i po-
lirnich. Bodu =z patif vektor OP, jehoz absolutni

délku r zoveme modul éfsla z a thel p = (:t,AOP), jejz zoveme
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amplituda ¢isla z. Amplituda je dhel, ktery vznikne otoéenim

kladné é4sti osy z do vektoru OP. Podle toho jest # = 7 cos g,
y=rsin ¢ a

z=x+ ty = r (cos ¢ + ¢ sin ¢).

Viimnéme si, jak se zdkladni
potetni vykony s éisly komplex-
nimi jevi v naSem zobrazenf.
Budte ddna éisla z, = z, + ¥,
23 = ¥, + ty, a jim at pifslusi
body P,, P, (obr. 23). Soudet jest

2=t 2=
=@+ x)+i(yn+ ) Q)
Bod, ktery odpovidé tomuto
souc¢tu, dostaneme velmi jed-
noduse jak z obrdzku patrno, doplnime-li trojihelnik
P,0P, na rovnobéznik vrcholem @, éili pfi¢teme-li k vektoru
OP, vektor OP, (P,Q 3 OP,).
Jde-li o rozdil
z2=12 —2== (2, — &)+ t (4 — %) (2)
jest tfeba k vektoru OP, pfipojiti vektor — OP,. Modul se
pek rovnd délce P,P,.
Chceme-li zobraziti soudin éfsel z,, z,, piSme je radéji ve
tvaru poldrnim
2, = r, (cos ¢, + tsin ¢,), z, = 7, (co8 @, - 7 sin @,)
a dostaneme
2=12z .2y=1,.75(CO8 ¢, + % 8in qzl).(c.os @+ ising,) = 3)
=1,.7;.[cos (p; + @o) + ¢ 8in (p; + @5)].

Toto pravidlo, zvané Moivreova poutka, znamcnd, %e
pti ndsobenf modul souéinu se rovnd souéinu moduly,
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amplituda souéinu se rovnid souétu amplitud.
V obraze 23 odpovid4 soudinu bod R, pfi tom OR = r, . 7y,
thel (:c:\OR) o1+ @, Konstrukei lze takto zafiditi: Na
osu z nanesme Ol =1 a sestrOJme A OPzR ~ A OIP,.

Pak jest OR : OP, = OP, : OI, tedy OR = r, . 1,

Je-li jedno z é&isel reé,lné (mdme tedy soudin z = ke,
kde % je redlné), ndsobi se pouze modul; je-li modul obou
¢isel rovny jedné, jsou body Py, P,, R na kruZnici a pouze
amplitudy se séftaji.

Pro ‘déleni jest podobné

s=los(p—p) Fisinm—g) @

obrizek nécht si étendf laskavé pofidi sam.

UvaZovali jsme (odst. 2, str. 16) korespondenci mezi body
na primce zvanou involuci a zminili jsme se o obecnéjsi
korespondenci, zvané projektivnost, kterd byla déna obecnou
bilinedrn{ rovnicf. Pfi tom jsme piedpoklddali, Ze koeficienty
rovnice jsou redlné a také uvazované body jsme predpokld-
dali redlné. Tento predpoklad miZe zde odpadnouti. Méjme
obecnou bilinedrni rovnici

azz' + bz + ¢z’ +d =0, (5)
kde koeficienty jsou komplexnf ésla a také z, z’. Ji je defino-
vina bodové pifbuznost v Gaussové roviné, kterd je obrazem
projektivnosti mezi imagindrnimi body na pfimce. Sledujme
nejprve zvladtn{ pripady.

a) 2 =z+ a, (6)
kde a = a, + ia,. Bodu P (2) je ptitadén P’ (z'), ktery dosta-
neme z P poSinutim o vektor OA, kde A odpovidi ¢éislu a.
Pifbuznost uvaZovani je tedy posunuti ¢ili translace.

b) 2 = bz; 7
je-li b redlné neméni se amplituda bodu P (z), ale modul je
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nasoben é&islem b. Pole (z) a pole (2') jsou stejnolehlé
podle stfedu O. Je-li b komplexni, a to b= p(cos g +
+ ¢sin B), znamend naSe transformace otoéeni o thel
a homotetii s pomérem g, tedy dvé transformace po sobé
provedené, :

-1
¢) 22 =1, ¢ili ' = —, . @8

11 k 7 'I h : ’ 1
yine 7 (cos g +1'Sm‘p)=r(cos¢p+isi.n¢p)=

1
= (cos ¢ — i 8in @).

Bodu P (r; ¢) je ptifadén bod P’ (v’ = %,— ¢). Tuto trans-

formaci lze sloZiti také ze dvou. Nejprve bodu P (obr. 24)
ptifadme P” na paprsku OP tak, aby OP. OP" = 1, pak
sestroyme bod P’ symetricky
k bodu P” podle osy xz. Prva
transformace sluje kruhovi
inverse. UvaZovand transfor-
mace je tedy sloZena z kru-
hové inverse a symetrie podle
o8y Z.

Kruhové inverse neni viak
transformace linedrnf, kterd
ptifaduje piimce pi{mku, ny-
brz kvadratické4; piimce odpo-
vid4 kruZnice. To lze nejlépe sledovati, piejdeme-li k pravo-
thlym soufadnicim. Jest

’ ’ ~r_1 1 z_iy
T=r Ay _?_z—i—iy'—:v”—i—yz'

a rozvedeme-li
= Y
ey YT T ety
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PiSme rovnici kruZnice
A+ y?) 4+ 2Br + 20y + D=0
a dosadme; dostaneme po dpravé
D22+ y*) 4+ 2Bz —2Cy + 4 = 0.

Charakteristické pro tuto transformaci je tedy, Ze kruZnice
prechdzi v kruZnici a pifmka (4 = 0) také v kruZnici, kterd
jde pocdtkem O a naopak. Do podrobnost{ této transformace
se nebudeme poustéti.

Vratme se opét k pivodni obecné transformaci (5) a ukaZ-

me, %e ji lze postupné sloZiti z transformaci jednodusSich
pravé uvedenych. Skuteéné jde z rovnice (5)

ad —bc
, —bz—d b a
__—_brg—e 9 :
az+ ¢ a az + ¢
polozme
1
Z=az, 2"=2"4¢ MN=-
- . 2
ad — be b
2V = 2V, P =——_ 2V
a a

a vidime, Ze obecnd hofejs{ transformace se sklddd z fady
postupnych transformaci, jeZ jsou vesmés poSinuti, otoceni,
podobnost a inverse (pokud ad — bc=0), tedy vesmés
z transformaci, jeZ kruZnici pfevddéji v kruZnici. Definuje
tedy rovnice (5) v roviné Gaussové obecnou kruho-
vou transformaci.

Viimnéme si jeSté podrobnéji piipadu, kdy rovnice (5) je
symetrickd podle z, 2’, t. j. kdy m4 tvar

azz’ +b(z+'2) +d=0. (9)

Jde o involuci. Roste-li redlnd i imagindrni édst, tedy
i modul do nekone¢na, mluvime o komplexnim bodu v ne-

. . b
koneénu, Pro z’ — oo dostaneme z rovmice (9) z = — —.
a
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Tento bod sluje stfed involuce. Dvojné éi samodruZné
elementy dostaneme, poloZ{me-li z = z’, tedy z rovnice

azt + 2bz+ d=0.

Omezme se pouze na pripad, kdy tato rovnice mi dva
rizné kofeny; tedy jsou v roviné dva dvojné body. Podle
pfedeslého vykladu, pohybuje-li se bod P (z) po piimce
Gaussovy roviny, pohybuje se P’ (2') po kruZnici, kterd
jde stfedem involuce (stfed involuce odpovidd nevlastnimu
bodu ptimky), opiSe-li P (z) kruZnici, opise P’ (z') také kruZ-
nici; prochdz{-li prvd kruZnice dvojnymi body, jde jimi
i druh4.

Pojem dvojpomér, zavedeny v odst. 1, miZeme rozsffiti
také na komplexni éfsla; potom nazyvdme dvojpomérem
¢tyr bodi v Gaussové roviné vyraz
o s W Vs

(P1P2P3P4) =

292 Zp— 2

Modul tohoto vyrazu mé jednoduchy geometricky vyznam.

Je to dvojpomér délekﬁ- : _P—I_P4—

. Podﬂzl;za m4 amp-
. —

litudu rovnou rozdilu Ghla, jez délky P,P, P,P, sviraji

”~
s osou x; rovnd se tedy thlu (P, P,, P,P,) a amplituda dvoj-
/N

poméru uvedeného, jest rovna rozdilu Ghla (P, P,, P,P,)
A\

a (P, P,, P,P,). Uvedeny dvojpomér je redlny, je-li amplituda

rovna nule, nebo ndsobku tdhlu piimého a to jest, kdyZ étyti

dané body jsou na piimce nebo na kruznici.

Jednorozmérné mno#stvi imagindrnich bodu na piimce,

z nich%z kaZdé étyfi maji redlny dvojpomeér, sluje podle

Staudta fetéz. Obrazem takového Ffetézu v Gaussové

roviné je tedy pfimka neb kruZnice (srov. ulohu 4, str. 36).

Pozndmky a eviteni. 1. Necht obecnd transformace (5) ma
dvojné body «, 8. Pak ji lze upraviti na tvar
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2 —a z—oa
’ = k ’
L 2B —B :
k& ma vyznam dvojpoméru (afzz’ ). Je-li k redlné, pak vidy dva
pFidruZené body s ob&ma dvojnymi jsou na kruZniei.

2. Kdy je ptredesls transformace involuéni? (k = — 1). Pak
jsou pridruZené body z, 2z’ s dvojnymi na kruZnici, jeZ odpovidé
sama sob&. Prorysujte p¥pad a = 4 4, B = — 4. Sestrojte

kruZnici, jeZ odpovidéa pfimee v obecné poloze, pfimce stfedem
involuce, kruZnici v obecné poloze a kruZnici jdouci dvojnym
bodem. (Vyjédfete pFislunou transformaci nejd¥ive analy-
ticky.)

3. Proberte podobné& transformaci z’ =az + b (a i b kom-
plexni). Kde jsou dvojné body? (Jeden v nekoneénu.)

4. Stanovte dvojné body transformaci a) z' =z + b (oba

1 1 L.
T i + k (splyvaji v bod& ).

5. Kdybychom cht8li ,,zobrazit‘‘ imagindrni body v roving
na jiny geometricky utvar tak, aby bodu imagindrnfmu v ro-
vingé odpovidal redlny bod tohoto wtvaru, musel by tento
utvar byti &tyfrozmémny. Chceme-li se vyhnouti operacim
v prostoru ¢tyftozmsrném a zistati pouze v roving, pak miZeme
pouZiti ndsledujici myslenky, jeZ byla jiZ naznafena v uloze 3
str. 40. Jsou-i X, Y dva imagindrni sdruZené body na nosi-
telce p, spojme je s kruhovymi body roviny I,, I,; pfimky
X1, YI, se protinaji v redlnéem bodd P, XI,, YI; v redlném
bod& @ a tato dvojice muZe slouZiti jako obraz dvojice X, Y.
Dvojice imagindrnich sdruZenych bodit X, Y je takto zobra-
zena na dvojici redlnych bodd P, Q. Jako je moZno na p¥imce
jednomu sméru pfifaditi jeden, druhému druhy ze dvou imag.
sdruZenych bodi, je moZno i zde vhodnou imluvou dosici toho,
Je usetka PQ je orientovéna a Ze podatedéni bod pat¥i prvému,
koncovy druhému z obou bodid. Do t&chto podrobnosti nemi-
Zeme zachéazeti, ale vEimné&me si, Ze s jistou k¥ivkou v rovin$, jeZ
obsahuje dvourozmérné mnoZ¥stvi imagindrnich bodd, je pak
spojena bodové pi"ibuznost v roving, jeZ bodu P pi‘li’-a.du]e bod Q.
Nejjednodussi pf'ipad je redlné pfimka. Volme ji za osu z. Dve
sdruZené body ne ni jsou (z; + 1xy; 0), (£, — izy; 0). Isotropické
pfimky jimi vedené se protinaji v bodech (xzy; z,), (zy; — Z5),
tedy v bodech symetricky poloZenych podle osy z. Obrazem
dvojin imag. sdruZenych bodid ne pFimce je tedy souhrn dvojic
soumsrné sdruZenych bodu podle této pfimky. Bud déna redlné
kruZnice 2% + y® — r? = 0. Spojnice dvou imagindrnich sdru-
Zenych boda kruZnice je pfimka, kterd od stfedu mé vzdélenost
vétsi poloméru. Bud takovd z = £ (£ > r). Tato protind kruZnici

v nekoneénu); b) 7
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v bodech X (&; i)/ 8 —7%); Y (& — i/ 8 — r%). Redlné obrazy
t&chto bodd jsou P (& + B —1%;0), Q (£ — | —+%0) na
ose ¥y = 0. Jest ihned patrno, Ze OP . 0Q = r?. Bodové pf¥i-
buznost, jeZ je obrazem dvojic imagindrnich bodd, je zde kru-
hovéa inverse.*)

Vyjédfete vztah mezi body P, @, jde-li o zobrazeni imagi-
nérnich bodd t&chto utvart: a) pfimky y = ¢ (symetrie a posi-
nuti), b) y = 2¢z (symetrie a podobnost), ¢) y = iz (vyjimeény
piipad!, viechny udsetky PQ maji spoleény jeden koncovy bod),
d) kruZnice z? + y? + 1 = 0.

*) O tomto zplsobu zobrazeni najde &tenak v dile E. Study,
Vorlesungen iiber ausgewdhlte Gegenstinde der (eometrie,
je% vBak pfedpokldds &tendfe zna¥nd vyspé&lého, a také v dile
H. Beck, Koordinatengeometrie.
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