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jdouci bodem T a protinajici p v M’. Nahradme pdry A’A",
B'B” involuce na p pary M’'M", N'N”, které se harmonicky
oddéluji a pravé tak nahradme péry a’a”, b'6” jinymi m'm”,
n'n", které se oddéluji harmonicky. Pak roviny (M"m"),
((N'n'), (N"n") jdou touZ piimkou z, roviny (M"m"), (N'n"),
N"n') pfimkou y (srov. odst. 6 dl. b)). Prv4 z nich je osou
hledané roviny.

Cvideni. UvaZujte rizné pfipady, kdy se protinaji dv® ima-
gindrni pfimky prvniho druhu. Jak lze sestrojiti rovinu jimi
uréenou? [Oznaéme -pfimky p, ¢, redlné roviny, ve kterych
jsou, «, f, realné jejich body P, @, priseéik X a rovinu (pg)
oznafme g.

a) X i g jsou imaginarni (obecny p¥ipad); na priseénici (af)
urdf p i ¢ tutéZ involuci & involuce rovin s osou (PQ) je s ni
perspektivni,

b) X reédlné, ¢ imaginérni,

¢) o redlné, X imaginarni,

d) X i g redlné.]

11. Imagindrni pfimka druhého drubu.

Imagindrni pfimka druhého druhu je ddna jako spojnice
dvou imagingrnich bodi v prostoru (nesdruZenych) anebo
jako pruseénice dvou imagindrnich rovin, jejichZ osy jsou
mimobéZzné, Oba zpusoby urdeni jsou identické. Nebot,
jsou-li 4, B dané imagindrni body uréujic{ pifmku, a, b
reélné nositelky téchto bodiu, pak se jevi pfimka jako pri-
sebnice rovin (aB), (bA). Tato piimka nemé redlného bodu,
ale dvouparametrickou soustava bodd imagindrnich a no-
sitelky téchto protinaji zdroven imagindrni pfimku sdru-
Zenou. Ka?dé dvé jsou mimobéiné, nehot jinak by ima-
gindrni piimka leZela v realné roviné. Tento dtvar, tvofeny
redlnymi nositelkami onéch bodu (budeme jim ifkati seény
obou imagindrnich pfimek), sluje kongruence linedrni,

Linedrni kongruence sluje mnoZstvi primek, které proti-
naji soudasné dvé mimobézky. Jsou-li redlné, sluje kongru-
ence hyperbolickd, jsou-li imagindrni sdruZené (druhého
druhu), sluje eliptickd. Uvedeme nejdileZitéj&i vlastnosti
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této kongruence, jez lze snadno sledovati v obou pi{padech.
Dané dvé mimobézky a, b slujf osy kongruence. Bodem
mimo osy (redlnym) jde jedind se¢na. Nebot roviny (Pa),
(Pb) se protinaji v jediné pifmce; jsou-li @, b imagindrni,
jsou i obé roviny imagindrnf sdruZené, a priseénice je tedy
redlnd. -V roviné (redlné) g, jeZ neobsahuje Zddnou z os, lezi
také jen jedna secna, kterd spojuje pruseciky roviny p
s piimkami a, b. Nebot, je-li @ déno jako prisec¢nice rovin
&, B, jest b priseénice sdrufenych o', ', tedy priaseéiky
(o, «, B), (0, &', B’) jsou imagindrni sdruZené a spojnice jejich
je redlnd. '

Linearni kongruenci je definovdna prostorova pribuznost
zvand zborcend involuce. Bodem P mimo osy a,b jde
jedna seéna p, na ni jest involuce s dvojnymi body 4 =
= (a, p), B = (b, p), ve které bodu P je pfitadén P’, jenz s P
oddéluje harmonicky body 4, B. Bodu P’ je oviem obrdcené
pritadén bod P.

Analyticky lze tyto vztahy vyjddriti jednoduse, volime-li
vhodné pravoiihlou soustavu soufadnic. Rovina nevlastni
(v nekoneénu) obsahuje jedinou sednu, jeZ spojuje nevlastni
body A, Bs 0bou os, at jsou redlné nebo imagindrni. Je to
nevlastni pfimka roviny rovnobéZné s obéma osami. Bodem
nevlastnim ve sméru kolmém k této roviné jde jedind secna,
protinajici osy a, b v bodech 4, B (,,nejkratsi piicka’ mimo-
béZek a, b). Volme stred O usetky AB (stfed involuce s dvoj-
nymi A4, B) za pocdtek soustavy, nejkratdi ptiku mimo-
béZek za osu z a v roviné kolmé k ose z bodem O osy z, ¥,
takze roviny (zxz), (zy) jsou kolmé roviny pilici dhly rovin
(za), (2b) nebo pravouhly péar rovin piisludné involuce (obr.
20). (Osy z, y jsou osy soumérnosti obou mimobéZek a, b.)

Pak znf rovnice obou os, jsou-li redlné:
Z2=—2¢, 2=,

(a) y = — kz; ®) y = k=. (1)

Rovnice seény, kterd spojuje bod (z;; —kz;; —c¢) na a
8 bodem (x,; kx,; ¢) na b, lze psdti
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r — ez + @) + 2 (2, — 2y)

= 3 ,
c{zy— ;) +2 (z + )
2¢ )

(2)

=k

Polozme =z, +.x,=wu,
z,—x;, =9, kde u, v
jsou parametry, které
mohou nabyti libovol-
nych hodnot. Rovnice
(2) pak jsou

cu + zv
~ T 2%
v+ 2u

2c

Body A, B a pravouhlé pruméty pfitadénych boda P, P’
do osy z tvoif harmonickou &tvefinu, tedy 2z’ = ¢? (viz
str. 13). Dosadime-li do poslednich rovnic 2z’ =%2 za z,

(3)
y==k

dostaneme rovnice nasi{ piibuznosti ve tvaru

I_c ) r x ,_Cz
¥ = y_c.kz, 2= 4)
a obrdcené priavée tak
oY _aZ =
T= y—ckz,, 2=

Probéhne-li bod (z; ¥; 2) rovinu Az + By + Cz+ D = 0,
probéhne pfidrufeny rovinu
Bcekx' 4 i—c Yy + Dz’ 4 Ce? = 0;
probéhne-li piimku, probéhne pridruZeny opét piimku.*)
*) P¥ibuznost, kterd je algebraické a v niZ bodu odpovidd

jedno-jednoznaénd bod, rovind rovina (pfimce p¥imka), sluje
kolineace. Zborcené involuce je tedy kolineace.
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Jsou-li osy a,b 1magma.rm, nahradime ¢ vehcmou ct,
k veliinou ki a rovnice os jsou

(@) (b) (1)

Volime-li za z,, 2, hodnoty komplexni{ sdruZené, jsou
body (z,; — kiz,; — ci), (x,; kiz,; ci) imagindrni sdruZené,
veli¢ina u je redlnd, » ryze imagindrni a seéna (3) opét redlnd.
Transformadén{ formule (4) jsou opét redlné

z=ci,
y = kix.

z=—e¢,
y= —kiz;

- c z c?
x’=-,;-.%, y'=—ck—z—, z2=—— 4"

Redlnému bodu v koneénu odpovidd opét redlny bod.
Bodim nevlastnim odpovidaji body roviny z = 0. Body
obou os a, b jsou samodruZné. Seény odpovidajf samy sobé;
na ka?dé je involuce sdruZenych bodu a jeji dvojné body
jsou pruseciky s osami. Rovina protind pridruZenou rovinu
v sedné 8, jeZ je tedy osou involuéniho svazku rovin; samo-
druZné roviny jsou (as), (bs).

Tato zborcend eliptickd involuce miuZe slou%iti
jako redlny representant imagindrni pfimky dru-
hého druhu ve spojeni se smérem bodové involuce
na seéndch. Skuteéné, volime-li jisty smér involuce na
jedné seéné p, je uréen smér i na libovolné jiné seéné q.
Je-li r dalsi seéna mimobéZnd s p i ¢, pak 7 je osa svazku
rovin, které jsou si prifadény ve zborcené involuci a je perspek
tivni 8 p i ¢. Smérem pohybu na p je tedy uréen i smér po-
hybu na gq.

Jebté jest moZny jiny zptisob uréeni pfimky druhého
druhu, ponékud jednodussi a prakticky velmi vyhodny. Tti
mimobéZné seény p, ¢, r mimobéiek a, b uréuji piimkovou
plochu druhého stupné. Bodem M na r jde jedind pficka,
kterd sefe p,q (pruseénice rovin (pM), (¢M)). Viechny
takové pricky m, n, v, ... jsou navzijem mimobézné (nebot
jinak by se protinaly i p,¢q,7) a tvoff jeden systém &ili
regulus uvedené plochy, jemuz patii i a, b. Podobné oviem
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tii piimky tohoto systému vedou opét k druhé soustavé
piimek, kterd obsahuje p, ¢, 7 a jen seény kongruence (a, b).
To je doplikovy regulus prvého a oba leZi na ploSe druhého
stupné, jez je jednodilny hyperboloid nebo hyperbolicky
paraboloid.*) Ka%d4 z takovych ploch, jejichz piimky jsou
obsaZeny v kongruenci, md tedy dva systémy primek: jeden
je tvofen seénami, z nichZ kaZdd zborcenou involuci prechdzi
sama v sebe, druhé je tvofena pfimkami, jeZ jsou si involuéné
pfitadény. Na pf. m’ ptejde v m”, n’ v n” atd., pfi tom pri-
setiky (pm’), (pm”) nebo (pn'), (pn”) si odpovidaji v involuci
na p. lkéme, %e tyto povrchové piimky tvoii involuci
m'm”, n'n", ... v ptisludné osnové. Osy a, b jsou dvojné ele-
menty této involuce.

Z toho je zfejmé, Ze kaZdd piimkovd plocha urdend tfemi
mimobéZnymi secnami p, ¢, 7 miZe slouZiti k uréen{ ima-
ginarnf pifmky druhého druhu. Tieba jen stanoviti smysl
involuce na jedné a tim ovSem na vSech seéndch a v celé
osnové piimkové. Na pf. lze pedti

r = m' n _nm
== mllnll 3 y— n”m” .

Poznamky a ovideni. 1. Zjistéte, je-li nasledujici imaginarni
pFimka (danéd dvéma rovnicemi) prvého nebo druhého druhu.
(Stanovte prisedik s pfimkou sdruZenou)

a) z + (3 + 2i)y—|-(l—3i)z.—2+i=0, 1+ 2)z +
+ 5ty — (1 +34)z+ 3+ 3 =

b) (5—z)z—y+(2+z)z+l—0 (1 —4i) z — 1y —
—(1 4+ 42)z— 8t = 0.

2. Doka?te: a) PFimka reilnd a pfimka imaginarni druhého
druhu jsou incidentni, je-li prva seénou p#islusné kongruence.
b) PHmka imagindrni druhého druhu p a pFimka prvého
druhu g se protinaji v bodd X. Redlné rovina « pfimky ¢ obsa-

*) To jsou plochy, jejichZ rovnice pfi vhodné ;rolbé pravo-
2
Ghlych soufadnic lze uvésti na tvar — + l——-:—a =1,
z? 2
resp. 2z = i z,
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huje seénu s kongruence uréené prvou pfimkou. Involuce na s
urtené zborcenou involuci & pfimkou ¢ jsou identické.

¢) Protinaji-li se dv§ imaginarni pfimky druhého druhu p, g,
protinaji se 1 pfimky sdruZené p’, ¢’. Spoleény bod X = (p, g)
a sdruZeny X’ = (p’, ¢’) leZi na paprsku z spoleném obéma
kongruencim (p, p’), (g, ¢’). Pravé tak roviny (p, q), (p’,¢’)
jsou imagindrni sdrufené a protinaji se v druhé realné pFimce
spoleéné obdma kongruencim.

3. Necht v rovnicich (1) (str. 57) jest £k = 1. UkaiZte, je-li
pFimka p v kongruenci, ¥e jsou v nf viechny p¥imky, které z ni
povstanou rotaci kolem osy z (rotadni kongruence). Tyto pfimky
vyplni rotaéni hyperboloid. Je tedy v kongruenci cely svazek
rotanich hyperboloidi.

4. Dény jsou v prostoru &éty¥i redlné mimob&zky p, q, r, s.
Sestrojte pfi¢ky, které protinaji vSechny &ty¥i. Jsou bud redlné
rizné, reélné splyvajici, nebo imagindrni druhého druhu.
[p, g, r uréi hyperboloid, s jej protind ve dvou bodech X, Y a
piimky druhé soustavy hyperboloidu jdouci t&mito body jsou
hledané pFiéky.]

5. Sestrojte rovinu danou: a) Redlnym bodem A a dvéma
imagindrnimi B, C, je% jsou dany involucemi na nositelkéch b, c;
posledni dv& p¥imky jsou mimobdiné. [Roviny (Ab), (Ac) se
protinaji v p¥imce m, jeZ dava M’ na b, M” na c; nahradte ob&
involuce harmonickymi &tvefinami s bodem M’, pFip. s M".]
b) TFemi imagindrnimi body 4, B, C, jichZ nositelky a, b, ¢ jsou
mimobdZné.

8. Sestrojte prusedik t¥ rovin o, f,y, je-li a) & redlné,
B, v imaginarni (nesdruZené); b) véechny t¥i imaginarni.

12. Jiné imaginarni dtvary v prostoru.

a) Minim4lni neboli isotropické primky.

Kazdd plocha druhého stupné protiné nevlastn{ rovinu
v kuZeloseéce. Abychom nasli prisek kulové plochy

(Z — 2P + (¥ — Y%)? + (2 —2z)2 = 12 (1)
8 nevlastni rovinou, zavedme homogenni soufadnice, pisice
x
7 —?ti’ ZT misto z, y, z. Dostaneme

(z— zt) + (y — %t)* + (2 —2f)? = 72 (1
59
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