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(e je zdklad pFirozenych logaritmt a poufito Eulerovy for-
mule ¢ = cos ¢ + i sin ¢).

4. Involuce na kruZnici.

KruzZnice je kfivka raciondlni, t. ] pravoihlé soufadnice
bodu na kruZnici lze vy-
jédfiti jako racionslni**)
funkce parametru ¢. Bud S
O stred kruZnice a sou-
casné poddtek pravoiihlé
soustavy, polomér jeji
oznaéme 7. I jest nej- C
prve (obr. 10)

Z=rcosgp, y=rsing.

Zavedme novy para- S
metr ¢ = tg . Podle
znémych vzorcu jest

1—tgile 1—22 . 2tg 3¢ 2t
Trtgidp 1+2 P  Trtgle 146

méime tedy raciondlni vyjidfeni

*) loge je logaritmus o zékladu e = 2718281 ...
*#*) Raciondlni funkce proménné ¢ je tvaru

cos p =

(

agt® + at™ 1 4o ... 4 an

bot™ + b™ ..+ bm

kde n, m jsou cela. kladné &isla, a;, b, reélné &sla, kterd viechna
nejsou nuly.

o =
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Probéhne-li ¢ redlnd éisla od — oo do 4 oo, probéhne
bod z, y celou kruZnici; na piiklad hodnoté ¢ = 0 patif bod
A (r;0), hodnoté ¢t =1 bod B (0;r), hodnoté ¢ = oo bod
C (— r; 0) atd. Rikdme &asto bod (t;) na krufnici a rozumime
bod o soufadnicich z, y, které dostaneme ze vzorci (1), dosa-
dime-li do nich ¢ = ¢;. Bud ¢ soufadnice bodu na piimce;
piitadme si nyni ty body na pfimce a na kruZnici, kterym
patii totéZ ¢; body na kruZnici jsou timto zpisobem piifa-
dény bodim na pifmce (fadé éfselné) a obrdcens.

Hledejme priseéiky kruZnice s pifmkou v obecné poloze

' ux + vy + 1= 0;
dosadime-li sem hodnoty (1), dostaneme pro parametry
prisec¢fkG rovnici

2 —ur)4 20rt 4+ 14 ur=20. (2)
Dosadime-li koteny ¢,, ¢, této rovnice do (1), dostaneme
soufadnice priseéfkd. Z rovnice (2) vychézf

2rv . 1+ ur
1 —ur’ 2T —wr

bt by =— 3)

Obrécené, je-li dano ¢,, ¢,, vychdz{ z rovnic (3)
tit,—1 t+ £,
y=——"— P=———" 4
(1 4 t,t,5) (1 + 42,) @)
a rovnice seény, kterd spojuje body (¢,), (£,) zni
Bty — 1D xz— G+ t)y+ r(1+4t) = 0. (5)
Rovnice teény v bodé ¢ vychdz{ odtud pii ¢, =1, =t ve

tvaru
B—lz—2tyt+r(14+)=0. (6)

Rovnice (5) je bilinedrni v ¢,, ¢, a symetricka v ¢,, #,; pred-
poklddéme-li v ni z, ¥y pevné, definuje tedy involuci na
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kruZnici. Obrdcené méjme na kruZnici involuci danou rov-
nici
atyt, + b (8 + 1) +¢c=0. (7)
Prirovndme-li (7) a (5), pozname, %e spojnice pridruZenych
bodi ¢,, t, jde pevnym bodem J (z,; ¥,); skutecné

a:bic= (4 %) : —yp: (r—z,),
odkud
_r(a—c¢) _ 2br
= aFe BT Taxe ®)
Tento bod sluje stfedem involuce, jeho poldra ke kruz-
nici sluje osa involuce. Jeji rovnice jest

T+ YYp=1°

a po vpravé
(e—c)z—2by—r(a+¢c)=0. 9)

Péry involuce na kruZnici jsou vytaty seé¢nami,
které prochdzejf pevnym bodem J (stfedem involu-
ce). Je-li J vné kruZnice, jsou dvojné body redlné,
involuce je hyperbolické; je-li J uvnit¥, jsoudvojné
body imagindrni, involuce je elipticks.

Vobr. 11 jest J stfed involuce, 4’4", B'B”", C'C" jsou jeji
piry. Dvojné body jsou dotykové body M, N teten vede-
nych z bodu J a le%f tedy na poldfe p dané rovnici (9). Sku-
tec¢né, hleddme-li pruseéiky piimky (9) s kruZnici dosazenim
hodnot (1), pfijdeme k rovnici a? + 2bt 4 ¢ = 0, jez defi-
nuje dvojné body involuce (7).

Rada APB... (obr. 10) na kruZnici se promitd z bodu
kruZnice paprskovymi svazky, jeZ jsou vzdjemné shodné;
jsou-li 8, 8’ dva ruzné body na kruZnici, jest na pf. LASP=
= L AS'P, & PSB = < PS'B..., mimo to jest < ASP =
= $A0P = }¢. Promitdme-li na pf. fadu na kruZnici z bodu
C (—r;0), jest rovnice piimky CP:y =1t (x + r), kde
t = tg 3. Z toho duvodu se promitd involuce dand rovnici
(7) z bodu paprskovou involucf, kterd m4 tuté% rovnici;
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(4, t; jsou pfi tom smérnice odpovidajicich si paprski).
Dvojné paprsky prochézeji dvojnymi body na kruZnici.
Rikdme proto, mluvime-li o bodech na kruZnici, %e na pt.
A’, A” jsou harmonicky oddéleny body M, N (obr. 11),
nebot promfitneme-li z libovolného bodu S na kruZnici,
dostaneme harmonickou &tvefinu paprska S (M, N, A’, A").

Blizi-li se bod S bodu M, piejde tento svazek v M (J, N,
A’, A"), jenz promitd harmonickou fadu (J,«, 4’, 4").
Vidime také, %e pdry involuce A’A”, B'B’, ... se z bodu 8
na kruZnici promitnou na polédru p jako body poldrné sdru-
Zené ke kruZnici, nebot oddéluj{ harmonicky dvojné body
M, N, jeden je tedy na poléfe druhého. (Doporuéujeme &te-
néfi, aby si narysoval pfisludny obrizek, je-li stfed involuce J
uvniti kruZnice.)

Ruzné konstrukce tykajici se involuce se prevadéji s vy-
hodou na kruZnici. Nékteré z nich lze také provésti pouhym
pravitkem (linedrnf dlohy), nicméné pfi praktickém provi-
déni pouZfvime radéji pravitka i kruitka (nebo narysované
kruZnice). (Ostatné prdvem povaZujeme kruzitko za Ppristroj
dokonalej§{ nez pravitko.)
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UkéZeme si, jak se provad&ji ndkteré konstrukee uZitim
narysované kruZnice (Steinerovy konstrukece).

a) Paprskové involuce je déna péry a’a”, b’b”. Mdme
sestrojiti pravouhly pdradvojné paprsky. Opidme kruZ-
nici k, kteréd jde stfedem svazku S (obr. 12); na ni dostaneme
pary A’A”, B’B". P¥imky A’A”, B’B”- se protinaji ve stfedu J
1nvoluce Jeho polara. (osa mvoluce) spojuje prusetiky (4’B’,
A’B”) (A4’B”, A”B’) a sefe kruZnici v bodech M, N. SM, SN
jsou hledané dvojné paprsky. Spojme J se stfedem kruZnice 0;
na kruZnici dostaneme pér C'C”. SC’, SC” je pravouhly pér
paprskové involuce. V obr. 12a lezi J uvnit¥ kruZnice, involuce
je eliptickd. Prisefiky poldry p s kruZnici jsou dany jako
dvojné elementy involuce 4’4", B’,B", & hledané dvojné pa-
prsky jsou imagindrnfi spojnice bodu § s nimi.

b) Je ddna involuce v fadd bodové na p¥imce p
pary A’A”, B’B”; maji se sestrojiti dvojné elementy,
stfed involuce a k danému bodu C’ pFifadény C”. Volme
v rovind kruZnici k, na ni bod S a promitndme fadu na kruZnici
do A4,A4",, B’y B”,. Dalsi konstrukce jako v pFedchozim. (Jedno-
duchy obrazek necht si étendf laskavé poFidi sém.)

c) Sestrojiti spoleény par dvou bodovych involuci
na pfimce p.*) Prvni involuce je déna piry A’A”, B'B”,
druhd pary P’P”, Q’Q”. Promitn&me obé involuce opét na krui-
nici z jejiho bodu S a sestrojme stfedy obou involuci I a J.
Jejich spojnice protne kruZnici v bodech X’, X”, coZ je spoletny
par obou involuci na kruZnici, jemuZ odpovidé i spoleény pér
na pfimee p. Je-li aspoil jeden z obou stfedd uvnit¥ kruZnice,
jest par X'X” realny. Tedy:

Dvé eliptické involuce soumistné maji vidy jeden
spoleény redlny par, rovnéZ tak involuce eliptickd
a hyperbolické.

Dvé hyperbolické involuce mohou mit spoledny pér
redlny neb imagindrni.

Pro konstrukce s imagindrnimi elementy je dileZitd véta:
Eliptickou involuci v fadé bodové neb v paprsko-
vém svazku lze vidy urditi dvéma pary elementt
A'A", D'D" (neb a’a”, &'d"), které se navzdjem oddéluji
harmonicky, pfi éemzZ jeden prvek A’ (neb a’) lze vo-
liti libovolné. Skuteéné, prevedme na pf. involuci danou

*) Involuce, které maji spolednou nositelku — tedy dvé

bodové involuce na pfimee, na kruZnici, dv& paprskové involuce
v témZe vrcholu a pod. — nazyvame involuce soumistné.
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na piimce p pary A',4”,, B'yB", na kruZnici a uréeme jeji
stied J (obr. 12a). Ke zvolenému bodu A’ dostaneme bod A"
na spojnici A'J. Sestrojme pé6l P piimky A’A", ktery padne
vné kruZnice na pifmku p. PJ dédv4 pak na kruZnici body
D', D"; piry A’A", D'D" tvori harmonickou étvefinu na
kruZnici, Primétem z bodu S8 na piimku p dostaneme
harmonicky se oddélujici piry A',A”,, D' D",

Poznimky a cviéeni. 1. Involuce paprskova je déna dvojnym
paprskem m a parem a’a”; sestrojte druhy dvojny paprsek n,
pravouhly pér a k danému paprsku b’ pf¥idruZeny b”.

2. Je déna symetrickd paprskové involuce (dvojné paprsky
jsou k sob& kolmé). Protnéte ji kruZnici jdouci vrcholem. Kde
je stfed involuce? TotéZ provedte pro involuci pravouhlou!

3. Najdéte spoleény par dvou soumistnych involuci na
pfimce a) jedna je hyperbolickd, druhé eliptickd; b) ob® jsou
eliptické.

4, Necht se na pfimce pary bodové AB, CD odd8luji harmo-
nicky. Dalsimu bodu X bud pfifadén harmonicky X, vzhledem
k AB a X, vzhledem k CD. UkaZte, %o pak .AB, CD, X, X, jsou
tf¥i pary involuce. (Pfevedte na kruZnici!)

b. Imaginirnf elementy v rovind.

V redlné roviné méjme dvé osy k sobé kolmé x, y jdouci
poddtkem O a orientované. Bodu M patii zndmym zpiso-
bem dvé pravouhlé soufadnice =z, y,, které piSeme (z;
#,). Obricené dvojiné ¢&fsel (a; b) priradujeme bod, takZe
prvni ¢islo znamend soufadnici z, druhé soufadnici y.
Jsou-li obé &isla redlnd, je bod redlny, neni-li aspon jedno
redlné, fikdme, Ze bod je imagindrni. Ke kaZdému imagi-
ndrnimu bodu v roviné patif bod imagindrni sdruZeny. Na
pt. bod 41+ 2¢;3 —4¢) a A" (1 — 24; 3 4 44) jsou ima-
ginérn{ body sdruzené,

Omezime-li se na redlnd ¢fsla, miZe ka%dd z hodnot z, y
probéhnouti viechna éfsla od — oo do + oo; Fikdme, Ze
mno¥stvi redlnych bodd v roviné je dvourozmérné. Podle
toho mnozstvi imagindrnich bodua v roviné je étyirozmérné,
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