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luce S, soudin SM . SN, ktery se rovnd mocnosti bodu S ke
kruZnicim svazku, je mocnost involuce. Jak toho pon#iti,
abychom sestrojili stfed & dvojné body involuce dané piry
bodovymi A’A”, B'B"?

(Névod: Body A’A”, resp. B’B” vedte kruZnice, aby se proti-
naly v redlnych bodech M, N. Chorddla MN vytind na pfimce
stfed involuce, dotykové body kruZnic, jeZ jdou body M, N
a dané pFimky se dotykaji, jsou dvojné body involuce.)

8. Obecnd svazek kuZelosefek, t. j. mnoZstvi vSech kuZelo-
sedek, které jdou &ty¥mi body 1, 2, 3, 4, sele pFimku, jeZ nejde
#4dnym z nich, v involuci. (Véta Desarguesova o svazku kuZelo-
setek.) Volme tuto pfimku za osu z; pak dv¥& kuZelosetky svazku
jsou dény obecnymi rovnicemi tvaru

4 =ayz® 4 20,7y + G5y + 20,7 + 205y + ay = 0,

B = by;,7® + 2bj,xy + bgpy? + 2bjyx + 2byqy + by, = O,
a svazek je dan rovnici

A+ B=0

pfi prom&nném A. Dosadime-li ¥y = 0, dostaneme pro prisetiky
o8y z s kuZelose¢kami svazku

ana? + 20,7 + agy + A (b 2* + 2byyT + by) = 0
jako v iloze 5. Mezi kuZelosetkami svazku jsou t¥i sloZené
(degenerované) z dvojin pFimek: 12, 34; 13, 24; 14, 23. Mame
tedy v&tu: Dvojiny protéjSich stran uplného &tyfrohu
protinaji p¥fimku ve tfech parech involuce.

3. Imaginarni pfimka ve svazku.

V redlné roviné bud dén svazek piimek o stfedu O. Vol-
me dvé navzdjem kolmé piimky s uréitou orientaci za osy
z, y pravouhlé soustavy soufadnic (obr. 5) a uréeme piimku
svazku tangentou uhlu, ktery svird s kladnou osou z. Jest
tedy rovnice obecné pifmky ve svazku

Yy = mxz; (1)
m = tgw je parametr, ktery urcuje piimku, Redlnému
parametru patif redlnd piimka, komplexnfmu parametru
piimka imagindrnif, je. mimo O nem4 redlného bodu.
Piimky y = (m, 4 ¢m,) z sluji imagindrni sdruZené.
Kvadratick4 rovnice s redlnymi koeficienty
Am? 4+ 2Bm + C =0 2)
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definuje par pfimek; ty jsou redlné pii B2 — AC > 0 a ima-
gindrn{ sdruZené pii B* — AC < 0.

Utvoime poldrni formu a poloZme ji rovnu nule. Dosta-
neme rovnici

Am'm" + B(m' +m") + C =0, (3)

kterd definuje paprskovou involuci o stiedu 0. M4d dva
samodruZné éili dvojné elementy (m’ = m” = m), které jsou
ddny rovnicf (2) a jsou redlné rizné nebo imagindrni.
V prvém ptipadé sluje involuce hyperbolicks, v druhém
eliptickd. Je-li B2 — AC = 0 mluvime o involuci para-
bolické,

Vsimnéme si opét nékterych vlastnosti této involuce.

Involuce ve svazku obsahuje vidy jeden pér kol-
mych pfimek. Pro takovy pér jest m'm” = — 1; z rovnice

(8) vychézi pak m’ 4+ m" = Podle toho m’, m” jsou

kofeny rovnice

mz—A—;—Cm—le; (4)

B
ilné A, B, (C), tedy kolmy pér je vidy redlny. Ve zvl4st-
nim pfipadé B = 0, 4 = C znf rovnice (3)

mm”"+1=0 (5)
a pak kaZdy pér involuce je dvojina kolmych piimek.

jeji diskriminant

2
) + 4 je vidy kladny (pro re-

Volime-li onen kolmy pér v obecném piipadé za osy z, y,
musf rovnice (4) miti kofeny 0, o0, t. j. B = 0. Pak rovnice (3)
se zjednodusf na

Am'm” + C =0 &l m'm" = k.

Pro dvojné elementy dostaneme m’ = m” = ;tVEPozmi-
vime: Pravouhly pédr palf dhel samodruznych pa-
preki.
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Délici pomér paprsku p (m = tg w) ke dvojnym (m,, =

. . s , m—m; tgw—tgo
_:I?tg(a—;l:)]/k)]edénvyrazemm_mz—tgw+tga =
sin (w — o

_sin(w—a) . I , n X
ey (w—|—¢x) (viz odst. 1). Jsou-li tedy p’, p" paprsky

v involuCI si odpovidajici, jest m'm" =1k a delici pomér

prvého Vl_c, druhého Vk Vk (llSl se tedy
m + |k w4 b Ykt m

od prveho jen znaménkem). Pér p’, p” oddéluje harmonicky

dvojné elementy.

Involuce vesvazku je souhrndvojic piimkovych,
které oddéluji harmonicky dvé reilné nebo dvé
imagindrni pfimky. V prvém piipadé mluvime o involuci
hyperbolické, v druhém eliptické.

Opét plati véty:

a) Involuce ve svazku je uréena dvéma péry
primek.

b) Dvéinvoluceotémz vrcholu n:;a.ji spoledny pér,

Sledujme otdéeni dvou odpovidajicich si prlmek p,p"
v involuci. V involuci hyperbohcké otddf-li se p’ v jistém
smyslu, na pf. kla.dném t. j. v témZ jako ruéitky na hodi-
ndch, otdéi se p” ve smyslu opaéném a dvakrdt se setkaji pfi-
drufené pfimky v elementech samodruinych. V involuci
eliptické v3ak, otddi-li se p' v jistém smyslu, otdéi se p”
v témZ smyslu, a moZno tedy eliptické involuci ve svazku
pritknouti jeden neb druhy smysl otdéeni. Ted vidime, Ze
podobné jako na pi{mce 1ze urdéiti imagindrni pFfimku
ve svazku eliptickou involuci a urditym smyslem
ot4deni. Je-li involuce dina piry a’a”, b'b” (]ez se oddéluji)
jsou dény dva imagindrni paprsky svazku jeZ opét vyhodné

oznaéime
_{a'b g — (¥ 2).
r = (l” bﬂ), Y= bll all)y
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8 prvym je spojen smysl otddenf dany tfemi elementy a’b’a”
neb b’'a”b” atd., s druhym smysl b'a’d”, nebo a”b’a’ atd.
(Perspektivni involuce.) Protnéme involuéni svazek
pfimkou, jez nejde jeho stfedem. Svazek vytind na piimce
perspektivni involuci. Dvojné elementy ve svazku a v fadé
bodové jsou incidentni, at jsou redlné nebo imagindrni.
Vezmeme-li involuéni svazek dany rovnicf (3), lze ptedpo-
klidati, %e pfimka md rovnici z = k, nebot vidy lze voliti
osu z v kolmici z bodu O k této pifimce a svazek je pak din
obecnou rovnici tvaru (3). Pak obecnd piimka ve svazku (1)
dévd bod o soufadnici y = mk. Dosadime-1 do rovnice (3)

7 "

hodnoty m' = %, m" = %, dostaneme rovnici involuce na
piimce x =k ve tvaru
vy v+ — o
AL +BT 2 4 0=0;
jeji dvojné elementy jsou dany rovnici
y2 2By .
A 7 + A +C=0,
jeZ vychdzi z rovnice (2) dosazenim m = —%

Obricené involuce na piimce se promitd z bodu mimo ni
perspektivni involuci paprskovou.

Poznimky a cviéeni. 1. Involuce ve svazku budte dény
rovnicemi: a) Amm” + C =0, b) B(m' + m”) 4+ C =0,
c) Am'm” + B (m’ + m”) = 0. Urdete kolmy par a dvojné
elementy.

2. Involuce m’ + m” = 0 sluje symetrickd. Jeji dvojné ele-
menty jsou k sob® kolmé. DokaZte!

3. Involuce m'm” + 1 = 0 sluje pravoiihlé, dvojné piimky
(m = £ i) sluji isotropické; podle toho dv& kolmé pFimky
se stfedem O a ob& isotropické pFimky bodem O (y = 4+ iz)
tvoFi harmonickou &tvefFinu. DokaZte!

4. Obecnd uhel dvou pFimek je v jednoduchém vztahu
k dvojpomé&ru, ktery tvoFfi- ramena uhlu a ob8 isotropické
piimky jeho vrcholem. Tento dvojpomér, vezmeme-li za ramena,
thlu y =0a y = ztgo, je
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tgp—i cosp+ising 2

(z,—z,tg¢,0)=—tg¢+.i cos ¢ —i8in @

&Gili
1 . .
¢ =3 loge (2, — %, tg @, 0)*)

(e je zdklad pFirozenych logaritmt a poufito Eulerovy for-
mule ¢ = cos ¢ + i sin ¢).

4. Involuce na kruZnici.

KruzZnice je kfivka raciondlni, t. ] pravoihlé soufadnice
bodu na kruZnici lze vy-
jédfiti jako racionslni**)
funkce parametru ¢. Bud S
O stred kruZnice a sou-
casné poddtek pravoiihlé
soustavy, polomér jeji
oznaéme 7. I jest nej- C
prve (obr. 10)

Z=rcosgp, y=rsing.

Zavedme novy para- S
metr ¢ = tg . Podle
znémych vzorcu jest

1—tgile 1—22 . 2tg 3¢ 2t
Trtgidp 1+2 P  Trtgle 146

méime tedy raciondlni vyjidfeni

*) loge je logaritmus o zékladu e = 2718281 ...
*#*) Raciondlni funkce proménné ¢ je tvaru

cos p =

(

agt® + at™ 1 4o ... 4 an

bot™ + b™ ..+ bm

kde n, m jsou cela. kladné &isla, a;, b, reélné &sla, kterd viechna
nejsou nuly.

o =
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